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Funciones trigonometricas 
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Funciones hiperbolicas 
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Ecuaciones parametricas 

Si x = f(t) y y = g(t) son diferenciables, entonces 
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Prefacio 


INTRODUCCION A1 preparar la undecima edicion de Calculo de Thomas, hemos querido 
mantener el estilo de las versiones anteriores y conservar las fortalezas detectadas en ellas. 
Nuestra meta ha sido, por lo tanto, identificar las mejores caracteristicas de las ediciones 
clasicas de la obra y, al mismo tiempo, atender cuidadosamente las sugerencias de nues- 
tros muchos usuarios y revisores. Con estos altos estandares en mente, hemos reconstruido 
los ejercicios y aclarado algunos temas de dificil comprension. De acuerdo con el autor, 
George Thomas, “hemos intentado escribir el libro con tanta claridad y precision como ha 
sido posible”. Ademas, hemos restablecido los contenidos para que sean mas logicos y 
congruentes con los programas de estudio de mayor difusion. Al revisar esta labor en re- 
trospectiva, nos percatamos de que los muchos conocimientos adquiridos nos han ayudado 
a crear un texto de calculo util y atractivo para la siguiente generacion de ingenieros y 
cientificos. 

En su undecima edicion, el texto no solo presenta a los estudiantes los metodos y las 
aplicaciones del calculo, sino que plantea tambien una manera de pensar totalmente mate¬ 
matica. A partir de los ejercicios, los ejemplos y el desarrollo de los conceptos que revela 
la teoria en un lenguaje legible, este libro se centra en el pensamiento y la comunicacion 
de ideas matematicas. El calculo tiene gran relacion con muchos de los paradigmas clave de 
las matematicas, y establece los fundamentos reales para la reflexion precisa y logica en 
torno de temas fisicos y matematicos. Nuestro proposito se centra en ayudar a los estu¬ 
diantes a alcanzar la madurez matematica necesaria para dominar el material y aplicar sus 
conocimientos de manera Integra. El razonamiento que se deriva de la comprension de lo 
analizado en las paginas de esta obra hacen que el esfuerzo que ha implicado su creacion 
valga la pena. 

Una vez analizado el contenido de este libro, los estudiantes estaran bien instruidos en 
el lenguaje matematico que se necesita para aplicar los conceptos de calculo a numerosas 
situaciones de ciencias e ingenieria. Tambien estaran preparados para tomar cursos de 
ecuaciones diferenciales, algebra lineal o calculo avanzado. 


Cambios en la undecima edicion 


EJERCICIOS Los ejercicios y ejemplos juegan un papel crucial en el aprendizaje del 
calculo. En esta edicion hemos incluido muchos ejercicios que ya aparecian en versiones 
anteriores de la obra por considerarlos una de las grandes fortalezas de la misma. Los ejer¬ 
cicios se han reorganizado por tema en cada una de las secciones, planteando primero los 
problemas computacionales para luego abordar los relativos a la teoria y las aplicaciones. 
Esta disposicion permite que los estudiantes desarrollen habilidades en el uso de los me¬ 
todos del calculo y adquieran una comprension mas profunda de sus aplicaciones en el 
marco de una estructura matematica coherente. 


ix 
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Prefacio 


RIGOR En comparacion con las ediciones anteriores, en esta version el contenido del tex- 
to es mas riguroso y consistente. En el se brindan analisis formales e informales, haciendo 
una clara distincion entre ambos; ademas, se incluyen definiciones precisas y demostracio- 
nes accesibles para los estudiantes. Este texto esta organizado de manera que el material 
pueda ser cubierto informalmente, dando cierta flexibilidad al instructor. Por ejemplo, a 
pesar de que no se prueba que una funcion continua en un intervalo cerrado y acotado tiene 
un maximo ahi, el teorema correspondiente se expone con todo cuidado para comprobar 
varios resultados subsecuentes. Mas aun, el capitulo de limites ha sido reorganizado de 
manera sustancial, haciendo hincapie tanto en su claridad como en su precision. Como en 
las ediciones anteriores, el concepto de limite se basa en la importante idea de obtener la 
pendiente de la recta tangente a una curva en un punto de aquella. 

CONTENIDO En la preparacion de esta edicion hemos puesto especial atencion a las su- 
gerencias y comentarios de los usuarios y revisores de las versiones anteriores de Calculo de 
Thomas. Esto ha dado como resultado extensas modificaciones en varios de los capitulos. 

TOMO I 

• Preliminares Hemos reescrito el capitulo 1, de manera que proporcione una breve 
revision de las funciones elementales. Aunque muchos profesores podrian optar por 
obviar este capitulo, su estudio permite a alumnos un facil repaso de conocimientos 
para que unifiquen notaciones. Tambien contiene material util que muchos estudian¬ 
tes podrian desconocer, como los errores que se producen al confiar totalmente en 
las calculadoras o computadoras para construir la grafica de una funcion. 

• Limites En el capitulo 2 se incluyen las definiciones epsilon-delta, las demostra- 
ciones de muchos teoremas, asi como limites en el infinito y limites infinitos (y sus 
relaciones con las asintotas de una grafica). 

• Antiderivadas En los capitulos 3 y 4 presentamos la derivada y sus aplicaciones 
mas importantes, concluyendo con el concepto de antiderivada, con lo cual se esta- 
blecen las bases para la integracion. 

• Integracion Despues de discutir varios ejemplos de sumas finitas, en el capitulo 5 
introducimos la integral definida en la forma tradicional del area debajo de la curva. 
Continuamos con el analisis del teorema fundamental del calculo, relacionando de- 
rivadas y antiderivadas, y con la presentacion de la integral indefinida, junto con la 
regia de sustitucion para integracion. Luego proseguimos con el capitulo tradicional 
de aplicaciones de las integrales definidas. 

• Tecnicas de integracion En el capitulo 8 se presentan las principals tecnicas de 
integracion, incluyendo integracion numerica. Despues se ofrece una introduccion a 
las funciones trascendentes, definiendo el logaritmo natural como la integral y la 
funcion exponencial como su inversa. 

• Ecuaciones diferenciales La mayor parte del material para resolver ecuaciones 
diferenciales basicas ahora esta organizado solamente en el capitulo 9. Esta disposi- 
cion permite que los profesores encuentren la flexibilidad idonea para cubrir los te- 
mas correspondientes. 

TOMO II 

• Conicas Atendiendo a la demanda de muchos usuarios, el capitulo 10 ha sido total¬ 
mente reescrito. Por otro lado, este capitulo completa el material de ecuaciones parame- 
tricas, dando las parametrizaciones para las parabolas, las hiperbolas y las cicloides. 

• Series En comparacion con ediciones anteriores, en el capitulo 11 hemos desarro- 
llado de manera mas completa los criterios de convergencia para series. Tambien in- 
cluimos, al final del capitulo, una breve section para presentar las series de Fourier 
(cuyo estudio puede omitirse, segun convenga). 
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FIGURA 6.11, pagina 402 

Determinacion del volumen del solido 
generado al hacer girar la region (a) 
alrededor del ejey. 


• Vectores Para evitar la repeticion de los conceptos algebraicos y geometricos fun- 
damentales, hemos combinado el tratamiento de vectores en dos y tres dimensiones 
en un solo capltulo, el 12. A esta presentacion le sigue el capltulo de funciones de 
valores vectoriales en el piano y en el espacio. 

• Los numeros reales Hemos escrito un nuevo apendice para analizar brevemente 
la teorla de los numeros reales y su aplicacion en el calculo. 

ARTE Sabemos que las figuras y las ilustraciones representan un componente de gran 
importancia en el aprendizaje del calculo, por lo que hemos mejorado todas las figuras de 
este libro, buscando mayor claridad en la relation entre estas y los conceptos a que hacen 
referencia. Esto resulta especialmente evidente en las graficas tridimensionales, en las que 
podemos indicar mejor la profundidad, las capas y la rotation (vea las figuras siguientes). 


y 



y 
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Otras caracteristicas 


PROYECTOS Y RESUMEN DE FINAL DE CAPITULO Ademas de los problemas que apare- 
cen despues de cada seccion, los capltulos terminan con preguntas de repaso, ejercicios 
practicos que cubren todo el contenido analizado, y una serie de ejercicios adicionales y 
avanzados en donde se plantean problemas sintetizados o que plantean retos de mayor 
envergadura. Asimismo, casi todos los capltulos incluyen la descripcion de varios proyectos 
para que los estudiantes trabajen en ellos, ya sea individualmente o en equipo, en periodos mas 
largos. Estos proyectos requieren el uso de una computadora y de material adicional, dis- 
ponible en www.pearsoneducacion.net/thomas. 

EJERCICIOS DE DESARROLLO TEORICO Los ejercicios de desarrollo teorico que aparecen 
a lo largo de todo el libro, solicitan a los alumnos que exploren y expliquen una variedad 
de conceptos y aplicaciones del calculo. Ademas, al final de cada capitulo se halla una lis- 
ta de preguntas para que los estudiantes repasen y resuman lo que han aprendido. Muchos de 
estos ejercicios pueden servir para que el profesor asigne tareas de contenido teorico. 

RESPUESTAS Se proporcionan todas las respuestas de los ejercicios impares cuando es 
adecuado; la correccion de tales respuestas ha sido revisada cuidadosamente. 

EXACTITUD MATEMATICA Como en las ediciones anteriores, hemos tenido gran cuidado 
en afirmar solamente aquello que sea correcto desde el punto de vista matematico. Cada 
definition, teorema, corolario y demostracion han sido revisados para garantizar su clari- 
dad y exactitud matematica. 

LEGILIBILIDAD Y APLICACION EN PROBLEMAS REALES Como siempre, este texto bus- 
ca ser facil de leer, interactive y matematicamente rico. Cada tema nuevo ha sido abordado 
con claridad, ilustrado con ejemplos de facil comprension y reforzado con aplicaciones a 
problemas reales que involucran el calculo en ciencias e ingenieria, y que resultan de inte¬ 
rns para los estudiantes. Estos problemas de aplicacion se han actualizado, mejorado y am- 
pliado a lo largo de las ultimas ediciones. 

TECNOLOGIA Aunque seguimos proporcionando apoyo para las aplicaciones tecnologicas 
del calculo, a partir de la decima edition esto resulta menos evidente dentro de los capitu- 
los. Sin embargo, el uso de este texto puede incorporar facilmente la tecnologia segun los 
propositos del profesor. Para ello, cada seccion contiene ejercicios que requieren el uso de 
la tecnologia, identificados de cualquiera de las siguientes maneras: 

• Con una si se requiere una calculadora o computadora para su resolution. 

• Con el texto EXPLORACION CON COMPUTADORA si se necesita un software 
matematico (como Maple o Mathematica) para contestarlos. 


Complementos multimedia y soporte en Ifnea (en ingles) 

MANUALES DE RECURSOS TECNOLOGICOS 

Maple Manual, escrito por Donald Hartig, de la California Polytechnic State University 
Mathematica Manual , preparado por Marie Vanisko, de la California State University 
Stanislaus, y por Lyle Cochran, del Whitworth College 
TI-Graphing Calculator Manual, por Luz DeAlba, de la Drake University. 

Estos manuales cubren los programas Maple 9 y Mathematica 5, y las calculadoras TI-83 
Plus, Tl-84 Plus, TI-85/TI-86 y TI-89/TI-92 Plus, respectivamente. Cada uno de ellos ofrece 
guia detallada para la integration de un paquete de software o una calculadora graficadora 
a lo largo del curso, incluyendo sintaxis y comandos. 
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COURSECOMPASS 

CourseCompass es una plataforma para cursos en linea que Pearson Educacion ofrece de 
manera exclusiva como apoyo para sus libros de texto. Este libro cuenta con un curso precar- 
gado en CourseCompass, que incluye ejercicios y recursos en MyMathLab y en MathXL, 
el sistema de tutoriales, tareas y evaluacion en linea de Addison Wesley. MyMathLab pro- 
porciona un amplio conjunto de materiales relacionados con el curso, asi como ejercicios 
generados algoritmicamente para repasar tanto como se desee un tema. Los alumnos pueden 
utilizar tambien herramientas en linea, como clases en video, animaciones, una version 
electronica del libro y proyectos de Maple/Mathematica para mejorar su comprension y 
desempeno. Ademas, los estudiantes pueden responder examenes por capitulo y obtener 
un plan de estudio personalizado de acuerdo con sus resultados. Por su parte, los profesores 
pueden emplear los administradores de tareas y examenes que proporciona CourseCom¬ 
pass para seleccionar y asignar ejercicios en linea relacionados directamente con el libro, 
asi como importar examenes de TestGen para obtener mas flexibilidad. El libro de notas 
de MyMathLab —disenado especificamente para matematicas y estadistica— lleva un 
registro automatico de las tareas y los resultados de los examenes de los alumnos, y da 
control al profesor para calcular las notas de fin de curso. CourseCompass esta disponible 
para quienes adopten el libro. Para obtener mas informacion, visite nuestro sitio Web en 
www.coursecompass.com, o pida una demostracion del producto al representante de ven- 
tas de Pearson Educacion que lo atiende. 

TESTGEN CON QUIZMASTER 

TestGen permite a los profesores crear, editar, imprimir y administrar examenes mediante 
un banco de preguntas computarizado, desarrollado para cubrir todos los objetivos del tex¬ 
to. TestGen se basa en algoritmos, gracias a lo cual los profesores pueden crear multiples 
versiones de la misma pregunta o del mismo examen con solo hacer clic en un boton. Los 
maestros pueden tambien modificar las preguntas del banco de examenes o agregar nuevos 
reactivos utilizando ademas el editor integrado para crear o importar graficas, insertar 
notacion matematica, numeros variables o texto. Los examenes pueden imprimirse o dis- 
tribuirse por Internet o en una red local, o pueden ser importados en CourseCompass o 
Blackboard. TestGen incluye QuizMaster, que permite a los estudiantes realizar las pruebas 
en una red de area local. El software esta disponible en un CD-ROM para las plataformas 
Windows y Macintosh. 

SITIO WEB www.pearsoneducacion.net/thomas 

El sitio Web del libro Calculo de Thomas proporciona al alumno biografias mas amplias 
de los personajes historicos referidos en el libro, asi como articulos relacionados. Asimis- 
mo, pone a su disposition un conjunto de modulos de Maple y Mathematica que puede 
utilizar como proyectos individuales o en grupo. Este sitio tambien ofrece al profesor un 
vinculo hacia el sitio de descarga de materiales (en ingles) de este libro. 
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Capitulo 



Preliminares 


INTRODUCCION En este capitulo se presenta un repaso de las ideas basicas necesarias pa¬ 
ra iniciar el estudio del calculo. Entre los temas se incluyen el sistema de numeros reales, 
las coordenadas en el piano cartesiano, las lineas rectas, las parabolas, los circulos, las 
funciones y la trigonometria. Tambien se analiza el uso de calculadoras graficadoras y de 
programas para graficacion por computadora. 



Los numeros reales y la recta real 


Esta seccion trata de los numeros reales, las desigualdades, los intervalos y las propieda- 
des del valor absolute. 

Numeros reales 

Gran parte del calculo se basa en las propiedades del sistema de numeros reales. Los nu¬ 
meros reales son aquellos que pueden expresarse como decimales, por ejemplo 


= -0.75000... 
y = 0.33333... 
V2 = 1.4142... 


En cada caso, los puntos suspensivos ... indican que la sucesion de digitos decimales con- 
tinua indefinidamente. Cualquier expansion decimal posible representa un numero real, 
aunque algunos numeros tienen dos representaciones. Por ejemplo, los decimales infinites 
.999... y 1.000... representan el mismo numero real, 1. Una afirmacion similar es valida 
para cualquier numero con una infinita fila de nueves. 

Los numeros reales pueden representarse geometricamente como puntos sobre una 
recta numerica, llamada recta real. 



1 V2 2 


-2 


-i _3 
4 


0 


4 


3 


El simbolo R denota tanto al sistema de numeros reales como a la recta real. 

Las propiedades del sistema de numeros reales se clasifican en tres categorias: pro¬ 
piedades algebraicas, propiedades de orden y propiedad de completez. Las propiedades 
algebraicas establecen que los numeros reales pueden sumarse, restarse, multiplicarse y 
dividirse (excepto entre 0) para obtener mas numeros reales bajo las reglas usuales de la 
aritmetica. No es posible dividir entre 0. 


1 









2 


Capi'tulo 1: Preliminares 


En el apendice 4 se dan las propiedades de orden de los numeros reales. A partir de 
ellas pueden obtenerse las siguientes reglas utiles, donde el simbolo => significa “implica”. 


Reglas para desigualdades 

Si a, by c son numeros reales, entonces: 

1. a<b=$a + c<b + c 

2. a < b => a — c < b — c 

3. a<byc>0= ± >ac<bc 

4. a<byc<0=>bc<ac 

Caso especial: a < b => —b < —a 

5. a > 0 => ^ > 0 

6. Si tanto a como b son ambos positivos o ambos negativos, entonces 

a < ^ I < I 


Tenga en cuenta las reglas para multiplicar una desigualdad por un numero. A1 multiplicar 
por un numero positivo se conserva el sentido de desigualdad; cuando se multiplica por un 
numero negativo el sentido de desigualdad cambia. Por otro lado, tomar reciprocos invier- 
te el sentido de desigualdad cuando los numeros son del mismo signo. Por ejemplo, 2 < 5 
pero —2 > —5 y 1/2 > 1/5. 

En el caso del sistema de numeros reales, la propiedad de completez* es compleja y 
dificil de definir con precision; sin embargo, es esencial para comprender el concepto de 
limite (capitulo 2). A grandes rasgos, la propiedad de completez afirma que hay suficien- 
tes numeros reales para “completar” la recta real, en el sentido que no haya “vacios” o “fal- 
tantes” o huecos en ella. Si el sistema de numeros reales no cumpliera con esta propiedad, 
muchos teoremas de calculo carecerian de validez. Por conveniencia, el tema se deja para 
un curso mas avanzado, pero el apendice 4 da una idea de sus implicaciones y de como se 
construyen los numeros reales. 

Entre los numeros reales pueden distinguirse tres subconjuntos especiales. 

1. Los numeros naturales, digamos 1, 2, 3, 4,. . . 

2. Los numeros enteros, como 0, ±1, ±2, ±3,... 

3. Los numeros racionales, es decir, aquellos que pueden expresarse como una fraccion 
min , donde my n son enteros y n A 0. Por ejemplo 

I _ 4 _ ^4 _ _4_ 200 = 57 

3’ 9 9 —9’ 13 ’ Y 3/ 1 ' 

Los numeros racionales son precisamente los numeros reales con expansiones deci- 
males, que son 

(a) finitas (terminan con una secuencia infinita de ceros), por ejemplo 

| = 0.75000... = 0.75 o 

(b) periodicas (terminan con un bloque de digitos que se repite una y otra vez), por ejemplo, 

^ o _ La barra indica el 

yy = 2.090909 ... = 2.09 bloque de digitos 

que se repite. 


* A este termino tambien se le conoce como propiedad de densidad o de completitud. 
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Las expansiones decimales finitas representan un tipo especial de repeticion decimal de 
final de ceros repetidos. 

El conjunto de numeros racionales tiene todas las propiedades algebraicas y de orden 
de los numeros reales, pero carece de la propiedad de completez. Por ejemplo, no existe un 
numero racional cuyo cuadrado sea 2; esto quiere decir que hay un “vacio” en la recta ra- 
cional, donde deberia estar V2. 

Los numeros reales que no son racionales se llaman numeros irracionales, y se carac- 
terizan por tener expansiones decimales no finitas y no periodicas. Por ejemplo, tt, \/2, 
\X5, y logio 3. Como cada expansion decimal representa un numero real, resulta evidente 
que la cantidad de numeros irracionales es infinita. Podemos encontrar tanto numeros racio¬ 
nales como irracionales arbitrariamente cercanos a cualquier punto de la recta real. 

La notacion de conjuntos es muy util para especificar un subconjunto de numeros rea¬ 
les. Un conjunto es una coleccion de objetos, los mismos que constituyen los elementos 
del conjunto. Si S es un conjunto, la notacion a e S significa que a es un elemento de S, y 
a <£. S significa que a no es un elemento de S. Si S y T son conjuntos, S U T es su union, 
y esta consiste de todos los elementos que pertenecen a S o a T (o tanto a S como a T). La 
interseccion SOT consiste de todos los elementos que pertenecen a ambos conjuntos, S y 
T. El conjunto vacio 0 es aquel que no tiene elementos. Por ejemplo, la interseccion de 
los numeros racionales y los numeros irracionales es el conjunto vacio. 

Algunos conjuntos pueden describirse al listar sus elementos separados por comas 
entre Haves. Por ejemplo, el conjunto A, conformado por los numeros naturales (o enteros 
positivos) menores que 6, puede expresarse como 

A = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }. 

El conjunto de todos los numeros enteros se escribe como 

{0, ±1, ±2, ±3,... }. 

Otra manera de describir un conjunto, consiste en encerrar entre Haves una regia que 
genere todos los elementos del conjunto. Por ejemplo, el conjunto 
A = {x|x es un entero y 0 < x < 6} 
es el conjunto de los enteros positivos menores que 6. 

Intervalos 

Un subconjunto de la recta real recibe el nombre de intervalo si contiene por lo menos dos 
numeros y todos los numeros reales que estan entre cualquier par de sus elementos. Por 
ejemplo, el conjunto de todos los numeros reales x tales que x > 6 es un intervalo, asi co¬ 
mo el conjunto de todos los x tales que -2 < x s 5. El conjunto de todos los numeros 
reales distintos de cero no es un intervalo; como el 0 no se incluye, el conjunto no cumple 
con la condicion de contener todos los numeros reales entre — 1 y 1 (por ejemplo). 

Geometricamente, los intervalos corresponden a rayos y segmentos de recta sobre la rec¬ 
ta real o a lo largo de la misma. Los intervalos de numeros que corresponden a segmentos de 
recta son intervalos finitos; los intervalos que corresponden a rayos y a la recta real son in¬ 
tervalos infinitos. 

Decimos que un intervalo finito es cerrado si incluye sus dos extremos, semiabierto 
si incluye uno de sus extremos pero no el otro, y abierto si no incluye ninguno de sus ex¬ 
tremos. Los extremos tambien se llaman puntos frontera, ya que conforman precisamen- 
te la frontera del intervalo. El resto de los puntos del intervalo son puntos interiores, y 
constituyen el interior del intervalo. Los intervalos infinitos, que corresponden a rayos, 
son cerrados si contienen su extremo finito, de lo contrario son abiertos. La recta real 
completa R es un intervalo infinito que es tanto abierto como cerrado. 

ResoLucion de desiguaLdades 

Al proceso de encontrar el intervalo o intervalos de numeros que satisfacen una desigual- 
dad en x se le llama resolver la desigualdad. 
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TABLA 1.1 Tipos de intervalos 


Descripcion 





Notacion 

del conjunto 

Tipo 


Figura 


(a, b ) 

{x|a < x < b} 

Abierto 







a 


b 

[a, b] 

(x|a < x s b} 

Cerrado 







a 


b 

[a, b) 

{x|a < x < b} 

Semiabierto 







a 


b 

(a, b ] 

{x|a < x s b} 

Semiabierto 







a 


b 

{a, oo) 

{x\x > a} 

Abierto 

a 



[a, oo) 

{x x & a} 

Cerrado 

a 



(-°° ,b) 

{x\x < b} 

Abierto 



b 

(-oo ,b\ 

{x|x £ b} 

Cerrado 



b 

( — 00 , oo) 

R (conjunto de todos 

Ambos 





los numeros reales) 

abierto y cerrado — 





1 LO 1 Resolver las siguientes desigualdades y mostrar su solucion en forma de 
desigualdad, en forma de intervalo y en forma grafica. 


(a) 2x — 1 < x + 3 


(b) -1 < 2x + 1 


(c) 


X — 1 


> 5 


Solucion 


L 


3 0 

7 


(b) 


0 1 


(c) 


0 1 4 

(a) 


it 

5 


FIGURA 1.1 Conjuntos solucion 
para las desigualdades del ejemplo 1. 


(a) 


2x — 1 < x + 3 
2x < x + 4 
x < 4 


Sumar 1 en ambos lados. 
Restar x en ambos lados. 


El conjunto solucion es el intervalo abierto ( — 00 , 4) (figura 1.1a). 


(b) 


- j < 2x + 1 


—x < 6x + 3 
0 < lx + 3 
-3 < lx 

- ^ < x 


Multiplicar por 3 ambos lados. 
Sumar x en ambos lados. 
Restar 3 en ambos lados. 


Dividir entre 7. 
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El conjunto solution es el intervalo abierto (—3/7, oo) (figura 1.1b). 

(c) La desigualdad 6/(x — 1) > 5 pucdc satisfaccrsc solamcnte si x > 1, ya que en cual- 
quier otro caso 6/(x — 1) no esta definido o es negativo. Asl, (x — 1) es positivo y la 
desigualdad no se altera si multiplicamos ambos lados por (x — 1), y tenemos que 


6 


x — 


1 


> 5 


6 & 5x — 5 Multiplicar ambos lados por (x — 1). 
11 & 5x Sumar 5 en ambos lados. 


11 

5 


> x. 


Ox £ 


n. 

5 ' 


El conjunto solution es el intervalo semiabierto (1, 11/5] (figura 1.1c). 


Valor absoluto 

El valor absoluto de un numero x, denotado por |x|, se define como 



x > 0 
x < 0. 


EJEMPLO 2 Encontrar los valores absolutos 

131 = 3, |0| = 0, | —51 = -(-5) = 5, j —H| = |«| 

Geometricamente, el valor absoluto de x es la distancia de x a 0 sobre la recta real. 
Como las distancias siempre son positivas o 0, si vemos que | x | & 0 para todo numero real 
x, y |x | = 0 si y solo si x = 0. Tambien 

| x — y | = es igual a la distancia entre x y y 

I —5| = 5---13|- 

- 1 - 1 - ! -* la distancia entre x y y sobre la recta real (figura 1.2). 

—5 0 3 r~ 

Como el simbolo V a denota siempre la raiz cuadrada no negativa de a, una defini- 

— 14 — 11 = 11 — 41 = 3 - cion alternativa de |x| es 

1 4 > | x | = V?. 

FIGURA 1 Los valores absolutos Es importante recordar que VH = | a |. No se puede escribir \fa l = a a menos que se- 

indican las distancias entre los puntos de la pamos de antemano que a & 0. 

recta numerica. El valor absoluto tiene las propiedades siguientes. (Se le pedira que pruebe estas pro- 

piedades en los ejercicios). 


Propiedades del valor absoluto 


1. \—a | = | a| 


2. \ab | 



\a\\b\ 

M 

1*1 


Un numero y su inverso aditivo o negativo tienen 
el mismo valor absoluto. 

El valor absoluto de un producto es el producto de 
los valores absolutos. 

El valor absoluto de un cociente es el cociente de 
los valores absolutos. 


4. \a + b\ s |a| + |fc| La desigualdad triangular. El valor absoluto de 

la suma de dos numeros es menor o igual que la 
suma de sus valores absolutos. 
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Observe que |— a\ ^ — \a\. Por ejemplo, |—3| =3, mientras que —13| = —3. Si a y b 
tienen distinto signo, entonces |a + b \ en cualquier otro caso, |a| + \ b\. En expresiones 
como | a + b | es igual a | a | + | b |. Las barras que denotan valor absoluto | — 3 + 51 fun- 
cionan como los parentesis: deben realizarse las operaciones aritmeticas del interior antes 
de tomar el valor absoluto. 

a [ a 

a * o a > EJEMPLO 3 ILustrar La desiguaLdad triangular 

* | —3 + 51 = 121 = 2 < | —31 + 151 = 8 

FIGURA 1.3 |x| < a significa que x esta |3 + 5| = |8| = |3| + |5| 

entre-aya. |- 3 - 5 | = |-81 = 8 = | -3 | + |-5 | 

La desigualdad | x \ < a indica que la distancia de x a 0 es menor que el numero posi- 
tivo a. Esto significa que x debe estar entre —a y a, como puede verse en la figura 1.3. 

Todos los siguientes enunciados son consecuencia de la definition de valor absoluto, 
y suelen ser utiles en la resolution de ecuaciones o desigualdades con valor absoluto. 


Valores absolutos e intervalos 

Si a es cualquier numero positivo, entonces 

Q 

II 

ir’ 

si y solo si x = ±a 

6. | x | < a 

si y solo si — a < x < a 

7. | x | > a 

si y solo si x > a o x < —a 

8. x < a 

si y solo si — a < x s a 

9. | x | a a 

si y solo si x & a o x < —a 


En matematica, el simbolo denota con frecuencia la relacion logica “si y solo si”. 
Tambien significa “implica y es implicado por”. 


EJEMPLO 4 Resolver una ecuacion con vaLores absolutos 


Resolver la ecuacion 12x — 31 = 7. 


Solucion De acuerdo con la propiedad 5, 2x — 3 = ±7, asi que hay dos posibilidades: 


Ecuaciones equivalentes 
sin valores abolutos. 


2x - 3 = 7 2x - 3 = -7 

2x = 10 2x = ~4 Resolver como de costumbre. 

X = 5 X = —2 


Las soluciones de 12x — 31 =7 son x = 5 y x = —2. 


EJEMPLO 5 ResoLver una desiguaLdad con vaLor absoLuto 



Resolver la desigualdad 


< 1 . 










1.1 Los numeros reales y la recta real 


7 


Solution Tenemos 


5 




—6 < — TT < —4 


<=> 3 > ^ > 2 


1 . ^ 1 
^3 < X < 2 ' 


Propiedad 6 


Restar 5. 


Multiplicar por — 


J. 

2 ' 


Tomar reciprocos. 


Observe como se emplearon aqui las distintas reglas para las desigualdades. Multiplicar por 
un numero negativo cambia el sentido de la desigualdad. Sucede lo mismo al tomar recipro¬ 
cos en una desigualdad cuyos dos lados son positivos. La desigualdad original se satisface 
si y solo si(1/3) < x < (1/2). El conjunto solucion es el intervalo abierto (1/3 ,1/2 ). ■ 

EJEM !.0 6 Resolver la desigualdad y mostrar el conjunto solucion en la recta real: 

(a) \2x — 3 | <1 (b) 12x - 3| > 1 


-C- - 0 - > X 

1 2 

Solution 



(a) 

(a) 

12x - 3| < 1 


' •-* > X 

1 2 


-1 < 2x - 3 < 1 

Propiedad 8 

(b) 


2 < 2x < 4 

Restar 3. 

FIGURA 1.4 Los conjuntos solucion 


1 < x < 2 

Dividir entre 2. 

(a) [1, 2] y (b) (-oo, 1] U [2, oo) del 
ejemplo 6. 

El conjunto solucion es el intervalo cerrado [1, 2] (figura 1.4a). 


(b) 

|2x — 3| > 1 



2x — 3 & 1 o 2i - 3 s -1 



x & 2 o 


x < 1 


El conjunto solucion es( — oo, 1] U [2, oo) (figura 1.4b). 


Propiedad 9 


Dividir entre 2. 


Sumar — . 


EJERCICIOS 1.1 


Representation decimal 

1. Exprese 1/9 como un decimal periodico, usando una barra para 
indicar los digitos que se repiten. ^Cuales son las expansiones de- 
cimales de las siguientes fracciones: 2/9, 3/9, 8/9 y 9/9? 

2. Exprese 1/11 como un decimal periodico, usando una barra para 
indicar los digitos que se repiten. ^Cuales son las expansiones de- 
cimales de las siguientes fracciones: 2/11, 3/11, 9/11 y 11/11? 


Desigualdades 

3. Si 2 < x < 6, ^,cuales de las siguientes afirmaciones acerca de x 
son necesariamente ciertas y cuales no son necesariamente ciertas? 
a. 0 < x < 4 b. 0<x — 2<4 


c. 1 < | < 3 


1 <¥<3 

—6 < —x < 2 


j 1 ^ 1 ^ 1 

6 < x 2 

f. |x 41 <2 
h. —6 < —x < —2 
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4. Si: -— 1 <jv — 5 < 1, ^cuales de las siguientes afirmaciones acer- 
ca de v son necesariamente ciertas y cuales no son necesariamente 
ciertas? 

b. —6 < y < —4 
d. y < 6 


a. 4 < y < 6 

c. y > 4 


e. 0<y — 4<2 f. 2 < | < 3 


h. |y 51 < 1 


En los ejercicios 5-12, resuelva las desigualdades y muestre su con- 
junto solucion en forma grafica (sobre la recta real). 


5. —2x > 4 

7. 5x - 3 < 7 - 3x 

1 7 
9. 2x - i > lx + -/ 

2 6 


6. 8 - 3x > 5 

8. 3(2 - x) > 2(3 + x) 

10 . < ^4 


,, 4 , „ 1 , ^ x + 5 _ 12 + 3x 

11 . 5 (x - 2) < 3 (x - 6) 12 .-<- - - 


Valor absoluto 

Resuelva las ecuaciones en los ejercicios 13-18. 

13. |y| = 3 14. |y — 31 = 7 15. |2f+5| = 4 

9 


16. 1 - t = 1 


17. 8 - 3s = 


18. 


- 1 


= 1 


Resuelva las desigualdades en los ejercicios 19-34, expresando los 
conjuntos solucion como intervalos o uniones de intervalos. Asimismo, 
muestre el conjunto solucion en forma grafica (sobre la recta real). 


34. 


3 r 


- 1 


> 


Desigualdades cuadraticas 

Resuelva las desigualdades en los ejercicios 35-42. Exprese el conjun¬ 
to solucion en forma de intervalos o uniones de intervalos, y en forma 


grafica (en la recta real). Use el resultado Vo = | a | segun convenga. 


35. x 2 < 2 


36. 4 < x 2 


37. 4 < x 2 < 


38. ^ < x 2 < ^ 39. (x - l) 2 < 4 40. (x + 3) 2 < 2 


41. x 2 - x < 0 


42. x 2 - x - 2 > 0 


(1) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 


19. 

x < 2 


20. 

x|< 2 


21. 

t~ 1] 

< 3 


22. 

t + 2J 

< 1 

23. 

3y — 7| 

< 4 

24. 

2y + 5| < l 


25. 

I’ 1 

< 1 

26. 

3 i 

2 Z “ 1 

< 2 

27. 

3 


50. 

28. 

I" 4 

< 3 

29. 

2s | > 4 


30. 

s + 3 

>1 

2 


31. 

1 - X 

> 1 

32. 

2 - 3x[ 

> 5 

33. 

r + 1 

2 

> 1 

51. 


Teona y ejemplos 

43. Evite caer en el error de que | — a | = a. ^Para cuales numeros reales 
a es verdadera esta ecuacion? <^Para cuales numeros reales es falsa? 

44. Resuelva la ecuacion |x — 11 = 1 — x. 

45. Una demostracion de la desigualdad triangular De una ra- 

zon que justifique cada uno de los pasos numerados en la siguiente 
demostracion de la desigualdad triangular. 

\a + b\ 2 = (a + b ) 2 

= a 1 + 2ab + b 1 
< a 1 + 2\a\\b\ + b 2 
= |o| 2 + 2|o||fe| + |6| 2 

= (M + H ) 2 

\a + b\< \a\ + \b\ 

46. Demuestre que | ab \ = | a \ \ b \ para cualesquiera numeros ay b. 

47. Si | x| < 3 y x > —1/2, ^que se puede decir acerca de x? 

48. Trace la grafica de la desigualdad |x| + |y| < 1. 

49. Sea f(x) = 2x + 1 y sea 8 > 0 cualquier numero positivo. De¬ 
muestre que \ x ~ 11 < - ^ implica I f( x ) ~ /(0| <28. Aqul la 
notation f ( a ) se refiere al valor de la expresion 2x + 1 cuando 
x — a. Esta notacion defuncion se explica en la section 1.3. 

Sea f ( x ) = 2x + 3 y sea e > 0 cualquier numero positivo. 
Demuestre que I/M ~ /(0)| < e siempre que |x - 0| < |. 

Aqul la notacion f( a ) se refiere al valor de la expresion 2x + 3 
cuando x = a. (Vea la section 1.3). 


si x > a o x < —a. 

53. a. Si b es cualquier numero real distinto de cero, demuestre que 

U/*l= 1/1*1- 


b. Demuestre que 


= r— para cualesquiera numeros a y b A 0. 


54. Usando induction matematica (vea el apendice 1), demuestre que 
| a ' 1 1 = | a |" para cualquier numero ay n\m entero positivo. 
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Rectas, drculos y parabolas 


En esta seccion hablaremos de coordenadas cartesianas, rectas, distancia, drculos y para¬ 
bolas en el piano. Tambien se discutira el concepto de incremento. 


*P(a,b) 


Eje y positivo 



FIGURA 1.5 Las coordenadas cartesianas 
del piano se basan en dos ejes perpendiculares 
que se intersecan en el origen. 


y 

(1,3) 

3"- 


Segundo 

cuadrante 2 1 ' 
(-,+) 


Primer 

cuadrante 

(+,+) 


1 f- 

( 


2 1 0 

( 2 , 1 ) 

Tercer ' 

cuadrante 



( 2 . 1 ) 

( 1 , 0 ) 

• - • 

1 2 


Cuarto 

cuadrante 


(+.-) 

( 1 , 2 ) 


FIGURA 1.6 Identification de puntos en 
el piano xy o piano cartesiano. Todos los 
puntos sobre los ejes tienen un par 
coordenado, pero usualmente estan 
marcados con un solo numero real (de 
manera que (1, 0) en el eje x se identifica 
con 1). Observe los patrones de los signos 
de las coordenadas en los cuadrantes. 


Coordenadas cartesianas en el piano 

En la seccion anterior identificamos puntos sobre la recta con numeros reales asignando- 
les coordenadas. Los puntos que estan en el piano pueden identificarse como pares orde- 
nados de numeros reales. Para empezar, trazamos dos rectas coordenadas perpendiculares 
que se intersecan en el punto 0 de cada recta. Estas rectas se llaman ejes coordenados en 
el piano. En el eje horizontal x, los numeros se denotan mediante x y se incrementan hacia la 
derecha. En el eje vertical y, los numeros se denotan mediante y y se incrementan hacia 
arriba (figura 1.5). En consecuencia, “hacia arriba” y “hacia la derecha” son direcciones 
positivas, mientras que “hacia abajo” y “hacia la izquierda” son consideradas como negati- 
vas. El origen O —tambien identificado con un 0— del sistema de coordenadas es el punto 
del piano donde xy y son cero. 

Si P es cualquier punto en el piano, puede ser localizado mediante, exactamente, un 
par ordenado de numeros reales de la siguiente manera. Se trazan rectas que pasen por P y 
sean perpendiculares a los dos ejes coordenados. Si estas rectas intersecan los ejes x y y en 
puntos con coordenadas ay b, respectivamente (figura 1.5), entonces el par ordenado ( a, b) 
se asigna al punto P, y se llama par coordenado. El primer numero, a, es la coordenada x 
(o abscisa) de P; el segundo numero, b, es la coordenada y (u ordenada) de P. La coor¬ 
denada x de cualquier punto en el eje y es 0. La coordenada y de cualquier punto en el eje 
x es 0. El origen es el punto (0, 0). 

Empezando con un par ordenado (a, b), podemos invertir el proceso y llegar al punto P 
correspondiente en el piano. Frecuentemente identificamos P con el par ordenado y escri- 
bimos P(a, b). Algunas veces tambien nos referimos al “punto (a, /?)” y el contexto nos 
permitira saber cuando (a, b) se refiere a un punto en el piano y no a un intervalo abierto 
en la recta real. En la figura 1.6 se muestran varios puntos identificados por sus coordenadas. 

Este sistema de coordenadas se denomina sistema rectangular de coordenadas o 
sistema de coordenadas cartesianas (en honor de Rene Descartes, matematico frances 
del siglo xvi). Los ejes coordenados de este piano coordenado o cartesiano dividen el pia¬ 
no en cuatro regiones llamadas cuadrantes, numerados en sentido contrario al movimien- 
to de las manecillas del reloj, como se muestra en la figura 1.6. 

La grafica de una ecuacion o desigualdad en las variables x yy es el conjunto de todos 
los puntos P(x, y) en el piano, cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion o desigualdad. 
Cuando se grafican datos en el piano cartesiano o se traza la grafica de formulas con va¬ 
riables que tienen distintas unidades de medida, no es necesario usar la misma escala en 
los dos ejes. Si graficamos, por ejemplo, tiempo contra fuerza de propulsion al analizar el 
comportamiento del motor de un cohete, no hay razon para colocar la marca que muestra 
1 segundo a la misma distancia del origen sobre el eje del tiempo, que la marca que identi¬ 
fica 1 libra sobre el eje de la fuerza de propulsion. 

En general, cuando se grafican funciones cuyas variables no representan medidas fisicas 
y cuando se trazan figuras en el piano cartesiano para estudiar su geometria y trigonome- 
tria, se intenta que las marcas de las escalas sean identicas en ambos ejes. Asi, una unidad 
vertical de distancia se ve igual que una unidad horizontal. Como en un mapa topografico 
o en un dibujo a escala, los segmentos de recta que supuestamente tengan la misma longi- 
tud se veran de un largo equivalente, y los angulos que supuestamente sean congruentes se 
veran congruentes. 

Las pantallas de calculadoras o computadoras son otro asunto. Las escalas vertical y 
horizontal de las graficas generadas por computadora suelen diferir, y existen distorsiones 
en distancias, pendientes y angulos. Los drculos se pueden ver como elipses, los rectangulos 
pueden verse como cuadrados, los angulos rectos como agudos u obtusos, etcetera. En la 
seccion 1.7 estudiaremos con mas detalle estas imagenes y distorsiones. 
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FIGURA 1.7 Los incrementos de las 
coordenadas pueden ser positivos, 
negativos o nulos (ejemplo 1). 

Biografia historica* 

Rene Descartes 
(1596-1650) 


Incrementos y rectas 

Cuando una particula se mueve de un punto del piano a otro, los cambios netos en sus coor¬ 
denadas reciben el nombre de incrementos. Tales incrementos se calculan restando las 
coordenadas del punto inicial de las coordenadas del punto final. Si x cambia de xi a X 2 , el 

incremento en x es 


Ax = X 2 — x\. 

EJEMPLO 1 Si vamos del punto A( 4, —3) al punto B( 2, 5), los incrementos en las coor¬ 
denadas xyy son 


Ax = 2 - 4 = -2, Ay = 5 - (-3) = 8. 
De C(5, 6) a D(5, 1), los incrementos de las coordenadas son 

Ax = 5 - 5 = 0, Av = 1 - 6 = -5. 


Vea la figura 1.7. 

Dados dos puntos P\{x\,y\) y en el piano, llamamos a los incrementos 

Ax = X2 — xi y Ay = j2 — y\ el avance y la elevacion, respectivamente, entre P\ y Pi. 
Dos puntos determinan siempre una unica linea recta (por lo general denominada simple- 
mente recta) que pasa por ambos. La llamamos recta P\Pi■ 

Cualquier recta no vertical en el piano tiene la propiedad de que la razon 

_ elevacion _ _ yi ~ y l 

m corrida Ax X2 ~ Xl 



FIGURA 1.8 Los triangulos P i QP 2 y 
P\ Q'Pi son semejantes, de manera que la 
razon de sus lados tiene el mismo valor 
para cualesquiera dos puntos sobre la 
recta. Este valor comun es la pendiente 
de la recta. 


Es la formula dados dos puntos P\{x\,y\) y Pi(x 2 , y' 2 ) en la recta (figura 1.8). Esto se debe 
a que las razones de los lados correspondientes de dos triangulos semejantes son iguales. 


DEFINITION Pendiente 

La constante 

_ elevacion _ _ T 2 ~ y 1 

m corrida Ax Xl ~ x i 
es la pendiente de la recta no vertical P\ P 2 . 


La pendiente nos indica la direccion (hacia arriba, hacia abajo) a la derecha y la incli¬ 
nacion de una recta. Una recta con pendiente positiva va hacia arriba a la derecha; una rec¬ 
ta con pendiente negativa va hacia abajo a la derecha (figura 1.9). A medida que aumenta 
el valor absoluto de la pendiente, mas rapido es el ascenso o el descenso de la recta, es de- 
cir, mayor es su inclinacion. Una recta con pendiente cero tiene direccion horizontal y no 
tiene inclinacion. La pendiente de una recta vertical es indefinida. Como el avance Ax es 
cero en el caso de una recta vertical, resulta imposible evaluar la razon de la pendiente m. 

La direccion y la inclinacion de una recta tambien pueden medirse con un angulo. El 
angulo de inclinacion de una recta que cruza el eje x es el menor angulo medido en senti- 
do contrario al movimiento de las manecillas del reloj del eje x a la recta (figura 1.10). La 
inclinacion de una recta horizontal es 0°. La inclinacion de una recta vertical es 90°. Si 4> 
(la letra griega phi, o fi) es la inclinacion de una recta, entonces 0 < <k < 180°. 


*Para aprender mas acerca de las figuras historicas y del desarrollo de los elementos y temas principals 
del calculo, visite www.aw-bc.com/thomas. 
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En la figura 1.11 se muestra la relacion entre la pendiente m de una recta no vertical y 
el angulo de inclinacion <b de la misma: 

m = tan cf>. 

Las rectas tienen ecuaciones relativamente sencillas. Todos los puntos sobre la recta 
vertical que pasa por el punto a, en el eje x tienen coordenadas x iguales a a. Por lo tanto, 
x = a es una ecuacion para la recta vertical. De manera similar, y = b e s una ecuacion 
para la recta horizontal que interseca el ejey en b. (Vea la figura 1.12). 

Podemos escribir una ecuacion para una recta no vertical L si conocemos su pendiente 
m y las coordenadas, P\{x\, y\) de uno de sus puntos. Si P{x, y) es cualquier otro punto en 
L, podemos usar los dos puntos P\ y P para calcular la pendiente: 

y ~ y i 


FIGURA 1.9 La pendiente de L\ es 

_ Ay _ 6 - (-2) _ 8 

m Ax 3-0 3' 

Esto es, y aumenta 8 unidades cada vez 
que x se incrementa 3 unidades. La 
pendiente de L 2 es 

Ay 2-5 -3 

m — v— = v-x = ~~r- 

Ax 4-0 4 

Esto es, y disminuye 3 unidades cada vez 
que x se reduce 4 unidades. 


de manera que 


y ~ y i = m(x — x\) o y = y\ + m(x — xi). 


La ecuacion 


y — y i + m(x — xi) 

es la ecuacion punto-pendiente de la recta que pasa por el punto (xi,yi) y tiene 
pendiente m. 


este si 



z este no 



FIGURA 1.10 Los angulos de inclinacion 
se miden en sentido contrario al 
movimiento de las manecillas del reloj, a 
partir del eje x. 


EJEMPLO 2 Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, 3) y tiene 
pendiente -3/2. 

Solucion Sustituimos xi = 2, y-| = 3, y rn = —3/2 en la ecuacion punto-pendiente para 
obtener 

y = 3 - §(* - 2 )> o y = - |x+ 6 . 

Cuando x = 0, y = 6 asi la recta interseca el ejey en y = 6. 

EJEMPLO 3 Una recta que pasa por dos puntos 


y 



FIGURAl.il La pendiente de una recta 
no vertical es la tangente de su angulo de 
inclinacion. 


Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por (—2, — 1) y (3, 4). 


Solucion La pendiente de la recta es 



Podemos usar esta pendiente con cualquiera de los dos puntos dados en la ecuacion punto- 
pendiente: 


Con (x 1; yi) = (-2, -1) 
y = ~ 1 + 1 • (x - (-2)) 
y = — l+x + 2 
y = x + 1 — 


Con (Xi.yi) = (3,4) 
y = 4 + 1 • (x - 3) 
y = 4 + x- 3 
y = x + 1 


Algunos resultados 

Esto es, y = x + 1 es la ecuacion de la recta (figura 1.13). 
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FIGURA 1.12 Las ecuaciones estandar 
para las rectas vertical y horizontal que 
pasan por (2, 3) son x = 2 y y = 3. 


La coordenada y del punto donde una recta no vertical interseca el eje y se llama or- 
denada al origen de la recta. De forma similar, la abscisa al origen de una recta no hori¬ 
zontal es la coordenada x del punto donde interseca el eje x (figura 1.14). Una recta con 
pendiente m y ordenada al origen h cn y pasa por el punto (0, b), tiene la ecuacion 

y = b + m{x — 0), o, simplemente, y = mx + b. 


La ecuacion 


y = mx + b 

se denomina ecuacion pendiente-ordenada al origen de la recta con pendiente 
m e interseccion con el eje y, u ordenada al origen, b. 


Las rectas con ecuaciones de la forma y = mx tienen interseccion con el eje y 0 y, por lo 
tanto, pasan por el origen. Las ecuaciones de esas rectas reciben el nombre de ecuaciones 
lineales. 

La ecuacion 


y 



Ax + By = C (A o B distintas de cero) 

se conoce como ecuacion general lineal enry y, ya que su grafica siempre representa 
una recta y toda recta tiene una ecuacion con esta forma (incluyendo las rectas con pen¬ 
diente indefinida). 

EJEMPLO 4 Encontrar la pendiente y La ordenada al origen 
Encontrar la pendiente y la ordenada al origen de la recta y 8x + 5y = 20. 

Solucion Se despeja y de la ecuacion a fin de ponerla en la forma pendiente-ordenada al 
origen: 

8x + 5y = 20 

5y = — 8x + 20 

y - ~ -|x + 4. 

La pendiente es m = —8/5. La ordenada y al origen es b = 4. 


y 



Rectas paralelas y perpendiculares 

Las rectas paralelas tienen el mismo angulo de inclinacion, de manera que tienen la misma 
pendiente (si no son verticales). Reciprocamente, las rectas con pendientes iguales tienen 
el mismo angulo de inclinacion y son, por lo tanto, paralelas. 

Si dos rectas no verticales L\ y Z 2 son perpendiculares, sus pendientes ni\ y m 2 satis- 
facen m\ m 2 = — 1, de manera que cada pendiente es el reciproco negativo de la otra: 

1 _ 1 
m i m2 , m2 nii ■ 


FIGURA 1.14 La recta L tiene una 
interseccion x ay una interseccion v b. 


Para comprobarlo, observe que, de acuerdo con los triangulos semejantes de la figura 
1.15, m\ = a/h,yni 2 = —h/a. Por lo tanto, ni\ni 2 = ( a/h){—h/a ) = —1. 
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FIGURA 1.15 A ADC es semejante a 
A CDB. En consecuencia, 4> l tambien es el 
angulo superior en A CDB. A partir de los 
lados de A CDB, vemos que tan </>i = a/h. 


Distancia y drculos en el piano 

La distancia entre puntos en el piano se calcula a partir de la formula del teorema de Pita- 
goras (figura 1.16). 



FIGURA 1.16 Para calcular la distancia entre 
P(xi,yi) y Q(x 2 ,yi), aplicamos el teorema de 
Pitagoras al triangulo PCQ. 


Formula de distancia para puntos en el piano 
La distancia entre P(x i ,y\)y Q(x 2 , y 2 ) es 

d = V(Ax) 2 + (Ay) 2 = V(x 2 - xi) 2 + (y 2 - y\) 2 ■ 


EJEMPLO 5 Calcular la distancia entre dos puntos 


(a) La distancia del origen al punto P{ — 1, 2) y Q{ 3, 4) es 

V(3 - (-1)) 2 + (4 - 2) 2 = V(4) 2 + (2) 2 = V20 = = 2 V 5 . 



FIGURA 1.17 Un circulo con radio a en 
el piano xv y centra en (h, k ). 


(b) La distancia entre el origen y P(x, y) es 

V(x - 0) 2 + (y - 0) 2 = Vx 2 + y 2 . 

Por definicion, un circulo de radio a es el conjunto de todos los puntos P(x, y) cuya 
distancia desde algun punto fijo, llamado centro del circulo, C{h , k) es igual a a (figura 
1.17). De acuerdo con la formula de la distancia, P esta en el circulo si y solo si 

V(x — h ) 2 + (y — k ) 2 = a, 


de manera que 


(x — h) 2 + (y — k) 2 = a 2 . (1) 


La ecuacion (1) es la ecuacion estandar de un circulo con centro en ( h , k) y radio a. El 
circulo de radio a = 1 y centro en el origen es el circulo unitario, con ecuacion 

x 2 + y 2 = 1. 
























14 


Capi'tulo 1: Preliminares 


EJEMPLO 6 

(a) La ecuacion estandar del rirculo de radio 2 y centra en (3, 4) es 

(x - 3) 2 + (y * 4) 2 = 2 2 = 4. 

(b) El circulo 

(x - l) 2 + (y + 5) 2 = 3 

tiene h = 1, k = — 5, y a = \/3. El centra es el punto (h , k ) = (1, —5) y el radio es 
a = V3. 

Si la ecuacion de un circulo no esta en la forma estandar, para encontrar su centra y su 
radio primero debera convertirse la ecuacion a dicha forma. La tecnica algebraica para ha- 
cerlo consiste en completar los cuadrados (vea el apendice 9). 


EJEMPLO 7 Encontrar el centra y el radio de un circulo 
Encontrar el centra y el radio del circulo 

x 2 + y 2 + 4x — 6y — 3 = 0. 


Solucion Convertimos la ecuacion a la forma estandar, completando los cuadrados en x 
y eny. 


y 



x 2 + _y 2 + Ax — 6y — 3 = 0 
(x 2 + 4x ) + (y 2 — 6 y ) = 3 



(x 2 + 4x + 4) + (y 2 - 6y + 9) = 3 + 4 + 9 
(x + 2) 2 + (y - 3) 2 = 16 


El centra es (—2, 3) y el radio es a = 4. 


Empezamos con la ecuacion dada. 

Agrupamos terminos. Pasamos la 
constante al lado derecho. 

Sumamos el cuadrado de la mitad 
del coeficiente de x en ambos 
lados de la ecuacion. Hacemos lo 
mismo con y. Las expresiones que 
estan dentro de los parentesis en 
el lado izquierdo son ahora 
cuadrados perfectos. 

Factorizamos los trinomios cua¬ 
drados perfectos, como binomios 
cuadrados. 


Los puntos (x, y) que satisfacen la desigualdad 

(x — h ) 2 + (y — k ) 2 < a 2 


FIGURA 1.18 El interior y el exterior del forman la region interior del circulo con centra en (h , k) y radio a (figura 1.18). El exte- 
clrculo (x - h) 2 + (y - k) 2 = a 2 . rior del circulo consiste de los puntos (x, y) que satisfacen 

(x — h) 2 + (y — k) 2 > a 2 . 


Parabolas 

La definicion geometrica y las propiedades generates de las parabolas se abordan en la 
seccion 10.1. Aqui hablaremos de las parabolas que surgen al graficar las ecuaciones de 
la forma y = ax 2 + bx + c. 
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FIGURA 1.19 La parabola v = x 2 
(ejemplo 8). 



FIGURA 1.20 Ademas de determinar la 
direccion en la que abre la parabola 
v = ax 2 , el numero a es un factor de 
escalamiento. La parabola se ensancha 
conforme a se acerca a cero, y se estrecha 
conforme | a | aumenta. 


EJEMPLO 8 La parabola y = x z 

Considere la ecuacion y = x 2 . Algunos de los puntos que satisfacen esta ecuacion son 
/3 9\ 

(0, 0), (1, 1), I ^ I, (— 1, 1), (2, 4), y (—2, 4). Estos puntos (y todos los demas que sa¬ 
tisfacen la ecuacion), forman una curva suave llamada parabola (figura 1.19). 

La grafica de una ecuacion de la forma 

y = ax 1 

es una parabola cuyo eje de simetria es el cje y. El vertice de la parabola (el punto donde 
la parabola interseca su eje de simetria) esta en el origen. La parabola abre hacia arriba si 
a > 0 y hacia abajo si a < 0. Entre mas grande sea el valor de \a\, la parabola sera mas 
angosta (figura 1.20). 

Generalmente, la grafica de y = ax 2 + bx + c es una parabola desplazada en forma 
horizontal y vertical de la parabola y = x 2 . En la seccion 1.5 discutiremos con mas detalle 
el desplazamiento horizontal y vertical de las graficas de las funciones cuadraticas. 


La grafica de y = ax 2 + bx + c, a A 0 

La grafica de la ecuacion y = ax 2 + bx + c, a A 0, es una parabola. La para¬ 
bola abre hacia arriba si a > 0 y hacia abajo si a < 0. El eje x es la recta 


x 


b_ 
2 a ' 


( 2 ) 


El vertice de la parabola es el punto donde el eje y la parabola se intersecan. Su 
coordenada x es x = —b/2a ; su coordenada y se encuentra sustituyendo 
x = —b/2a en la ecuacion de la parabola. 


Observe que si a = 0, tenemos y = bx + c la cual es la ecuacion de una recta. El 
eje, dado por la ecuacion (2), puede encontrarse completando el cuadrado o usando una 
tecnica que estudiaremos en la seccion 4.1. 


EJEMPLO 9 Trazar la grafica de una parabola 
Trazar la grafica de la ecuacion y = — ^-x 2 — x + 4. 

Solucion Comparando la ecuacion con y = ax 2 + bx + c vemos que 

a = -j, b = —l, c = 4. 

Dado que a < 0,1a parabola abre hacia abajo. De acuerdo con la ecuacion (2), su eje es la 
recta vertical 

b (-D . 

2a 2( —1/2) 


x 
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FIGURA 1.21 La parabola del ejemplo 9. 


Cuando x = — 1, tenemos 


y = ~\{~ l) 2 - (-D + 4 = |. 


El vertice es (— 1, 9/2). 

Las intersecciones con el eje x se dan en los puntos donde y = 0: 

— ^x 2 — x 4- 4 = 0 

x 2 + 2x — 8 = 0 
(x — 2)(x + 4) = 0 
x = 2, x = —4 

Graficamos algunos puntos, trazamos el eje y usamos las reglas de direccion de la apertu- 
ra de la parabola para completar la grafica de la figura 1.21. 


EJERCICIOS 1.2 _ 

Incrementos y distancia 

En los ejercicios 1-4, una partlcula se mueve de A a 5 en el piano 
coordenado. Encuentre los incrementos Ax y Ay en las coordenadas 
de la partlcula. Determine tambien la distancia de A a 5. 

1. 4(-3,2), 5(—1,-2) 2. 4(—1, —2), 5(-3,2) 

3. 4(-3.2, —2), 5(-8.1,-2) 4. 4(V2,4), 5(0, 1.5) 

Describa las graficas de las ecuaciones de los ejercicios 5-8. 

5. x 2 + y 2 = 1 6. x 2 + y 2 = 2 

7. x 2 + y 2 < 3 8. x 2 + y 2 = 0 

Pendientes, rectas e intersecciones 

En los ejercicios 9-12, grafique los puntos y encuentre la pendiente (si 
existe) de la recta que estos determinan. Encuentre tambien la pen¬ 
diente comun (si existe) de las rectas perpendiculares a la recta AB. 

9. A( — l, 2), 5(—2,-1) 10. 4(-2,l), 5(2,-2) 

11.4(2,3), 5(—1,3) 12. A(-2, 0), 5(-2,-2) 

En los ejercicios 13-16, encuentre la ecuacion para (a) la recta verti¬ 
cal, y (b) la recta horizontal que pasa por el punto dado. 

13. (-1,4/3) 14. (V2,-1.3) 

15. ( 0 , -V 2 ) 16 . ( 7r, 0 ) 

En los ejercicios 17-30, encuentre la ecuacion de la recta, dados los 
datos siguientes. 

17. Pasa por (— 1, 1) con pendiente — 1 


18. Pasa por (2, -3) con pendiente 1/2 

19. Pasa por (3, 4) y (-2, 5) 

20. Pasa por (-8, 0) y (-1,3) 

21. Tiene pendiente -5/4 y ordenada al origen 6 

22. Tiene pendiente 1/2 y ordenada al origen -3 

23. Pasa por (-12, -9) y tiene pendiente 0 

24. Pasa por (1/3, 4) y la recta es vertical 

25. Tiene y abscisa al origen 4 y abscisa al origen -1 

26. Tiene y abscisa al origen -6 y abscisa al origen 2 

27. Pasa por (5, -1) y es paralela a la recta 2x + 5y = 15 

28. Pasa por (- \fl, 2 ) y es paralela a la recta V2x + 5y = V"? 

29. Pasa por (4, 10) y es perpendicular a la recta 6x — 3y = 5 

30. Pasa por (0, 1) y es perpendicular a la recta 8x — 13y = 13 

En los ejercicios 31-34, encuentre las intersecciones con los ejesxyy, 
y utilice esta informacion para trazar la grafica de la recta. 

31. 3x + 4y = 12 32. x + 2y = -4 

33. V2x - V3y = V<5 34. 1.5x - y = -3 

35. ^Encuentra algo especial en la relacion entre las rectas 

Ax + By = Ci y 5x — Ay = C 2 (A + 0, 5 # 0) ? Justifique su 
respuesta. 

36. ^Encuentra algo especial en la relacion entre las rectas 

Ax + By = Ci y Ax + By = C 2 (A ¥> 0,5 # 0)? Justifique su 
respuesta. 
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Incrementos y movimiento 

37. Una particula empieza en A(—2, 3) y sus coordenadas cambian con 
incrementos Ax = 5, Ay = —6. Determine su nueva posicion. 

38. Una particula empieza en A( 6, 0) y sus coordenadas cambian con 
incrementos Ax = —6, Ay = 0. Encuentre su nueva posicion. 

39. Las coordenadas de una particula cambian con Ax = 5 y Ay = 6 
conforme se mueve de A(x, y) a 5(3, —3). Determine su nueva 
posicion. 

40. Una particula empieza en^4(l, 0), da una vuelta alrededor del ori- 
gen, en sentido contrario al movimiento de las manecillas del re- 
loj, y regresa a ^4(1, 0). ^.Cuales fueron los cambios netos en sus 
coordenadas? 


68. x 2 + y 2 — 4x + 2y > 4, x > 2 

69. Determine una desigualdad que describa los puntos que estan 
dentro del circulo con centro en (-2, 1) y radio a/6 . 

70. Determine una desigualdad que describa los puntos que estan fue- 
ra del circulo con centro en (—4, 2) y radio 4. 

71. Determine un par de desigualdades que describan los puntos que 
estan dentro o sobre el circulo con centro en (0, 0) y radio \fl, y 
sobre o a la derecha de la recta vertical que pasa por (1,0). 

72. Determine un par de desigualdades que describan los puntos que 
estan fuera del circulo con centro en (0, 0) y radio 2, y dentro del 
circulo que tiene centro en (1, 3) y pasa por el origen. 


Cfrculos 

En los ejercicios 41-46, encuentre la ecuacion para el circulo con el 
centro C(h, k) y el radio a. Despues, trace el circulo en el piano xy. In- 
cluya el centro del circulo en su grafica, e identifique, de existir, las 
intersecciones del circulo con los ejes x y y. Etiquete estos puntos con 
sus pares coordenados. 

41. C(0,2), a = 2 42. C(-3, 0), a = 3 

43. C(-l,5), a = VlO 44. C(l, 1), a = Vl 

45. C(-V3, -2), a = 2 46. C(3, 1/2), a = 5 

Grafique los drculos cuyas ecuaciones se dan en los ejercicios 47-52. 
Determine el centro de cada circulo y las intersecciones con los ejes 
(si existen) con sus pares coordenados. 

47. x 2 + y 2 + 4x — 4y + 4 = 0 

48. x 2 + y 2 - 8x + 4y +16 = 0 

49. x 2 + y 2 - 3y - 4 = 0 

50. x 2 + y 2 - 4x - (9/4) = 0 

51. x 2 + y 2 ~ 4x + 4y = 0 

52. x' + y 2 + 2x = 3 


Parabolas 


Grafique las parabolas de los ejercicios 53-60. Determine, en cada ca- 


so, las coordenadas del vertice, 
con los ejes si existen. 

53. y = x 2 — 2x — 3 
55. y = —x 2 + 4x 
57. y = —x 2 — 6x — 5 

59. y = jx 2 + x + 4 

Desigualdades 


1 eje de simetria y las intersecciones 

54. y = x 2 + 4x + 3 
56. y = —x 2 + 4x — 5 
58. y = 2x 2 — x + 3 

60. v = — tx 2 + 2x + 4 

4 


En los ejercicios 61-68, describa las regiones definidas por las desi¬ 
gualdades o pares de desigualdades. 

61. x 2 + y 2 > 7 

62. x 2 + y 2 < 5 

63. (x - l) 2 + y 2 < 4 

64. x 2 + (y - 2) 2 > 4 

65. x 2 + y 2 > 1, x 2 + y 2 < 4 

66. x 2 + y 2 < 4, (x + 2) 2 + y 2 < 4 

67. x 2 + y 2 + 6y < 0, y > —3 


Intersection de rectas, drculos y parabolas 

En los ejercicios 73-80, grafique las dos ecuaciones y encuentre los 
puntos en donde se intersecan las graficas. 


73. 

y 

= 2x, 

X 

: 2 + 

y 2 = 1 


74. 

X 

+ y = 

L 

. (■* 

■ - l) 2 + 

y 2 = 1 

75. 

y 

— x = 

L 

. y 

= x 2 


76. 

X 

+ y = 

0 . 

1 y 

= -(x - 

l) 2 

77. 

y 

= -x 2 . 


y = 

2x 2 - 1 


78. 

y 

II 

-M — 

Ho 

> 

y = 

(x - l) 2 


79. 

x 2 

+ y 2 


1 , 

(x - l) 2 

+ y 2 = 1 

80. 

x 2 

+ y 2 


1 , 

Ho 

+ 

II 

1 


Aplicaciones 

81. Aislantes Mida las pendientes de la siguiente figura para esti- 
mar el cambio de temperatura, en grados por pulgada, para estos 
aislantes: (a) tablero de yeso; (b) fibra de vidrio; (c) revestimiento 
de madera. 



Distancia entre la pared (pulgadas) 
Cambios de temperatura en la pared, ejercicios 81 y 82. 
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82. Aislantes De acuerdo con la figura del ejercicio 81, <[,cual de los 
materiales es mejor aislante? ^Cual es el peor? Explique. 

83. Presion bajo el agua De acuerdo con la formula p = kd + 1 
(k constante), la presion p que experimenta un buzo bajo el agua 
esta relacionada con la profundidad d a la que se encuentra. La 
presion es de 1 atmosfera en la superficie; a 100 metros es, aproxi- 
madamente, 10.94 atmosferas. Determine la presion a 50 metros. 

84. Reflexion de la luz Un rayo de luz viaja a lo largo de la recta 
x + y = 1 desde el segundo cuadrante, y se refleja sobre el eje x 
(vea la siguiente figura). El angulo de incidencia es igual al angu- 
lo de reflexion. Escriba la ecuacion de la recta por la que viaja la 
luz. 


y 



La trayectoria del rayo de luz del ejercicio 
84. Los angulos de incidencia y de reflexion 
se miden desde la perpendicular. 


85. Grados Fahrenheit y grados Celsius Trace la grafica de la 
ecuacion 


88. Demuestre que el triangulo con vertices en A(0, 0), 5( 1, V*"?), y 
C(2, 0) es equilatero. 

89. Pruebe que los puntos A(2, -1), 5(1, 3) y C(-3, 2) son vertices 
de un cuadrado, y encuentre el cuarto vertice. 

90. El rectangulo que se muestra enseguida tiene lados paralelos a los 
ejes, es tres veces mas largo que ancho y tiene un perlmetro de 56 
unidades. Encuentre las coordenadas de los vertices A, By C. 


y 


A 


0(9, 2) 






0 



B 


C 


91. Tres paralelogramos diferentes tienen vertices en(—1, 1), (2, 0) y 
(2, 3). Tracelos y encuentre las coordenadas del cuarto vertice de 
cada uno. 

92. Como se muestra en la figura, una rotation de 90° alrededor del 
origen en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj, manda el punto (2, 0) a (0, 2) y (0, 3) a (—3, 0), donde 
manda cada uno de siguientes pares? 

a. (4, 1) b. (-2, -3) c. (2, -5) 

d. (x , 0) e. (0, y) f. (x, y) 

g. ^De que punto proviene (10, 3)? 


C = |(5- 32) 

en el piano FC, que relaciona las temperaturas de grados Fahrenheit 
y Celsius. Trace en el mismo piano la grafica de la recta C = F. 
^Hay alguna temperature en la que el termometro Celsius de la 
misma lectura numerica que el termometro Fahrenheit? Si la res- 
puesta es afirmativa, determlnela. 

86. Via ferrea Los ingenieros civiles calculan la pendiente del fir- 
me para una via ferrea como la razon de la distancia que se sube o 
baja entre la distancia horizontal que se recorre. Los especialistas 
denominan esta razon inclinacion del firme de la via, y casi 
siempre la escriben como porcentaje. A lo largo de la costa, la in¬ 
clinacion de las vlas comerciales suele ser inferior a 2%. En las 
montanas puede llegar hasta 4%. Las inclinaciones de las autopis- 
tas son, por lo general, menores que 5%. 

La parte mas empinada de la via ferrea metropolitana Was¬ 
hington Cog, en New Flampshire, tiene una inclinacion excepcio- 
nal, de 37.1%. A lo largo de esta parte del trayecto, los asientos 
delanteros de los vagones del tren estan 14 pies arriba de los tra- 
seros. iQue tan apartadas estan las filas de asientos delanteros y 
traseros? 

Teona y ejemplos 

87. Para probar que el triangulo con vertices en los puntos A(l, 2), 
5(5, 5), y C(4, —2) es isosceles y no equilatero, calcule las longi¬ 
tudes de sus lados. 



93. ^Para que valor de k la recta 2x + ky = 3 es perpendicular a la 
recta 4 x + y = 1 ? ^Para que valor de k estas rectas son paralelas? 

94. Encuentre la recta que pasa por el punto (1, 2) y por el punto en 
donde se intersectan las dos rectas x + 2y = 3 y 2x — 3y = — 1 . 

95. Punto medio de un segmento de recta Demuestre que el punto 
con coordenadas 

*1 + *2 Vl + V2 \ 

2 ’ 2 ) 

es el punto medio del segmento de recta que une P(x\,y\) y 
Q{x2,yi). 
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96. La distancia entre un punto y una recta Podemos encontrar la 
distancia entre un punto P{xq, _vo) y la recta L\ Ax + By = C si- 
guiendo los pasos que se describen a continuacion (en la seccion 
12.5 veremos un metodo mas rapido): 

1. Encuentre la ecuacion de la recta M que pasa por P y es per¬ 
pendicular a L. 

2. Determine las coordenadas del punto Q en donde se intersecan 
My L. 


3. Encuentre la distancia entre P y Q. 

Emplee estos pasos para encontrar la distancia entre P y L en cada 
uno de los siguientes casos. 

a. P( 2, 1), L:y = x + 2 

b. P{ 4, 6), L: 4x + 3y = 12 

c. P(a, b), L : x = — 1 

d. P(xo,yo), L'.Ax + By = C 



Funciones y sus graficas 


Las funciones representan el principal objeto de analisis en el calculo, ya que constituyen la 
clave para describir el mundo real en terminos matematicos. En esta seccion se repasa el 
concepto de funcion, su graficacion y las maneras de representarla. 


Funciones, dominio y rango 

La temperatura a la que hierve el agua depende de la altura sobre el nivel del mar (el pun¬ 
to de ebullicion disminuye conforme se asciende). La tasa de interes que se paga por una 
inversion monetaria depende de cuanto tiempo dure invertido el dinero. El area del circulo 
depende de su radio. La distancia que viaja un objeto desde un punto inicial a lo largo de 
una trayectoria recta depende de su velocidad. 

En cada uno de estos casos, el valor de una cantidad variable, que podemos llamar y, 
depende del valor de otra variable, que podemos llamar x. Debido a que el valor de y esta 
totalmente determinado por el valor de x, decimos que y es una funcion de x. Frecuente- 
mente el valor de y esta dado por una regia o formula que nos indica como calcularlo a 
partir de la variable x. Por ejemplo, la ecuacion A = irr 2 es una regia para calcular el area A 
de un circulo a partir de su radio r. 

En calculo, es posible que en algtin momento queramos referirnos a una funcion no 
especifica sin contar con una formula determinada. Una manera simbolica de decir “y es 
una funcion de x”, consiste en escribir 

y = /(x) (“>' es igual a / de x”) 

En esta notacion, el simbolo/representa la funcion. La letra x, denominada variable inde- 
pendiente, representa el valor de entrada defyy, la variable dependiente, representa el 
valor resultante de/en x. 


DEFINICION Funcion 

Una funcion de un conjunto D a un conjunto Y es una regia que asigna un ele- 
mento unico /(x) e Y a cada elemento x e I). 


Entrada 

(dominio) 


Salida 

(rango) 


-►/« 


FIGURA 1.22 Diagrama mostrando una 
funcion como una especie de maquina. 


El conjunto D de todos los valores de entrada posibles se llama dominio de la fun¬ 
cion. El conjunto de todos los valores de /(x) a medida que x varia en todo D se denomina 
rango de la funcion. El rango puede no incluir todos los elementos del conjunto Y. 

El dominio y el rango de una funcion pueden ser cualesquiera conjuntos de objetos, 
pero en calculo suelen ser conjuntos de numeros reales. (En los capitulos 13 a 16 veremos 
que pueden involucrarse muchas variables). 

Pensemos en una funcion/como una especie de maquina que produce un valor /(x) en su 
rango siempre que la “alimentemos” con un valor de entrada x de su dominio (figura 1.22). 
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D conjunto del Y Conjunto que 

dominio contiene el rango 


FIGURA 1.23 Una funcion del conjunto 
D al conjunto Y asigna un unico elemento 
de Y a cada elemento de D. 


Un ejemplo de esta analogia esta representada por las teclas de funcion de las calculado- 
ras: la tecla Vx produce un valor (la raiz cuadrada) cuando se le oprime despues de escri- 
bir un numero no negativo Vx. El valor resultante que aparece en lapantalla casi siempre 
es una aproximacion decimal de la raiz cuadrada de x. Si escribimos un numero x < 0, la 
calculadora indicara un error, porque x < 0 no forma parte del dominio de la funcion y, 
por lo tanto, no es un valor de entrada aceptable. La tecla Vx de una calculadora no da el 
mismo resultado que la funcion matematica exacta f definida por /(x) = Vx, ya que su 
operation se limita a producir resultados decimales y acepta unicamente un numero finito 
de entradas. 

Una funcion tambien puede ilustrarse como un diagrama de flechas (figura 1.23). 
Cada flecha asocia un elemento del dominio D con un unico elemento del conjunto Y. En 
la figura 1.23, las flechas indican que f(a) esta asociada con a, /(x) esta asociada con x, y 
asi sucesivamente. 

El dominio de una funcion puede restringirse segiin el contexto. Por ejemplo, el domi¬ 
nio de la funcion de area dado por A = vr 2 solamente permite que los radios r sean posi¬ 
tives (ya que es una distancia). Cuando definimos una funcion y = /(x) con una formula 
y el dominio no se da explicitamente o esta restringido por el contexto, se supone que es el 
maximo conjunto de valores de x reales para los que la formula da valores reales de y; este 
dominio se llama dominio natural. Si queremos restringir el dominio de alguna manera, 
debemos especificarlo. El dominio de y = x 2 es todo el conjunto complete de niimeros 
reales. Para restringir el dominio de una funcion, digamos, a los valores positivos de x, de¬ 
bemos escribir “y = x 2 ,x > 0.” 

Si cambiamos el dominio donde aplicamos una formula, por lo general tambien cam- 
bia el rango. El rango de y = x 2 es [0, oo) . El rango de y = x 2 , x > 2, es el conjunto de 
niimeros obtenidos al elevar al cuadrado los niimeros mayores que o iguales a 2. En nota¬ 
tion de conjuntos, el rango es {x 2 |x > 2} o {y\y > 4} o [4, oo). 

Cuando el rango de una funcion es un conjunto de niimeros reales, se dice que la fun¬ 
cion es de valor real. Los dominios y rangos de muchas funciones reales de una variable 
real son intervalos o uniones de intervalos. Los intervalos pueden ser abiertos, cerrados o 
semiabiertos, y finitos o infinitos. 

EJEMPLO 1 Identificar el dominio y eL rango 
Verifique los dominios y rangos de estas funciones. 


Funcion 

Dominio (x) 

Rango (y) 

y = x 2 

( — 00 , oo) 

[0, 0°) 

y = Vx 

(-00, o) U (0, oo) 

(-oo, 0) U (0, oo) 

y = Vx 

[0, oo) 

[0, 00 ) 

y = V 4 - X 

(-oo,4] 

[0, oo) 

y = Vl - x 2 

[-1,1] 

[0, 1] 


Solucion La funcion y = x 2 a valores reales en y para cualquier numero real x, de mane¬ 
ra que el dominio es ( — oo, oo) . El rango de y = x 2 es [0, oo) ya que el cuadrado de cual¬ 
quier numero real es no negativo, y cualquier numero v no negativo es el cuadrado de su 
propia raiz cuadrada, v = (Vv) 2 para_v & 0. 

La funcion y = 1/x da valores reales en y para toda x, excepto x = 0. Nose puede di- 
vidir ningiin numero entre cero. El rango de v = 1/x, el conjunto de reciprocos de todo 
numero real distinto de cero, es el conjunto de todos los reales distintos de cero, ya que 

y = 1 /(W 

La funcion y = Vx da valores reales en y solo si x & 0. El rango de y = Vx es 
[0, oo ), ya que todo numero no negativo es la raiz cuadrada de algiin numero (es decir, es 
la raiz cuadrada de su propio cuadrado). 
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En y = V 4 — x, el termino 4 — x no puede ser negativo, por estar dentro de una 
raiz. Esto cs, 4 — x > 0. o x < 4. La funcion da valores reales en y para todo x < 4. El 
rango de y/4 — x es [0, oo) , es decir, el conjunto de todos los numeros no negativos. 

La funcion y = VY^7 2 da valores reales en v para toda x en el intervalo cerrado de 
-1 a 1 . Fuera de este dominio, 1 — x 2 los valores dentro de la raiz son negativos y por lo 
tanto su raiz cuadrada no es un numero real. Los valores de 1 — x 1 varian de 0 a 1 en el 
dominio dado, lo mismo que las raices cuadradas de estos valores. El rango de V1 — x 2 
es [0, 1], 


Graficacion de funciones 

Otra manera de visualizar una funcion es mediante su grafica. Si/es una funcion con do¬ 
minio D, su grafica consiste en el conjunto de todos los puntos en el piano cartesiano cu- 
yas coordenadas son los pares (ordenados) entrada-salida de f. En notacion de conjuntos, 
la grafica es 

{(x, fix)) | xeD}. 

La grafica de la funcion fix) = x + 2 es el conjunto de todos los puntos en el piano 
cartesiano con coordenadas (x, y ) para los que y = x + 2. La grafica se ha trazado en la 
figura 1.24. 

La grafica de una funcion / es una representacion visual de su comportamiento. Si 
(x, _v) es un punto de la grafica, entonces v = fix) es la altura de la grafica justo arriba 
del punto x. La altura puede ser positiva o negativa, dependiendo del signo de /(x) (figu¬ 
ra 1.25). 


y 



FIGURA 1.24 La grafica de 

f(x ) = x + 2 es el conjunto de puntos 

(x, y) para los que y tiene el valor x + 2. 


y 



FIGURA 1.25 Si (x, v) esta en la grafica 
de f el valor y = /(x) es la altura de la 
grafica por encima del punto x (o por 
debajo de x si fix) es negativa). 


EJEMPLO 2 Trazar una grafica 

Trazar la grafica de la funcion y = x 2 en el intervalo [—2, 2]. 

Solucion 

1. Haga una tabla de los pares (x,yj que satisfacen la regia de correspondencia de la fun¬ 
cion y = x 2 . 
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2. Grafique los puntos (x, y) cuyas 
coordenadas aparecen en la tabla. 
Puede usar fracciones cuando sea 
conveniente para los calculos 


y 


4 

.(2,4) 

3 



.(3,93 

2 

• U 4 ) 

(-L 1) • i 

1 1 

- .(1,1) 

1 1 >. 

-2 -1 0 

1 2 


3. Dibuje una curva suave que una los 
puntos marcados Etiquetela con el 
nombre de su funcion 


y 



Las computadoras y las calculadoras 
graficadoras funcionan de esta manera 
en gran medida —encadenando los 
puntos marcados—, dando lugar al 
mismo cuestionamiento. 


( ',C6mo sabemos que la grafica de y = x 2 no se parece a una de estas curvas? 

y y 




Para averiguarlo podemos marcar mas puntos. Pero, ( ;c6mo debemos conectarlosl La 
pregunta basica no ha sido respondida aun: ^de que manera se puede prever con segu- 
ridad la apariencia que tendra la grafica al unir los puntos que marcamos? Como vere- 
mos en el capltulo 4, el calculo puede darnos la respuesta. Ahl usaremos la derivada 
para determinar la forma que tendra la curva aun sin conectar los puntos marcados. 
Mientras tanto, nos conformaremos con localizar tales puntos y unirlos de la mejor 
manera posible. 


P 



Tiempo (dfas) 


EJEMPLO 3 Evaluar una funcion a partir de su grafica 

En la figura 1.26 se muestra la grafica de una poblacion p del insecto conocido como 

“mosca de la fruta”. 

(a) Determine la poblacion que habra de este insecto dentro de 20 y 45 dlas. 

(b) ^Cual es el rango (aproximado) de la funcion de poblacion en el intervalo 0 s / < 50? 

Solucion 

(a) En la figura 1.26 observamos que el punto (20, 100) se ubica sobre la grafica, de ma¬ 
nera que el valor de la poblacion p en 20 es p{ 20) = 100. De la misma forma, el va¬ 
lor de p( 45) es de mas o menos 340. 

(b) El rango de la funcion poblacion en 0 s t < 50 es aproximadamente [0, 345], Tam- 
bien observamos que, conforme pasa el tiempo, la poblacion se acerca cada vez mas 
al valor p = 350. 


FIGURA 1.26 Grafica de la mosca de la 
fruta contra el tiempo (ejemplo 3). 
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Representation numerica de una funcion 

Hemos visto como una funcion puede representarse algebraicamente mediante una formu¬ 
la (por ejemplo: la funcion area), o visualmente mediante una grafica (ejemplos 2 y 3). 
Otra manera de representar una funcion es numericamente, mediante una tabla de valores. 
Los ingenieros y los profesionales en ciencias aplicadas suelen utilizar este tipo de repre- 
sentaciones. Por ejemplo, es posible —tal vez con ayuda de una computadora— obtener 
una grafica de la funcion a partir de una tabla de valores apropiada y utilizando el metodo 
ilustrado en el ejemplo 2. La grafica que se obtiene empleando unicamente los puntos de- 
terminados en una tabla se conoce como diagrama de dispersion. 

EJEMPLO 4 Una funcion definida por una tabla de valores 

Las notas musicales son ondas de presion en el aire y son susceptibles de registrarse. Los 
datos de la tabla 1.2 corresponden a los registros del desplazamiento de presion generado 
por una nota musical producida por un diapason, en relation con el tiempo —en segun- 
dos— que dura el sonido. La tabla nos ofrece una representation de la funcion presion 
contra el tiempo. Si hacemos primero un diagrama de dispersion y despues conectamos 
los puntos ( t,p ) determinados con ayuda de la tabla, obtenemos la grafica de la figura 1.27. 


TABLA 1.2 

Datos del diapason 



Tiempo 

Presion 

Tiempo 

Presion 

0.00091 

-0.080 

0.00362 

0.217 

0.00108 

0.200 

0.00379 

0.480 

0.00125 

0.480 

0.00398 

0.681 

0.00144 

0.693 

0.00416 

0.810 

0.00162 

0.816 

0.00435 

0.827 

0.00180 

0.844 

0.00453 

0.749 

0.00198 

0.771 

0.00471 

0.581 

0.00216 

0.603 

0.00489 

0.346 

0.00234 

0.368 

0.00507 

0.077 

0.00253 

0.099 

0.00525 

-0.164 

0.00271 

-0.141 

0.00543 

-0.320 

0.00289 

-0.309 

0.00562 

-0.354 

0.00307 

-0.348 

0.00579 

-0.248 

0.00325 

-0.248 

0.00598 

-0.035 

0.00344 

-0.041 




p (presion) 



0.6 


FIGURA 1.27 Curva suave que pasa por los puntos 
trazados da una grafica de la funcion presion representada por 
la tabla 1.2. 


La prueba de la recta vertical 

No todas las curvas son graficas de funciones. Una funcion/ solo puede tener un valor 
/(x) para cada x en su dominio, de manera que ninguna recta vertical puede intersecar mas 
de una vez la grafica de una funcion. De acuerdo con ello, un circulo no puede ser la gra¬ 
fica de una funcion, ya que al trazar una recta vertical esta intersecara al circulo dos veces 
(figura 1.28a). Si a esta en el dominio de una funcion/ la recta vertical x = a intersecara 
a la grafica de la funcion/en un solo punto (a, /(a)). 

El circulo de la figura 1.28a, sin embargo, contiene la grafica de dos funciones de x ; 
el semicirculo superior, definido por la funcion f(x) = V I — x 2 y el semicirculo infe¬ 
rior, definido por la funcion g(x) = —VI — x 2 (figuras 1.28b y 1.28c). 
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FIGURA 1.28 El circulo no es la grafica de una funcion, ya que no cumple la prueba de la recta vertical, (b) El semiclrculo superior es la grafica 
de la funcion /(x) = A/1 — x 2 . (c) El semicirculo inferior es la grafica de la funcion g(x) = — V 7 1 — x 2 . 


y 



FIGURA 1.29 La funcion valor 
absoluto tiene el dominio 
(—oo, oo ) y el rango [0, oo). 


y 



FIGURA 1.30 Paratrazarla 
grafica de la funcion y = f(x), 
ilustrada aqui, aplicamos 
diferentes formulas para distintas 
partes del dominio (ejemplo 5). 


Funciones definidas por partes 


En ocasiones, una funcion se describe usando distintas formulas en diferentes partes de su 
dominio. Un ejemplo de esto es la funcion valor absoluto 



x > 0 
x < 0, 


cuya grafica se da en la figura 1.29. A continuacion se ofrecen otros ejemplos. 


EJEMPLO 5 Trazar la grafica de la funcion definida por partes 
La funcion es 


fix) 


—x, x < 0 

x 2 , 0 s x s 1 

1, x > 1 


Esta definida para todo numero real, pero tiene valores dados por diferentes formulas, de- 
pendiendo de la posicion de x. Los valores de / estan dados por: y = — x cuando 
x < 0, y = x 2 cuando 0 < x < 1 y y = 1 cuando x > 1. Sin embargo, se trata de una 
sola funcion cuyo dominio es todo el conjunto de los numeros reales (figura 1.30). 


EJEMPLO 6 La funcion mayor entero 

La funcion cuyo valor en cualquier numero x es el mayor entero menor que o igual ax se 
llama funcion mayor entero, o funcion piso entero. Esta funcion se denota mediante [x J, 
o, en algunos libros, con [x] o [[x]] o intx. En la figura 1.31 se muestra la grafica. Obser¬ 
ve que 


L 2.4 J = 2, L1-9J = 1, L 0 J = 0, L-1-2J = -2, 

L 2 J =2, [ 0.2 J = 0, [ —0.3 J = —1 L —2 J = —2. 
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y 



FIGURA 1.32 La grafica de la 
funcion menor entero y = [ x 1 
esta sobre o por encima de la recta 
y = x, as! que proporciona un 
techo completo para x (ejemplo 7). 


y 


y=m 

(i, i) (2, i) 



FIGURA 1.33 El segmento de la 
izquierda contiene a (0, 0) pero no a 
(1, 1). El segmento de la derecha 
contiene ambos puntos extremos 
(ejemplo 8). 



FIGURA 1.31 La grafica de la 
funcion mayor entero y = [ x J esta 
sobre o por debajo de la recta 
y = x, de manera que ofrece un 
piso entero parax (ejemplo 6). 


EJEMPLO 7 La funcion menor entero 

La funcion cuyo valor en cualquier numero x es el menor entero mayor que o igual ax se 
llama funcion menor entero, o funcion techo entero. Esta funcion se denota mediante 
|"x] . La figura 1.32 muestra la grafica. Para valores positivos de x, esta funcion puede re- 
presentar, por ejemplo, el costo de utilizar x horas un lugar de estacionamiento, pagando 
$ 1 por cada hora o fraccion de hora. 

EJEMPLO 8 Encontrar formulas para funciones definidas por partes 

Encuentre una formula para la funcion y = fix), cuya grafica se ilustra en la figura 1.33 y 
consiste de dos segmentos de recta. 

Solucion Primero encontramos las formulas para los segmentos de (0, 0) a (1, 1) y (1, 0) 
a (2, 1) y luego unimos ambas partes, como en el ejemplo 5. 

Segmento de (0, 0) a (1, 1) La recta que pasa por (0, 0) y (1, 1) tiene pendiente 
m = (1 — 0)/(l — 0) = 1 y ordenada al origen b = 0. Su ecuacion punto-pendiente es 
y = x. El segmento que pasa por (0, 0) a (1, 1) que incluye el punto (0, 0) pero no el pun- 
to (1, 1) es la grafica de la funcion y = x restringida al intervalo semiabierto 0 < x < 1, 
es decir, 


y = x, 0 < x < 1. 

El segmento de (1, 0) a (2, 1) La recta que pasa por (1, 0) y (2, 1) tiene pendiente 
m = (1 — 0)/(2 — 1) = 1 y pasa por el punto (1, 0). La ecuacion punto pendiente co- 
rrespondiente a esta recta es 

y = 0 + l(x — 1), o y = x — 1. 


El segmento de (1, 0) a (2, 1), que incluye ambos extremos, es la grafica de y = x — 1, 
restringida al intervalo cerrado 1 Sj<2,es decir, 


y = x - 1, 1 < x < 2. 

La funcion por partes Al combinar las formulas para las dos partes de la grafica, obte- 
nemos 


fix) = 



1, 


0 < x < 1 
1 < x < 2. 
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EJERCICIOS 1.3 


Funciones 


En los ejercicios 1-6, encuentre el dominio y el rango de cada funcion. 

1. /(x) = 1 + x 2 2 . f(x) = 1 — Vx 


3. F(t) 


1 

Vt 


5. g(z) = V4 - z 1 


4 . F(t) 
6■ g(z) 


1 

i + Vt 

_1 

V4 - z 2 


De las graficas que se muestran en los ejercicios 7 y 8, determine cua- 
les de ellas corresponden a funciones de x asi como cuales de ellas no 
lo son. Justifique sus respuestas. 

7. a. y b. y 




8. a. y 



b. y 



9. Considere la funcion y — V(\/x) — 1 . 

a. puede ser negativa? 

b. <yc puede ser igual a 0? 

c. puede ser mayor que 1 ? 

d. ^Cual es el dominio de la funcion? 

10. Considere la funcion y = V2 — Vx. 

a. puede ser negativa? 

b. iVx puede ser mayor que 2? 

c. ^Cual es el dominio de la funcion? 

Determination de formulas para funciones 

11. Exprese el area y el perimetro de un triangulo equilatero como 
una funcion de la longitud x del lado del triangulo. 


12. Exprese la longitud del lado de un cuadrado como una funcion de 
la longitud d de su diagonal. Despues, exprese el area del cuadra¬ 
do como una funcion de la longitud de su diagonal. 

13. Exprese la longitud de la arista de un cubo como una funcion de 
la longitud d de su diagonal. Despues, exprese el area y el volu- 
men del cubo como una funcion de la longitud de su diagonal. 

14. Un punto P del primer cuadrante se ubica en la grafica de la fun¬ 
cion /(x) = Vx. Exprese las coordenadas de P como funcion de 
la pendiente de la recta que une P con el origen. 


Funciones y graficas 

Encuentre el dominio y grafique cada funcion de los ejercicios 15-20. 


15. /(x) = 5 - 2x 

16. /(x) = 1 — 2x — x 2 

17. g(x) = Vfcj 

18. g(x) = V-x 

19. F(t) = t/\t\ 

20. G{t) = 1/| t\ 

21. Trace la grafica de las siguientes ecuaciones, y explique por que 


no son las graficas de funciones de x. 

a. |y| = x b. y 2 = x 2 

22. Trace la grafica de las siguientes ecuaciones, y explique por que 
no son las graficas de funciones de x. 

a. |x| + \y\ = 1 b. |x + y\ = 1 


Funciones definidas por partes 

Trace la grafica de las funciones de los ejercicios 23-26. 


23. /(x) = 


24. g(x) = 


25. F(x) = 

26. G(x) = 


\x, 

0 < x < 1 

[2 - x, 

1 < x < 2 

/l - X, 

0 < x < 1 

\2 - X, 

1 < x £ 2 

f3 - x, 

x < 1 

l2x, 

X > 1 

| !/*> 

x < 0 

lx, 

0 < x 


27. Encuentre una formula para cada funcion graficada. 
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28. a. y b. 



(-2,-1) (1,-1) (3,-1) 



(T, 1) 


1 

/ 



/' A 

?— 9 

ill' 



T T 3i T 2i T 


/ \ x A 

- 1-4 1-4 

0 

T T 



2 


31. a. Grafique juntas, en el mismo sistema de coordenadas (o piano 

cartesiano), las funciones /(x) = x/ 2 y g(x ) = 1 + (4/x) e 
identifique los valores de x para los cuales se cumple que 

* > 1 + 4 

2 x 

b. Confirme algebraicamente que sus valores encontrados para x 
cumplen con el inciso (a). 

32. a. Grafique juntas, en el mismo sistema de coordenadas, las fun¬ 

ciones /(x) = 3/(x — 1) y g(x) = 2/(x + 1) e identifique 
los valores de x para los cuales se cumple que 

x — 1 x + 1 

b. Confirme algebraicamente que sus valores encontrados para x 
cumplen con el inciso (a). 

Las funciones mayor y menor entero 

33. (,Para que valores de x? 

a. [xj = 0? b. M = 0? 

34. (,Que numeros reales x satisfacen la ecuacion [ x J = [ x ] ? 

35. i r — x 1 = — [xj para toda x real? Justifique su respuesta. 

36. ^Para que valores de x? 



^,Por que a /(x) se le denomina parte entera de x? 


Teoria y ejemplos 

37. Se construye una caja sin tapa con una pieza rectangular de carton 
que mide 14 por 22 pulgadas, cortando en cada esquina cuadra- 
dos del mismo tamano de lado x, y doblando despues los cuatro 
extremos hacia arriba, como se ilustra en la figura. Exprese el vo- 
lumen V que admite la caja, o capacidad de la caja, como una fun- 
cion de x. 


22 



_|* 

~ Jt 1 
x l 


X 

X~\ 

14 

X 

X 


1 x 
l x 

x \ 



38. En la siguiente figura se muestra un rectangulo inscrito en un 
triangulo rectangulo isosceles cuya hipotenusa mide 2 unidades 
de largo. 

a. Exprese la coordenaday del punto P en terminos de x. (Podrla 
empezar por escribir una ecuacion para la recta AB). 

b. Exprese el area del rectangulo en terminos de x. 


y 



39. Problema acerca de un cono Comience este ejercicio con una 
pieza circular de papel con un radio de 4 pulgadas, como se mues¬ 
tra en la figura de la parte (a). Corte un sector con una longitud de 
arco x. Junte las dos aristas de la parte restante para formar la su- 
perficie de un cono con radio r y altura h, como se ilustra en la 
parte (b) de la figura. 




a. Explique por que la circunferencia de la base del cono es 
Stt — x. 

b. Exprese el radio r como una funcion de x. 

c. Exprese la altura h como una funcion de x. 

d. Exprese el volumen V del cono como una funcion de x. 
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40. Costo industrial La compania Dayton Power and Light tiene 
una planta electrica en el rio Miami, en un sector donde el torrente 
tiene un ancho de 800 pies. Tender un nuevo cable de la planta 
hasta un lugar de la ciudad que se encuentra a 2 millas rio abajo 
en el lado opuesto cuesta $180 por pie a traves del rio y $100 por 
pie en tierra. 



2 millas - 


>1 


Dayton 


800 pies 


Planta electrica 

(No esta a escala) 


a. Supongamos que el cable va de la planta a un punto Q en el 
lado opuesto del rio, lugar que se ubica a x pies del punto P 


directamente opuesto a la planta. Escriba una funcion C(x) 
para determinar cuanto costaria tender el cable en terminos de 
la distancia x. 

b. Genere una tabla de valores para determinar si la posicion del 
punto Q menos costosa esta a menos de 2000 pies o a mas de 
2000 pies del punto P. 

41. Una curva es simetrica con respecto a! eje x, si cada vez que el 
punto ( x , y) esta sobre la curva el punto ( x , —y) tambien lo esta y 
viceversa. Explique por que una curva simetrica con respecto al 
eje x no es la grafica de una funcion, a menos que esta ultima sea 

y = o. 

42. Un truco de magia Quizas haya oido hablar acerca de este tru- 
co de magia: piense en un numero cualquiera; luego sumele 5 y 
duplique el resultado; reste 6 y divida el resultado entre 2; por ul¬ 
timo, reste 2. Al terminar, se dice la respuesta y el mago adivina 
el numero con el que se empezo. Elija un numero e intentelo. 

Para comprender cual es el truco, deje que x sea el numero 
original y siga los pasos para hacer una formula, respecto de x fix) 
y encontrar el numero con el que se concluye. 



Identification de funciones: modelos matematicos 


En el calculo existen diversos tipos de funciones. A continuacion las identificaremos y ha- 
remos un breve resumen de cada una de ellas. 

Funciones lineales Las funciones de la forma f(x) = mx + b, para constantes m y b, 
reciben el nombre de funciones lineales. En la figura 1.34 se muestra un conjunto de rec- 
tas f(x) = mx donde b = 0, de manera que estas rectas pasan por el origen. Las funcio¬ 
nes constantes se presentan cuando la pendiente m = 0 (figura 1.35). 


.r 



FIGURA 1.34 El grupo de rectas y = mx 
tiene pendiente m y todas las rectas pasan 
por el origen. 


y 


2 

- H 

I 

1 1 1 

i i 1 > 

0 

1 2 


FIGURA 1.35 Una funcion 
constante tiene pendiente m = 0. 
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Funciones de potencias Las funciones /( x ) — x “ • donde a es una constante, se Hainan 
funciones de potencia. Dentro de esta categoria hay varios casos importantes a considerar. 

(a) a = n, un entero positivo. 

En la figura 1.36 se muestran las graficas de /(x) = x", para n = 1,2, 3, 4, 5. Estas fun¬ 
ciones estan definidas para todos los valores reales de x. Observe que, a medida que au- 
menta la potencia n, las curvas tienden a ensancharse hacia el eje x en el intervalo (— 1 , 1 ), 
y tambien que se elevan con una inclination mayor para |x| > 1. Cada curva pasa por el 
punto ( 1 , 1 ) y por el origen. 



FIGURA 1.36 Graficas de f(x) = x", n = 1, 2, 3, 4, 5 definidas para — oo < x < oo . 


(b) a = — 1 o a = — 2 . 

En la figura 1.37 se muestran las graficas de las funciones /(x) = x _1 = 1/x y g(x) = 
xT 2 = 1/x 2 . Ambas funciones estan definidas para todo x A 0 (en ningun caso es posible 
dividir entre cero). La grafica de y = 1/x es la hiperbola xy = 1 que se aproxima a los 
ejes coordenados lejos del origen. La grafica de y = 1/x 2 tambien se aproxima a los ejes 
coordenados. 




FIGURA 1.37 Graficas de las funciones de potencia /(x) = x a 
para el inciso (a) a = — 1 y para el inciso (b) a = — 2 . 


, , 113 2 

(c) a = 2 ’ 3 "’ 2 y 3 ' 

Las funciones /(x) = x 1 / 2 = Vx y g(x) = x 1 / 3 = \/x son las funciones raiz cuadra- 
da y raiz cubica. respectivamente. El dominio de la funcion raiz cuadrada es [0, oo), 
pero la funcion raiz cubica esta definida para todo x real. En la figura 1.38 se muestran 
sus graficas, junto con las graficas de y = x 3 ^ 2 y y = x 2 ^ 3 . (Recuerde que x 3//2 = (x ^ 2 ) 3 
yx 2 / 3 = (x 1 / 3 ) 2 ). 
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(a) 




FIGURA 1.38 


Graficas de funciones de potencia f(x) = x a para a = 


| | 3 2 

2’ 3’ 2 ,y 3 ' 


PoLinomios Una funcion p es un polinomio o funcion polinomial si 

p(x) = a„x n + a„- ix" _1 + ••• + a\x 4- «o 

En donde n es un entero no negativo y los numeros ao, a \, .. ■, a n son constantes reales 

(llamados coeficientes del polinomio). Todas las funciones polinomiales tienen como do- 
minio ( — oo, oo) . Si el coeficiente del termino dominante es a„ ^ 0 y n > 0, entonces n 
es el grado del polinomio. Las funciones lineales con m ^ 0 son polinomios de grado 1. 
Usualmente los polinomios de grado 2 se escriben como p(x) = ax 2 + bx 4- c, y se 11a- 
man funciones cuadraticas. De manera similar, las funciones ciibicas son polinomios 
p(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d de grado 3. En la figura 1.39 se muestran las graficas de tres 
funciones polinomiales. En el capitulo 4 aprenderemos a graficar funciones polinomiales. 



FIGURA 1.39 Graficas de tres funciones polinomiales. 
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Funciones racionales Una funcion racional es un cociente o razon de dos polinomios 
de la forma: 


fix) 


pjx) 

q(x) 


en donde p y q son polinomios. El dominio de una funcion racional es el conjunto de todos 
los numeros reales x para los que qix) 0. Por ejemplo, 


fix) 


lx 2 - 3 
lx + 4 


es una funcion racional con el dominio {x\ x —4/7} . Su grafica se muestra en la figu- 
ra 1.40a, junto con las de otras dos funciones racionales (1.40b y 1.40c). 



FIGURA 1.40 Graficas de tres funciones racionales. 


Funciones algebraicas Una funcion algebraica es la que se construye a partir de po¬ 
linomios usando operaciones algebraicas (suma, resta, multiplicacion, division y con 
raices). Las funciones racionales son casos especiales de las funciones algebraicas. En la 
figura 1.41 se muestran tres graficas de funciones algebraicas. 

Funciones trigonometricas En la seccion 1.6 repasaremos las funciones trigonometri- 
cas. En la figura 1.42 se muestran las graficas de las funciones seno y coseno. 

Funciones exponenciales Las funciones de la forma fix) = a x , donde la base a > 0 es 
una constante positiva y fl ^ 1 > se llaman funciones exponenciales. Todas las funciones 
exponenciales tienen dominio ( — oo, oo) y rango (0, oo). Asi, una funcion exponencial 
nunca vale cero. En la figura 1.43 se muestran las graficas de algunas funciones exponen¬ 
ciales; su estudio desde el punto de vista del calculo se abordara en el capitulo 7. 

Funciones logaritmicas Son las funciones fix) = log a x, donde la base a ^ 1 es una 
constante positiva. Se trata de las funciones inversas de las funciones exponenciales, y su 
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FIGURA 1.41 Graficas de tres funciones algebraicas. 




FIGURA 1.42 Graficas de las funciones seno y coseno. 


y y 




FIGURA 1.43 Graficas de funciones exponenciales. 


estudio se abordara en el capltulo 7. En la figura 1.44 se muestran las graficas de cuatro 
funciones logarltmicas con distintas bases. En cada caso el dominio es (0, oo) y el rango 
es (-oo, oo). 

Funciones trascendentes Son funciones no algebraicas. Entre ellas estan las funciones 
trigonometricas, las inversas trigonometricas, las exponenciales, las logarltmicas y muchas 
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y y = log 2 x 



FIGURA 1.44 Graficas de cuatro 
funciones logaritmicas. 


y 



FIGURA 1.45 Grafica de una catenaria 
(del latin catena, que significa “cadena”) 
o cable colgante. 


otras (tales como las funciones hiperbolicas que analizaremos en el capitulo 7). Un ejem- 
plo de una funcion trascendente es la catenaria. Su grafica toma la forma de un cable, co¬ 
mo el del telefono o el televisor, cuyos extremos estan sujetos por dos soportes, y que 
cuelga libremente por su propio peso (figura 1.45). 

EJEMPLO 1 Identificar el tipo de funcion 

De acuerdo con la description de la seccion precedente, identifique a que tipo pertenece 
cada una de las funciones dadas a continuation. Tenga en cuenta que algunas funciones 
pueden pertenecer a mas de una categoria. Por ejemplo, /(x) = x 2 es, al mismo tiempo, 
una funcion potencia y una funcion polinomial de segundo grado. 

(a) fix) = 1 + x - ^x 5 (b) g(x) = T (c) h(z) = z 7 

(d) yit) = sen (t - jj 


Solution 

(a) /(x) = 1 + x — ^x 5 es una funcion polinomial de grado 5. 

(b) g(x) = T es una funcion exponencial de base 7. Observe que la variable x es el ex- 
ponente. 

(c) h(z) = z 7 es una funcion potencia. (La variable z es la base). 

(d) yit) = senu — es una funcion trigonometrica. 


Funciones crecientes y decrecientes 

Si la grafica de una funcion sube o se eleva conforme nos movemos de izquierda a derecha 
(por el eje x), decimos que la funcion es creciente ; si desciende o baja a medida que nos 
movemos de izquierda a derecha, decimos que es decreciente. En la seccion 4.3 se dan las 
definiciones formales de funciones crecientes y funciones decrecientes, y se explica como 
encontrar los intervalos en los que una funcion es creciente y en los que es decreciente. 
Los siguientes son ejemplos que se ilustran en las figuras 1.36, 1.37 y 1.38. 


Funcion 

Donde crece 

Donde decrece 

y = x 2 

0 < x < oo 

-oo < x < 0 

y = x 3 

— 00 < X < oo 

Ningun punto 

y= V* 

Ningun punto 

— oo<x<OyO<x<oo 

y = 1A 2 

-oo < x < 0 

0 < x < oo 

y = Vx 

0 < x < oo 

Ningun punto 

y = x 2 / 3 

0 < x < oo 

-oo < x < 0 


Funciones pares y funciones impares: simetria 

Las graficas de funciones pares e impares se caracterizan por sus propiedades de simetria. 
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DEFINICIONES Funcion par, funcion impar 

Una funcion y = /(x) es una 

funcion par de x si /(—x) = f(x), 
funcion impar de x si /(—jt) = —fix), 

para toda x en el dominio de la funcion. 


y 




(b) 


Los nombres de par e impar para las funciones se deben a las potencias de x. Si y es 
una potencia par de x como en y = x 2 o y = x 4 , constituye una funcion par de x (ya que 
(— x) 2 = x 2 y (— x) 4 = x 4 ). Si y es una potencia impar de x, como en v = xo_v = x 3 ,re- 
presenta una funcion impar dex (ya que (—x) 1 = —xy(—x) 3 = —x 3 ). 

La grafica de una funcion par es simetrica respecto al eje J. Como /(—x) = /(x), 
un punto (x, y) esta sobre la grafica si y solo si el punto (—x, v) tambien lo esta (figura 
1.46a). Una reflexion sobre del ejey deja la grafica igual. 

La grafica de una funcion impar es simetrica respecto al origen. Como 
/(—x) = —/(x), un punto (x, y) esta sobre la grafica si y solo si el punto (— x, —y) tam¬ 
bien lo esta (figura 1.46b). De manera equivalente, una grafica es simetrica respecto al 
origen si una rotacion de 180° alrededor del mismo deja la grafica igual. Observe que las 
definiciones implican que tanto —x deben estar en el dominio de f. 

EJEMPLO 2 Reconocer funciones pares e impares 

/(x) = x 2 Funcion par: (—x) 2 = x 2 para todo x; es simetria respecto al ej ey 

/(x) = x 2 + 1 Funcion par: (—x) 2 + 1 = x 2 + 1 para todo x; es simetria respec¬ 
to al ejey (figura 1.47a). 

/(x) = x Funcion impar: (—x) = — x para todo x; es simetria respecto al 

origen 


FIGURA 1.46 En la parte (a), la grafica 
de v = x 2 (una funcion par) es simetrica 
respecto del eje y. En la parte (b), la 
grafica de y = x 3 (una funcion impar) es 
simetrica respecto del origen. 


y 



y 



FIGURA 1.47 (a) Cuando sumamos el termino constante 1 a la 

funcion y = x 2 , la funcion resultante y = x 2 + 1 sigue siendo par 
y su grafica sigue siendo simetrica respecto del ejey (b) Cuando 
sumamos el termino constante 1 a la funcion y = x, la funcion 
resultante y = x + 1 ya no es impar. La simetria respecto del origen 
se pierde (ejemplo 2). 
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/(x) = X + 1 


No es impar: /(—x) = —x + 1, pero —/(x) 
son diferentes. 

No es par: (—x) + 1 A x + 1 para toda x A 
Ninguna de las dos. 


= —x — 1. Las dos 
0 (figura 1.47b). 


Modelos matematicos 

Para ayudarnos a entender mejor nuestro mundo, es frecuente que recurramos a descrip- 
ciones matematicas de fenomenos particulares, por ejemplo, utilizando una funcion o una 
ecuacion. Tales descripciones son llamados modelos matematicos que constituyen una 
idealization de los fenomenos del mundo real, y rara vez son representaciones completa- 
mente exactas. A pesar de que todos los modelos tienen limitaciones, uno bueno puede 
proveer valiosos resultados y conclusiones, tal como se ilustra en la figura 1.48. 



FIGURA 1.48 Flujo del proceso de modelado, 
empezando con un analisis de los datos del 
mundo real. 

Casi todos los modelos simplifican la realidad, y solo son capaces de imitar el com- 
portamiento del mundo real de forma aproximada. Una relacion que permite este tipo de 
simplification es la proporcionalidad. 


DEFINICION Proporcionalidad 

Dos variables y y x son proporcionales (una respecto a la otra) si una siempre es 
una constante multiplicada por la otra; es decir, si 

y = kx 

para alguna constante k distinta de cero. 


La definicion anterior implica que la grafica de v contra x es de una recta que pasa por 
el origen. Esta observation grafica es util para probar si una coleccion de datos determina- 
da da por resultado una relacion razonable de proporcionalidad. Si una proporcionalidad 
es razonable, la graficacion de una variable contra la otra debe aproximarse a una recta 
que pasa por el origen. 

EJEMPLO 3 La Tercera Ley de Kepler 

La Tercera Ley de Kepler es una famosa proporcionalidad, postulada por el astronomo ale- 
man Johannes Kepler a principios del siglo XVII. Si T es el periodo, en dias, que transcu- 
rre para que un planeta describa una orbita completa alrededor del Sol, y R es la distancia 
media entre el planeta y el Sol, de acuerdo con Kepler T es proporcional a R elevado a la 
potencia 3/2. Esto es, para alguna constante k, 

T = kR 3/2 . 
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Comparemos la ley de Kepler con los datos de la tabla 1.3, tornados de un almanaque 
mundial publicado en 1993. 


TABLA 1.3 

Periodos orbitales y distancias medias 
de los planetas al Sol 


T 

R Distancia media 

Planeta 

Periodo (dias) 

(miles de millones) 

Mercurio 

88.0 

36 

Venus 

224.7 

67.25 

Tierra 

365.3 

93 

Marte 

687.0 

141.75 

Jupiter 

4,331.8 

483.80 

Saturno 

10,760.0 

887.97 

Urano 

30,684.0 

1,764.50 

Neptuno 

60,188.3 

2,791.05 

Pluton 

90,466.8 

3,653.90 


El principio grafico de este ejemplo puede ser nuevo para usted. Para trazar la grafica 
de T contra R 2 primero calculamos el valor de R 22 para cada valor de la tabla 1.3. Por 
ejemplo, 3653.90 3 / 2 ~ 220,869.1 y 36 3 ' /2 = 216. El eje horizontal representa R 2/2 (no los 
valores de R) y graficamos los pares ordenados (7? 3 ^ 2 , T) en el piano cartesiano como se 
muestra en la figura 1.49. La graficacion de los pares ordenados, o diagrama de disper¬ 
sion, nos da una representation grafica del periodo contra la distancia media elevada a la 
potencia 3/2. Observe que el diagrama de dispersion ilustrado en la figura esta, aproximada- 
mente, a lo largo de la recta que pasa por el origen. Tomando dos puntos que esten en dicha 
recta podemos estimar con facilidad la pendiente, que es la constante de proporcionalidad 
(en dias por millas X10 4 ). 

90, 466.8 - 88 

k = pendiente = 220 869 q _ 216 *0.410 

Estimamos que el modelo de la Tercera Ley de Kepler es T = 0.41 OR 222 (el resultado de- 
pende de las unidades que decidamos utilizar). Es preciso que seamos cautos y puntualice- 
mos que esta no es una prueba de la Tercera Ley de Kepler. No podemos probar o verificar 


90,000 


60,000 


30,000 


o 


0 80,000 160,000 240,000 

(Millas X 10 4 ) 


FIGURA 1.49 Grafica de la tercera ley de Kepler como 
una proporcionalidad: T = 0.4102? 3 / 2 (ejemplo 3). 
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un teorema a partir de solo unos cuantos ejemplos. Sin embargo, la figura 1.49 sugiere que 
la Tercera Ley de Kepler es razonable. 

El concepto de proporcionalidad es una manera de verificar que tan razonable es la 
relation que se ha supuesto entre dos variables, como en el ejemplo 3. Tambien puede dar- 
nos la base para construir Integramente un modelo empirico a partir de una tabla de datos 
recopilados, para el modelo. 


EJERCICIOS 1.4 


Reconocimiento de funciones 

En los ejercicios 1-4, identifique de que tipo de funcion se trata en 
cada caso: constante, lineal, de potencia, polinomial (establezca el 
grado), racional, algebraica, trigonometrica, exponencial o logarltmi- 
ca. Recuerde que algunas funciones pueden corresponder a mas de 
una categoria. 


1. a. /(x) = 7 — 3x 


c. h(x) = 


x 2 - 1 


x 2 + 1 

2. a. F(t) = t 4 - t 
c. H(z) = Vz 3 + 1 


3. a. y = 


3 + 2x 


x — 1 
c. y = tan 7 tx 

4 . a. y = logs ^y 

c. g(x) = 2 'A 


b. g(x) = yx 
d. r(x) = 8 r 


b. G(l) = 5' 
d. r{z) = y? 

b. v = x 5 ^ 2 — 2x + 1 
d. y = log 7 x 



En los ejercicios 5 y 6, relacione cada funcion con su grafica. No utilice 
calculadora graficadora ni computadora, y justifique sus respuestas. 

5. a. y = x 4 b. y = x 1 c. y = x 10 


y 



6. a. y = 5x b . y = 5 X c. y = x 5 



Funciones crecientes y decrecientes 

Trace las graficas de las funciones de los ejercicios 7-18. iQue sime- 
trias (si las hay) tienen las graficas? Especifique los intervalos en don- 
de la funcion es creciente y los intervalos donde es decreciente. 


7. y = —x 3 8. y = K 

X 


9. 

y = 

_ 1 

X 

10. 

y = 

M 

11. 

y - 

= Vm 

12. 

y = 

\/—X 

13. 

y = 

= x 3 /8 

14. 

y = 

-4Vx 

15. 

y = 

= -x 3 / 2 

16. 

y = 

(-x) 3 / 2 

17. 

y = 

= 

18. 

y = 

-x 2 / 3 


Funciones pares e impares 

En los ejercicios 19-30, determine si la funcion es par, impar o ningu- 
na de las dos. Justifique sus respuestas usando la definition. 


20. /(x) = x 5 


19. /(x) = 3 

21. /(x) = x 2 + 1 
23. g(x) = x 3 + x 


22. /(x) = x 2 + x 
24. g{x) = x 4 + 3x 2 — 1 
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25. g{x) = 1 26. g(x) = X 

x — 1 x — 1 

27 - A(0=—ry 28. a(0 = I/ 3 | 

29. = 2? + 1 30. h(t) = 2\t\+ 1 

Proporcionalidad 

En los ejercicios 31 y 32, evalue si el conjunto de datos dados satisfa- 
cen razonablemente la suposicion de proporcionalidad seiialada. Trace 
un diagrama de dispersion apropiado para su investigation y, si la hi- 
potesis de proporcionalidad parece razonable, estime la constante de 
proporcionalidad. 

31. a. y es proporcional respecto a x 


y 

l 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

X 

5.9 

12.1 

17.9 

23.9 

29.9 

36.2 

41.8 

48.2 


b. y es proporcional respecto a x 


y 

3.5 

5 

6 

7 

8 

X 

3 

6 

9 

12 

15 


32. a. y es proporcional respecto a 3* 


y 

5 

15 

45 

135 

405 

1215 

3645 

10,935 

X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 


b. y es proporcional respecto a x 


y 

2 

4.8 

5.3 

6.5 

8.0 

10.5 

14.4 

15.0 

X 

2.0 

5.0 

6.0 

9.0 

14.0 

35.0 

120.0 

150.0 


33. La siguiente tabla muestra la distancia recorrida por un automovil 
durante el tiempo que pasa entre la reaccion del conductor y el 
uso de los frenos (distancia de reaccion), y la distancia que reco- 
rre el auto entre el uso de los frenos y el frenado completo (dis¬ 
tancia de frenado). Las distancias (en pies) dependen de la veloci- 
dad a la que este circulando el auto (en millas por hora). 
Determine si las siguientes suposiciones de proporcionalidad son 
razonables, y estime las constantes de proporcionalidad. 

a. la distancia de reaccion es proporcional a la velocidad. 

b. la distancia de frenado es proporcional al cuadrado de la velocidad. 

34. En octubre de 2002 los astronomos descubrieron, mas alia de 
Neptuno, un pequeno planeta congelado y rocoso al que llamaron 


tentativamente “Quaoar”. El planeta “nuevo” esta aproximada- 
mente a 4000 millones de millas de la Tierra, en el extremo del 
sistema solar conocido como Cinturon de Kuiper. Usando la Ter- 
cera Ley de Kepler, estime el tiempo T que requiere Quaoar para 
describir una orbita completa alrededor del Sol. 

35. Alargamiento de un resorte Es necesario crear un modelo pa¬ 
ra determinar la respuesta de un resorte con diferentes cargas, con 
el proposito de diseiiar un vehiculo que responda apropiadamente 
a las condiciones de un camino, sin importar que se trate de un 
camion de volteo, un vehiculo utilitario o un auto de lujo. Se rea- 
lizo un experimento para medir el estiramiento y de un resorte, en 
pulgadas, como una funcion del numero x de unidades de masa 
colocadas como carga en el. 


x (num. de uni¬ 
dades de masa) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

y (alargamiento 
en pulgadas) 

0 

0.875 

1.721 

2.641 

3.531 

4.391 


x (num. de uni¬ 
dades de masa) 

6 

7 

8 

9 

10 

y (alargamiento 
en pulgadas) 

5.241 

6.120 

6.992 

7.869 

8.741 


a. Trace un diagrama de dispersion a partir de los datos, para 
comprobar que tan razonable es la hipotesis de que el estira¬ 
miento y es proporcional respecto a la masa x. 

b. Estime la constante de proporcionalidad mediante la grafica 
que obtuvo en el inciso (a). 

c. Prediga el estiramiento del resorte con una carga de 13 unida¬ 
des de masa. 

36. Pinos de La Ponderosa En la tabla siguiente, x representa la 
cincha (circunferencia), medida en pulgadas (in.), que tiene un pi- 
no a una altura determinada, y y representa el numero de pies de 
tabla (pt) de la madera que se obtiene de el finalmente. 


x (pulg.) 

17 

19 

20 

23 

25 

28 

32 

38 

39 

41 

v (pt) 

19 

25 

32 

57 

71 

113 

123 

252 

259 

294 


Formule y compruebe estos dos modelos: que el numero de pies 
de tabla utilizables es proporcional (a) al cuadrado de la cincha, y 
(b) al cubo de la cincha. ^Cual de estos modelos ofrece una “ex¬ 
plication” mas apropiada que el otro? 


Rapidez (mph) 

20 

25 

30 

35 

40 

45 

50 

55 

60 

65 

70 

75 

80 

Distancia de 














reaccion (pies) 

22 

28 

33 

39 

44 

50 

55 

61 

66 

72 

77 

83 

88 

Distancia de 














frenado (pies) 

20 

28 

41 

53 

72 

93 

118 

149 

182 

221 

266 

318 

376 


Combination de funciones; traslaciones y cambio de escala en graficas 



En esta section se analizaran las principales metodos para combinar funciones y transfor- 
marlas en nuevas funciones. 
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Sumas, restas, productos y cocientes 

Como los numeros, las funciones reales pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse 
(excepto cuando el denominador es cero) para obtener nuevas funciones. Si/y g son fun¬ 
ciones reales, definidas para toda x que pertenezca al dominio tanto de/como de g (esto es, 
para x e Dif) D D(g)), definimos las funciones / + g, f — g,y fg mediante las formulas 

(/ + g)M = fix) + g(x). 
if ~ g)i x ) = fix) - gix). 
ifg)ix) = fix) gix). 

Observe que el signo + en el lado izquierdo de la primera funcion representa la operacion 
de suma d e funciones, mientras que el signo + en el lado derecho de la misma significa la 
suma de los numeros reales fix) y g(x). 

Para cualquier punto de Dif) H Dig) en el que g(x) ^ 0, tambien podemos definir la 
funcion f/g mediante la formula 

(l)( x ) = (dondeg(x) + 0). 

Las funciones tambien pueden multiplicarse por constantes: si c es un numero real, la 
funcion cf esta definida para toda x real en el dominio de/mediante 

(c/)(x) = cfix). 

EJEMPLO 1 Combinacion de funciones algebraicamente 
Las funciones definidas por las formulas 

fix) = Vx y gix) = Vl - x, 

tienen los dominios Dif) = [0, oo) y Dig) = ( — oo, 1], Los puntos comunes de estos 
dominios son 

[0, 00) n (-00, 1] = [0,1]. 

La tabla siguiente resume las formulas y dominios para diversas combinaciones algebrai- 
cas de las dos funciones. Tambien escribimos / • g para la funcion producto fg. 


Funcion 

Formula 

Dominio 

/ + g 

if + g)00 = Vx + Vi - x 

[0, 1] = 

Dif) n Dig) 

f ~ g 

if - g)ix) = Vx - Vl - X 

[0,1] 


g ~ f 

(g - f)ix) = Vl - x - Vx 

[0,1] 


f'g 

(/•g)M = fix)gix) = Vx( 1 - x) 

[0,1] 


f/g 

f , fix) 1 X 

g W gix) Vl - * 

[0, 1) (x 

= 1 excluido) 

g/f 

/ 1-x 

/ W fix) V x 

(0, 1](x 

■ 

= 0 excluido) 


La grafica de la funcion / + g se obtiene a partir de las graficas defy g, sumando las 
coordenadas y correspondientes de fix) y g(x) para cada punto x e Dif) Pi Dig ), como en 
la figura 1.50. En la figura 1.51 se muestran las graficas de / + gy/'ga partir del ejem- 
plo 1. 
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FIGURA 1.50 Suma grafica de dos 
funciones. 



FIGURA 1.51 El dominio de la funcion / + g es la 
intersection de los dominios de / y g, el intervalo [0, 
1] en el eje x, donde estos dominios se traslapan. El 
intervalo tambien es el dominio de la funcion / • g 
(ejemplo 1). 


Composicion de funciones 

La composicion es otra manera de combinar funciones. 


DEFINICION Composicion de funciones 

Dadas fy g dos funciones, composicion f ° g (‘f composicion g”) esta definida 
por 

(/ ° g)M = f(g(x)). 

El dominio de / ° g consiste en los numeros x del dominio de g para los que g(x) 
esta definida en el dominio de f. 


La definicion afirma que / ° g puede formarse cuando el rango de g esta en el domi¬ 
nio de f. Para encontrar (/ ° g)(x), primero determinamos g(x) y luego encontramos 
/(g(x)). En la figura 1.52 se ilustra / 0 g acomo un diagrama de maquina, y en la figura 
1.53 se muestra la composicion como un diagrama de flechas. 


X - *■ g —g(xr) — f(g(x)) 

FIGURA 1.52 Dos funciones pueden componerse 
en x siempre que el valor de una funcion en x este 
en el dominio de la otra. La composicion se denota 
mediante / ° g. 


f°g 



ftg(x)) 


FIGURA 1.53 Diagrama de flechas para / ° g. 
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EJEMPLO 2 Mostrar una funcion como una composicion de funciones 

La funcion y = V 1 — x 2 puede pensarse como un procedimiento en donde primero se 
calcula 1 — x 2 y despues se saca la raiz cuadrada del resultado. La funcion y es la compo¬ 
sicion de la funcion g(x) = 1 — x 2 y la funcion fix) = Vx. Observe que 1 — x 2 no 
puede ser negativo (el interior de la ralz). El dominio de la composicion es [— 1, 1]. 

Para evaluar la composicion g ° / (cuando este definida) invertimos el orden, encon- 
trando primero fix) y despues g(/(x)). El dominio de g ° / es el conjunto de numeros x en 
el dominio d ef(x), tales que esta en el dominio de g. 

Por lo general, las funciones / ° g y g ° f son bastante distintas. 

EJEMPLO 3 Determinar las siguientes composiciones 

Dadas las funciones/(x) = Vxyg(x) = x + l,encuentre 

(a) (/ 0 g)(x) (b) (g ° /)(x) (c) (/ o f)( x ) (d) (g o g)(x). 


Solucion 

Composicion Dominio 

(a) (/ 0 g)(x) = /(g(x)) = Vg(x) = Vx + 1 [-1, oo) 

(b) (g 0 /)(x) = g(/(x)) = fix) + 1 = Vx + 1 [0, oo) 

(c) (/ o /)(*) = fifix)) = Vfix) = VVx = x 1 / 4 [0, 00 ) 


(d) ig 0 g)(x) = g(g(x)) = g(x) + 1 = (x + 1) + l=x + 2 (-oo, oo) 

Para comprender por que el dominio de / 0 g es [ — 1, oo), observe que g (x) = x + 1 es¬ 
ta definida para todo numero real x, pero pertenece al dominio de / solamente si 
x + 1 & 0, por estar dentro de la raiz x a — 1. 

Observe que si fix) = x 2 y g(x) = Vx, entonces (/ 0 g)(x) = (Vx) 2 = x. Sin 
embargo, el dominio de / 0 g es [0, oo), y no ( — oo, oo). 

Traslacion de la grafica de una funcion 

Para trasladar hacia arriba la grafica de una funcion y = fix) se suma una constante posi- 
tiva al lado derecho de la formula y = fix). 

Para trasladar hacia abajo la grafica de una funcion y = fix) se suma una constante 
negativa al lado derecho de la formula v = fix). 

Para trasladar hacia la izquierda la grafica de y = fix) se suma una constante positi- 
va a x. Para trasladar hacia la derecha la grafica de y = fix) se suma una constante nega¬ 
tiva a x. 


Reglas de traduccion 

Traslaciones verticales 

y = fix) + k Desplaza hacia arriba la grafica defk unidades si k > 0 

La desplaza hacia abajo \ k\ unidades si k < 0 

Traslaciones horizontales 

y = fix + h) Desplaza hacia la izquierda la grafica def h unidades 

si h > 0 

La desplaza hacia la derecha \ h \ unidades si h < 0 
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FIGURA 1.54 Para desplazar la 
grafica de /(x) = x 2 hacia arriba 
(o hacia abajo), sumamos a la 
formula de /constantes positivas (o 
negativas) (ejemplos 4a y 4b). 


EJEMPLO 4 Trasladar una grafica 

(a) Si sumamos 1 en el lado derecho de la formula y = x 2 para obtener y = x 2 + 1, la 
grafica se traslada 1 unidad hacia arriba (figura 1.54). 

(b) Si sumamos -2 en el lado derecho de la formula v = x 2 para obtener y = x 2 — 2 , la 
grafica se traslada 2 unidades hacia abajo, la grafica no se voltea (figura 1.54). 

(c) Si sumamos 3 a x en y = x 2 para obtener y = (x + 3) 2 , la grafica se traslada 3 uni¬ 
dades hacia la izquierda (figura 1.55). 

(d) Si sumamos -2 a x en y = |x|, y despues sumamos -1 al resultado, obtenemos 
y = | x — 21 — 1 y la grafica se desplaza 2 unidades hacia la derecha y 1 unidad ha¬ 
cia abajo (figura 1.56). 


Sumar una constante Sumar una constante 



FIGURA 1.55 Para desplazar la grafica de y = x 1 
hacia la izquierda, sumamos una constante positiva 
a x. Para desplazar la grafica hacia la derecha, 
sumamos una constante negativa a x. 



FIGURA 1.56 Desplazamiento de la 
grafica de y = |x| 2 2 unidades hacia la 
derecha y 1 unidad hacia abajo 
(ejemplo 4d). 


Cambio de tamano y reflexion de la grafica de una funcion 

Cambiar el tamano de la grafica de una funcion y = /(x) significa estirar la grafica o 
comprimirla, ya sea vertical u horizontalmente. Esto se logra multiplicando la funcion/o 
la variable independiente x por una constante apropiada c. Las reflexiones a traves de los 
ejes coordenados son casos especiales cuando c = — 1. 


Formulas para cambio de tamano vertical u horizontal, y para reflexion 

Parac > 1, 

y = cf(x) 

Dilata o estira verticalmente la grafica de/por un factor de c. 

y = if(x) 

Comprime verticalmente la grafica de/por un factor de c. 

y = f(cx) 

Comprime horizontalmente la grafica de/por un factor de c. 

y = f(x/c) 

Dilata o estira horizontalmente la grafica de/por un factor 
de c. 

Parac = — 1, 


y = ~f(x) 

Refleja la grafica de/a traves del eje x. 

y = fi-x) 

Refleja la grafica de/a traves del eje y. 
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EJEMPLO 5 Reflejar una grafica y cambiar su tamafio 

(a) Cambio vertical: Multiplicar el lado derecho de y = a/x por 3 para obtener y = 3 A/x 
dilata o estira la grafica verticalmente por un factor de 3, mientras que multiplicarlo 
por 1/3 comprime la grafica por un factor de 3 (figura 1.57). 

(b) Cambio horizontal: La grafica de y = A/3x es una compresion horizontal de la gra¬ 
fica de y = Vx por un factor de 3, y la grafica de y = Vx/3 es una dilatacion hori¬ 
zontal por un factor de 3 (figura 1.58). Observe que y = a/3x = a/ 3 Vx, de mane- 
ra que una compresion horizontal podria corresponder a una dilatacion vertical por un 
factor de escala diferente. De la misma manera, una dilatacion horizontal podria co¬ 
rresponder a una compresion vertical por un factor de escala diferente. 

(c) Reflexion: La grafica de y = — Vx es una reflexion de y = Vx a traves del eje x, y 
y = a/— x es una reflexion a traves del eje y (figura 1.59). 



FIGURA 1.57 Dilatacion y compresion 
vertical de la grafica y = Vx por un 
factor de 3 (ejemplo 5a). 



FIGURA 1.58 Dilatacion y compresion 
horizontal de la grafica y = Vx por un factor 
de 3 (ejemplo 5a). 



FIGURA 1.59 Reflexiones de la grafica 
y = Vx a lo largo de los ejes 
coordenados (ejemplo 5c). 


EJEMPLO 6 Combinar cambios de tamafio y reflexiones 

Dada la funcion /(x) = x 4 — 4x 3 + 10 (figura 1.60a), encuentre las formulas para 

(a) comprimir la grafica horizontalmente por un factor de 2, seguido por una reflexion a 
traves del eje y (figura 1.60b). 

(b) comprimir la grafica verticalmente por un factor de 2, seguido por una reflexion a tra¬ 
ves del eje x (figura 1.60c). 




FIGURA 1.60 (a) La grafica original de/ (b) La compresion horizontal de y = /(x) en la parte (a) por un factor de 2, seguida 

por una reflexion a lo largo del ejey. (c) La compresion vertical de y = /(x) en la parte (a) por un factor de 2, seguida por una 
reflexion a lo largo del eje x (ejemplo 6). 
















44 


Capi'tulo 1: Preliminares 


Solucion 

(a) La formula se obtiene al sustituir x por — 2x en el lado derecho de la ecuacion para/ 

y = /(- 2x) = (— 2x) 4 - 4(—2x) 3 + 10 
= 16x 4 + 32x 3 + 10. 

(b) La formula es 

y = f(x) = - jx 4 + 2x 3 - 5. 


Elipses 

Al sustituir x por cx en la ecuacion estandar del clrculo con radio r y centra en el origen, se 
obtiene 


c 2 x 2 + y 2 = r 2 . (1) 

Si 0 < c < 1, la grafica de la ecuacion (1) estira al circulo horizontalmente; si c > 1 el 
circulo se comprime horizontalmente. En cualquier caso, la grafica de la ecuacion (1) es una 
elipse (figura 1.61). Observe, en la figura 1.61, que las intersecciones con el eje y en las 
tres graficas siempre son — r y r. En la figura 1.61b, el segmento de recta que une los pun- 
tos ( ±r/c , 0) se conoce como eje mayor de la elipse; el eje menor es el segmento de rec¬ 
ta que une (0, ±r). En la figura 1.61c, los ejes de la elipse estan invertidos: el eje mayor es 
el segmento de recta que une los puntos (0, ±r) y el eje menor es el segmento de recta que 
une los puntos (±r/c, 0). En ambos casos, el eje mayor es el segmento de recta de longi- 
tud mayor. 




r 0 


c V + v 2 = r 2 


(c) elipse, c > 1 

FIGURA 1.61 La dilatacion horizontal o compresion de un circulo produce graficas de elipses. 


Si dividimos ambos lados de la ecuacion (1) entre r 2 , obtenemos 

x 2 y 2 

L + L = i. 

a 2 b 2 


( 2 ) 


En donde a = r/c y b = r. Si a > b, el eje mayor es horizontal; si a < b, el eje mayor es 
vertical. El centro de la elipse dada por la ecuacion (2) es el origen (figura 1.62). 
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y 



FIGURA 1.62 Grafica de la elipse 


x y 

+ —r = 1, a > b, donde el eje mayor 
a b 


es horizontal. 


Si sustituimos x porx- h y y pory - k en la ecuacion (2), resulta 


(x - hf (y - k) 


+ 


= 1 . 


(3) 


La ecuacion (3) es la ecuacion estandar de una elipse con centra en ( h, k). En la seccion 
10.1 se revisara la definition geometrica y las propiedades de la elipse. 


EJERCICIOS 1.5 


Sumas, restas, productos y cocientes 

En los ejercicios 1 y 2, encuentre el dominio y el rango de 

f,g,f + g,yf-g- 

1 . fix) = X, g(x) = Vx - 1 

2 . f(x) = Vx + 1 , g(x) = Vx - 1 

En los ejercicios 3 y 4, encuentre el dominio y el rango de f/g, y gif. 
3 - fix) = 2, gix) = x 2 + 1 

4 . fix) = 1 , gix) = 1 + Vx 

Composicion de funciones 

5. Si fix) = x + 5 y g(x) = x 2 — 3, encuentre lo siguiente. 

a. figm b. g(fm 

C. f(g(x)) d. g(/(x)) 

e. /(/(—5)) f. g(g(2)) 

g- fifix)) h. gig(x)) 

6. Si fix ) = x — 1 y g(x) = l/(x +1), encuentre lo siguiente. 

a. /(g(l/2)) b. g(/(l/2)) 

c- f(g(x)) d. gifix)) 

e. /(/( 2)) f. gigi 2)) 

g- fifix)) h. g(g(x)) 


1. Si u(x) = 4x — 5, u(x) = x 2 , y fix) = 1/x, encuentre las si- 
guientes composiciones. 

a. u(v(f(x))) b. u(f(v(x))) 

c. v(u(f(x))) d. v(f(u(x))) 

e. / (u (v (x))) f. f(v(u(x))) 

8. Si fix ) = Vx, g(x) = x/4, y h(x) — 4x — 8, encuentre las si- 
guientes composiciones. 

a. higifix))) b. hifigix))) 

c. g(h(f(x))) d. g(f(h(x))) 

e. f(g(h(x))) f. f(h(g(x))) 

Sean fix) = x — 3, g(x) = Vx, h{x) = x 3 , y j(x) = 2x. Ex- 
prese cada una de las funciones de los ejercicios 9 y 10 como una 
composicion donde estan involucradas una o mas funciones /, g, h, y j. 


9. 

a. 

y = 

Vx - 3 

b. 

v = 

2 Vx 


c. 

y = 

X 1 / 4 

d. 

y = 

4x 


e. 

L = 

CO 

m 

1 

H 

> 

f. 

V = 

(2x — 

10. 

a. 

V = 

2x - 3 

b. 

L = 

x 3 / 2 


c. 

V = 

x 9 

d. 

v = 

x — 6 


e. 

y = 

2 Vx - 3 

f. 

L = 

Vx 3 ^ 
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11. Copie y complete la tabla siguiente. 


g(x) 

m 

(/ o g)(x) 

a. x - 7 

Vx 


b. x + 2 

3x 


c. 

Vx - 5 

Vx 2 - 5 

d. 

X 

X — 1 


e. 

1 + \ 

X 

f — 


X 

12. Copie y complete la tabla siguiente. 

g(x) 

f(x) 

(/ o gXx) 

1 

a ‘ 1 

X — 1 

|x| 

? 

b. ? 

X — 1 

X 

X 

X + 1 

c. ? 

V~x 

|x| 

d. Vx 

? 

|x| 

En los ejercicios 13 y 14, (a) escriba una formula para / 
encuentre (b) el dominio y (c) el rango de cada funcion. 


13. /(x) = Vx + 1 , g(x) = \ 

14. /(x) = x 2 , g(x) = 1 - Vx 

Traslacion de graficas 

15. La figura siguiente muestra la grafica de y = — x 2 desplazada a 
dos posiciones nuevas. Determine las funciones para las graficas 
nuevas. 



16. La figura siguiente muestra la grafica de y = x 2 desplazada a 
dos posiciones nuevas. Determine las funciones para las graficas 
nuevas. 



17. Relacione las funciones listadas en los incisos (a)-(d) con las gra¬ 
ficas de la figura. 

a. y = (x — l) 2 — 4 b. y = (x — 2) 2 + 2 

c. y = (x + 2) 2 + 2 d. y = (x + 3) 2 — 2 


y 



18. La figura siguiente muestra la grafica de y = —x 2 desplazada a 
cuatro posiciones nuevas. Determine la funcion para cada nueva 
grafica. 


y 
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En los ejercicios 19-28 se establece cuantas unidades y en que direc- 
ciones se trasladaran las graficas de las ecuaciones dadas, y determine 
una ecuacion para la grafica desplazada; despues trace, en un mismo 
piano cartesiano, la grafica de la funcion original y la grafica de la 
ecuacion desplazada, etiquetando cada grafica con la ecuacion que le 
corresponda. 

19. x 2 + y 2 — 49 Abajo 3, izquierda 2 

20. x 2 + y 2 = 25 Arriba 3, izquierda 4 

21. y = x 3 Izquierda 1, abajo 1 

22. y = x 2 / 3 Derecha 1, abajo 1 

23. y = Vx Izquierda 0.81 

24. y = — \fx Derecha 3 

25. y = 2x — 7 Arriba 7 

26. y = j(x + 1) + 5 Abajo 5, derecha 1 

27. y = \/x Arriba 1, derecha 1 

28. y = \/x 2 Izquierda 2, abajo 1 


Grafique las funciones de los ejercicios 29- 


29. 

y = 

= Vx + 4 

30. 

y = 

31. 

y = 

= |x - 2| 

32. 

y = 

33. 

y = 

= 1 + Vx - 1 

34. 

y = 

35. 

y = 

= (x + 1 V 3 

36. 

v = 

37. 

y = 

= 1 - X 2 / 3 

38. 

V + 

39. 

y = 

= Vx - 1 - 1 

40. 

y = 

41. 

y = 

1 

x — 2 

42. 

y = 

43. 

y = 

= T + 2 

44. 

v = 


48. 

V9 - x 

I 1 - *1 - 1 

1 - Vx 
(x - 8) 2/3 
4 = x 2 / 3 
(x + 2) 3 / 2 + 1 



1 

x + 2 


45. y = 


47. y = 


1 


(x ~ l) 2 


+ 1 


46. y = — 1 


48. v = 


1 


^ (x + l) 2 

49. La siguiente figura muestra la grafica de una funcion /(x) con do- 
minio [0, 2] y rango [0, 1]. Encuentre los dominios y los rangos 
de las funciones siguientes, y trace sus graficas. 



a. f(x) + 2 

b. 

fix) - 1 

c. 2/(x) 

d. 

-/(^) 

e. /(x + 2) 

f. 

fix - 1) 

g- fi-x) 

h. 

-fix + 1) + 1 


50. La figura siguiente muestra la grafica de una funcion g(t) con do- 
minio [—4, 0] y rango [—3, 0]. Encuentre el dominio y el rango 
de las funciones siguientes, y trace sus graficas. 



a. gi~t) 

b. 

-git) 

c. git) + 3 

d. 

1 - git) 

e. gi-t + 2) 

f. 

git ~ 2) 

g- g(l - t) 

h. 

-git - 4) 


Cambio de tamano, vertical y horizontal 

En los ejercicios 51-60, se establece por que factor y en que direction 
se estiraran o comprimiran las graficas de las funciones dadas. En¬ 
cuentre una ecuacion para cada grafica estirada o comprimida 

51. y = x 2 — 1, estirada verticalmente por un factor de 3. 

52. y = x 2 — 1, comprimida horizontalmente por un factor de 2. 

53. y= 1 + — comprimida verticalmente por un factor de 2. 

x 

54. y = 1 + —z, estirada horizontalmente por un factor de 3. 

x 

55. y = Vx + 1, comprimida horizontalmente por un factor de 4. 

56. y = Vx + 1, estirada verticalmente por un factor de 3. 

57. y = vT — x 2 , estirada horizontalmente por un factor de 2. 

58. y = \/4 — x 2 , comprimida verticalmente por un factor de 3. 

59. y= 1 —x 3 , comprimida horizontalmente por un factor de 3. 

60. y = 1 — x 3 , estirada horizontalmente por un factor de 2. 

Graficacion 

En los ejercicios 61-68, trace la grafica de cada funcion, sin graficar 
puntos (es decir sin tabular), sino a partir de la grafica de una de las 
funciones estandar presentadas en las figuras 1.36-1.38, y aplicando la 
transformation apropiada. 

61. y = - V2x + 1 
63. v = (x - l) 3 + 2 

65 -y-i -1 

67. y = -^x 

69. Trace la grafica de la funcion y = |x 2 — 11 . 

70. Trace la grafica de la funcion v = V|x|. 


62. y ^l-f 

64. y = (1 - x) 3 + 2 

66. v = 4 + 1 

X 

68. y = (—2x) 2 / 3 
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Elipses 

En los ejercicios 71-76 se dan las ecuaciones de elipses en forma ge¬ 
neral; cambie cada ecuacion a la forma estandar y trace la grafica de 
la elipse. 

71. 9x 2 + 25 y 2 = 225 72. 16x 2 + ly 2 = 112 

73. 3x 2 + (y - 2) 2 = 3 74. (x + l) 2 + 2y 2 = 4 

75. 3(x - l) 2 + 2(y + 2) 2 = 6 

76. 6 (x + IJ + 9(y - = 54 

77. Escriba una ecuacion para la elipse (x 2 /16) + (y 2 / 9) = 1 des- 
plazada 4 unidades hacia la izquierda y 3 unidades hacia arriba. 
Trace la grafica de la elipse e identifique su centro y su eje mayor. 

78. Escriba una ecuacion para la elipse (x 2 /4) + (y 2 /25) = 1 des- 
plazada 3 unidades hacia la derecha y 2 unidades hacia abajo. 
Trace la grafica de la elipse e identifique su centro y su eje mayor. 


Funciones pares e impares 

79. Suponga que/ es una funcion par, g es una funcion impar y am- 
bas, fyg estan definidas para todo numero real IR. ^Cuales de las 
siguientes funciones (de estar definidas) son pares? ^Cuales son 
impares? 


a. 

fg 

b. f/g 

c. 

g/f 

d. 

f = ff 

e. g 2 = gg 

f. 

/ ° g 

g- 

g ° / 

b- / ° / 

i. 

g ° g 


80. ^Una funcion puede ser par e impar al mismo tiempo? Justifique 
su respuesta. 

Q 81. (Continuation del ejemplo 1) Trace las graficas de las funciones 
f(x ) = Vx y g(x) = \/1 — x junto con su (a) suma, (b) pro- 
ducto, (c) sus dos restas, (d) sus dos cocientes, en el mismo piano 
cartesiano. 

H 82. Sean f(x) = x — 1 y g(x) = x 2 . Trace las graficas de/y g junto 
con / ° gyg ° /. 



Funciones trigonometricas 



FIGURA 1.63 La medida en radianes de 
un angulo ACB del arco 8 es la longitud AB 
en el circulo unitario con centro en C. El 
valor de 8 se puede encontrar a partir de 
cualquier otro circulo, como la razon s/r. 
Asi, 5 = rd es la longitud de arco en un 
circulo con radio r cuando 6 esta medido 
en radianes. 


En esta seccion se revisan las funciones trigonometricas basicas. Las funciones trigono¬ 
metricas son importantes, porque son periodicas o se repiten y, por lo tanto, estas modelan 
muchos procesos naturales periodicos. 

Medida en radianes 

En navegacion y astronomia los angulos se miden en grados, pero en el calculo es mejor 
usar las unidades llamadas radianes, debido a que simplifican los calculos. 

La medida en radianes del angulo ACB en el centro del circulo unitario (figura 1.63), 
es igual a la longitud del arco que corta ACB del circulo unitario. En la figura 1.63 se 
muestra que s = rO e s la longitud del arco de un circulo con radio r cuando el angulo 
subtendido 8 que produce el arco se mide en radianes. 

Como la circunferencia del circulo es 2ir y una revolucion completa del circulo equi- 
vale a 360°, la relacion entre radianes y grados esta dada por 

77 radianes = 180°. 

Por ejemplo, en radianes, 45° equivalen a 


A c TT 7T , 

45 'm = 4 rad ’ 


Formulas de conversion 

1 grado = (~0.02) radianes 

I oU 

Para convertir grados a radianes: 

multiplicar por —yy 
I oU 

1 radianes = (~57) grados 


Para convertir radianes a grados: 

m r 180 

multiplicar por 


y 7 t/ 6 radianes es 


77 180 


= 30°. 


En la figura 1.64 se muestran los angulos de dos triangulos muy usuales en ambas medidas. 

Se dice que un angulo en el piano xy esta en posicion estandar o canonica si su verti- 
ce se ubica en el origen y su rayo (lado) inicial esta a lo largo del eje x positivo (figura 
1.65). A los angulos medidos en sentido contrario al movimiento de las manecillas del re- 
loj desde el eje x positivo, se les asignan medidas positivas; a los angulos medidos en el 
sentido del movimiento de las manecillas del reloj se les asignan medidas negativas. 
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FIGURA 1.64 Los angulos de dos FIGURA 1.65 Angulos en la position estandar en el piano xy. 

triangulos cualesquiera, en grados y en 

radianes. 


Cuando se usan angulos para describir rotaciones en sentido contrario al movimiento 
de las manecillas del reloj, nuestras medidas pueden ser arbitrariamente mayores que 2tt 
radianes o 360°. De manera similar, los angulos que describen rotaciones en el sentido del 
movimiento de las manecillas del reloj pueden tener medidas negativas de cualquier tama- 
no (figura 1.66). 



y 




FIGURA 1.66 Medidas en radianes distintas de cero; pueden 
ser positivas o negativas, y pueden ir mas alia de 2tt . 
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opuesto 


tan 0 = 


°P 

ady 


cot 0 = 


ady 

op 


FIGURA 1.67 Razones 
trigonometricas de un angulo 
agudo. 


Convencion para angulos: uso de radianes 

A partir de este momento, en este libro se dara por sentado que todos los angulos 
estan medidos en radianes, a menos que se indique explicitamente que se trata de 
grados o alguna otra unidad. Cuando hablemos del angulo 7 t/ 3 , nos estaremos 
refiriendo a ir/3 radianes (que equivalen a 60°), y no a 7 t/ 3 grados. Cuando re- 
suelva sus ejercicios de calculo, mantenga la calculadora en modo de radianes. 


Las seis funciones trigonometricas basicas 

Probablemente usted conoce la definicion de las funciones trigonometricas de un angulo 
agudo en terminos de los lados de un triangulo rectangulo (figura 1.67). A continuacion 
ampliaremos esta definicion a angulos obtusos y negativos. Para ello, colocaremos prime - 
ro el angulo en posicion estandar (canonica) en un circulo con radio r: despues definire- 
mos las funciones trigonometricas en terminos de las coordenadas del punto P(x, y ) donde 
el lado terminal del angulo interseca el circulo (figura 1.68). 


y 



FIGURA 1.68 Las funciones 
trigonometricas de un angulo 
general 8 se definen en terminos 
de x, y y r. 


y 



seno: 

sen 9 

II 

cosecante: 

esc 9 

coseno: 

cos 9 

_ X 

— r 

secante: 

sec 9 

tangente: 

tan 9 

II 

cotangente: 

cot 9 


r 

y 

L 
x 

X 

y 

Estas definiciones ampliadas coinciden con las definiciones del triangulo rectangulo 
cuando el angulo es agudo (figura 1.69). 

Tenga en cuenta tambien las definiciones siguientes, siempre que los cocientes esten 
definidos. 

sen 6 


tand = 


sec 9 = 


cos 6 

1 

cos 6 


cot 9 = 


esc 9 = 


1 

tan 9 

1 

send 


Como puede ver, tan 9 y sec 9 no estan definidas si x = 0. Esto significa que no estan de- 
finidas si 9 es ±tt/2, ±3tt/2, ... . De forma analoga, cot 9 y esc 9 no estan definidos para 
valores de 6 para los que y = 0, es decir, 9 = 0, ±tt, ±2tt, .... 

Los valores exactos de estas razones trigonometricas para algunos angulos pueden de- 
ducirse de los triangulos de la figura 1.64. Por ejemplo, 


7T 

1 

77 

i 

77 

V3 

sen^ = 


sen ^ = 
0 

2 

sen y 

2 

7T 

i 

77 

V3 

77 

1 

COS^ = 

V2 

COS ^ = 
0 

2 

COSy 

2 

* 77 
tanj = 

1 

, 77 

tan-^ = 
6 

1 

V3 

. TT 
tany 

= V3 


La regia TOSE TACO (figura 1.70) es util para recordar cuales de las funciones tri¬ 
gonometricas son positivas o negativas. Por ejemplo, en el triangulo en la figura 1.71 
vemos que 

2tt y/3 2i t 1 2tt a /z 

sen-^- = — y ~ , cos ^ _==_ 2’ tan-^- = -V3. 


FIGURA 1.69 Las definiciones nueva y 
anterior coinciden para angulos agudos. 


Usando un metodo similar, determinamos los valores de sen 9, cos 9, y tan 9 que se rnues- 
tran en la tabla 1.4. 
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y 


SE 

sen pos. 

TO 

todos pos. 

TA 

tan pos. 

CO 

cos pos. 





FIGURA 1.70 La regia 
TOSE TACO nos permite recordar 
que funciones trigonometricas son 
positivas en cada cuadrante. 


FIGURA 1.71 El triangulo para 
calcular el seno y el coseno de 2 tt/ 3 
radianes. La longitud de los lados se 
deriva de la geometrla de triangulos 
rectangulos. 


Casi todas las calculadoras y computadoras estan listas para proporcionar los valores 
de las funciones trigonometricas de angulos dados, ya sea en radianes o en grados. 


TABLA 1.4 Valores de sen 9, cos 6 y tan 9 para valores seleccionados de 6 


Grados 

-180 

-135 

-90 

-45 

0 

30 

45 

60 

90 

120 

135 

150 

180 

270 

9 (radianes) 


— 377 

— 77 

— 77 

0 

77 

77 

77 

77 

277 

377 

577 


377 

— 7T 

4 

2 

4 

6 

4 

3 

2 

3 

4 

6 

77 

2 

sen 9 

0 

-V2 

-1 

-V5 

0 

1 

vT 

vT 

1 

vT 

V5 

1 

0 

-1 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

cos 9 

-l 

-V2 

0 

\fl 

1 

V3 

V2 

1 

0 

1 

-V2 

-V3 

-1 

0 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

tan 9 

0 

1 


-1 

0 

V3 

1 

V3 


-V3 

-1 

-V3 

0 



3 


3 



EJEMPLO 1 Encontrar los valores de las funciones trigonometricas 

Si tan 9 = 3/2 y 0 < 9 < ir/2, encuentre los valores de las otras cinco funciones trigo¬ 
nometricas de 6. 


Solucion A partir de tan 6 = 3/2, construimos el triangulo rectangulo de la figura 1.72, 
con altura 3 (cateto opuesto) y base 2 (cateto adyacente). El teorema de Pitagoras nos da la 
longitud de la hipotenusa, V4 + 9 = \/l3. Una vez que encontramos los valores de ca¬ 
da lado del triangulo, escribimos los valores de las otras cinco funciones trigonometricas: 


2 

V13 


3 

Vl3 


sec 0 — 


V13 


esc 0 = 


V13 


cotd = 


2 

3 


cos 9 = 


sen 9 = 


2 


3 
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y 



Periodicidad y graficas de las funciones trigonometricas 

Cuando un angulo de medida 0 y un angulo que mide 0 + 277 estan en position estandar, 
sus lados terminales coinciden. Por lo tanto, las funciones trigonometricas de los dos an- 
gulos tienen los mismos valores: 

cos (0 + 2tt) = cos 0 sen(0 + 2tt) = sen0 tan(0 + 27 t) = tan0 

sec(0 + 27 t) = sec 0 esc (0 + 27 t) = esc 0 cot(0 + 27 t) = cot0 

De manera similar, cos (0 — 27 t) = cos 0, sen (0 — 2tt) = sen0, y asi sucesivamente. 
Para describir este comportamiento repetitivo, decimos que las seis funciones trigonome¬ 
tricas basicas son periodicas. 


FIGURA 1.72 El triangulo para calcular 
las funciones trigonometricas del ejemplo 1. 


DEFINICION Funcion periodica 

Una funcion /(x) es periodica si existe un numero positivo p tal que 
f(x + p) = f(x) para todo valor de x. El menor de los posibles valores de p es el 

periodo de/ 


Cuando graficamos funciones trigonometricas en el piano cartesiano, por lo general deno- 
tamos la variable independiente mediante x en lugar de hacerlo con 0. Yea la figura 1.73. 




Rango: y < 1 y y > 1 
Periodo: 27? 


(d) 


y 


1 

1 

u 

i 

= CSC 

1 


IT IT 0 

in 

77 7 

2 

r 377 2 

H 

77 


Dominio: x 0, ±7r, ±27r,. . . 
Rango: _y < 1 y y > 1 
Periodo: 27? 


(e) 


y 



Dominio: x 0, ±77, ±27r,. . . 
Rango: oo < y < oo 

Periodo: it 


(o 


FIGURA 1.73 Las graficas de las funciones (a) coseno, (b) seno, (c) tangente, (d) secante, (e) cosecante, y 
(f) cotangente, medidas en radianes. El sombreado en cada funcion trigonometrica indica su periodicidad. 
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Periodos de Las funciones 
trigonometricas 

Periodo tt : tan (x + tt) — tanx 
cot(x + 7 r) = cotx 

Periodo 2 tt : sen(x + 2tt) = senx 
cos(x + 2tt) = cosx 
sec(x + 2 tt) = secx 
csc(x + 2tt) = cscx 


y 



Como podemos ver en la figura 1.73, las funciones tangente y cotangente tienen pe¬ 
riodo p = tt . Las otras cuatro funciones tienen periodo 277. Las funciones periodicas son 
importantes, ya que muchos de los comportamientos que se estudian en ciencias son casi 
periodicos. Uno de los teoremas de calculo avanzado afirma que todas las funciones periodi¬ 
cas que se usan en la creacion de modelos matematicos pueden escribirse como una com- 
binacion algebraica de senos y cosenos. En la seccion 11.11 se muestra como hacer esto. 

En la figura 1.73, las simetrias de las graficas revelan que las funciones coseno y se- 
cante son pares y las otras cuatro funciones son impares: 


Pares 

Impares 


cos(— x) = cosx 

sen(—x) = 

—senx 

sec(—x) = secx 

tan(— x) = 

csc(—x) = 

cot(—x) = 

—tanx 

—cscx 

—cotx 


Identidades Trigonometricas 

Las coordenadas de cualquier punto P(x, y) en el piano pueden expresarse en terminos de 
la distancia entre el punto y origen, y el angulo que hace el rayo OP con el eje x positivo 
(figura 1.69). Como x/r = cos 9 y y/r = sen 9, tenemos 

x = r cos 6, y = r send. 

Cuando r = 1 podemos aplicar el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo de referen¬ 
da en la figura 1.74, y obtener la ecuacion 


FIGURA 1.74 El triangulo de 
referenda para un angulo general 6. 


cos 2 0 + sen 2 9=1. 


( 1 ) 


Esta identidad, la mas usada en trigonometria, es valida para todos los valores de 6 , y es 
llamada identidad pitagorica. Dividiendo por turnos esta identidad entre cos 2 9 y sen 2 9 da 
por resultado 


1 + tan 2 9 = sec 2 9. 
1 + cot 2 9 = esc 2 9. 


Las formulas siguientes se satisfacen para todos los angulos Ay B (ejercicios 53 y 54). 


Formulas para la suma de angulos 

cos (A + B) = cos A cos B — sen A sen B 
sen (A + B) = sen A cos B + cos A sen B 
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B(a cos 6, a sen 8) 



C b A(b, 0) 


FIGURA 1.75 El cuadrado de la distancia 
entre A y B da la ley de los cosenos. 


Existen formulas similares para cos (A — B) y sen (A — B) (ejercicios 35 y 36). Todas 
las identidades trigonometricas que se necesitan en este libro se deducen de las ecuaciones 
(1) y (2). Por ejemplo, sustituir Ay B por 0 en las formulas de suma da por resultado 


Formulas para el doble de un angulo 

cos 20 = cos 2 6 - sen 2 6 


sen 26 = 2 sen 6 cos 6 


(3) 


Estas formulas se obtienen al combinar las identidades 

cos 2 6 + sen 2 0=1, cos 2 6 - sen 2 6 = cos 26. 

Sumamos las dos identidades para obtener 2 cos 2 0=1+ cos 20 y restamos la segunda 
de la primera para obtener 2 sen 2 0=1— cos 20. Esto da por resultado las identidades 
siguientes, que son muy utiles en calculo integral. 


Mas formulas para el doble de un angulo 


2 n 1 + COS 20 
COS" 0 = -r- 


2 a _ 1 — COS 20 


sen 0 = 


(4) 

(5) 


La ley de los cosenos 

Si a, b y c son los lados de un triangulo ABC, y si 0 es el angulo opuesto a c, entonces 


c 2 = a 1 + b 2 — 2abcos0. 


( 6 ) 


Esta ecuacion se conoce como ley de los cosenos. 

Para comprender la validez de la ley, podemos introducir ejes coordenados con el ori- 
gen en Cy el eje x positivo a lo largo de un lado del triangulo, como en la figura 1.75. Las 
coordenadas de A son (b, 0); las coordenadas de B son (a cos 0, a sen 0). El cuadrado de la 
distancia entre Ay B es, por lo tanto, 

c 2 = (acos0 — b) 2 + (asen0) 2 
= a 2 (cos 2 0 + sen 2 0) + b 2 — 2ab cos 0 


= a 2 + b 2 — 2abcos6. 

La ley de los cosenos generaliza el teorema de Pitagoras. Si 0 = 77-/2, entonces, 
cos 0 = 0 y c 2 = a 2 + b 2 . 
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Transformaciones de las graficas trigonometricas 

Las reglas de desplazamiento, dilatacion, compresion y reflexion de la grafica de una fun- 
cion se aplican tambien a las funciones trigonometricas. El diagrama siguiente le recorda- 
ra los parametros de control. 


Dilatacion o compresion vertical; si es 
negativo, reflexion alrededor del eje x 


y = af(b(x + c)) 


Dilatacion o compresion horizontal; si es 
negativo, reflexion alrededor del ejej> 



/Desplazamiento vertical 


+ d' 


Desplazamiento horizontal 


EJEMPLO 2 Modelo de la temperatura en Alaska 

Los constructores de un oleoducto en Alaska usaron un forro aislante para evitar que el ca- 
lor de la tuberia derritiera el suelo congelado permanentemente debajo de el. Para disenar 
el forro fue necesario tomar en cuenta la variacion de la temperatura del aire durante el 
ano. La variacion fue representada en los calculos mediante una funcion senoidal o senu- 
soide de la forma 


f(x) = A sen 


2tt 

B 


(x ~ C) 


+ D, 


En donde |A \ es la amplitud, \ B\ es el periodo, C es el desplazamiento horizontal , y D es el 
desplazamiento vertical (figura 1.76). 





FIGURA 1.76 La curva senoy = A sen [(2 t t/B)(x — C)] + D, con A, 
B, C y D positivos (ejemplo 2). 


En la figura 1.77 se muestra como usar esta funcion para representar los datos sobre 
la temperatura. En ella se han graficado las temperaturas medias diarias del aire en Fair¬ 
banks, Alaska, de acuerdo con los registros del Servicio Nacional Meteorologico de 1941 
a 1970. La funcion senoidal que se uso para ajustar los datos es 


f(x) = 37 sen 




+ 25, 
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En donde/es la temperatura en grados Fahrenheit, y x es el mimero de dias transcurridos 
desde el inicio del ano. Como veremos en la section siguiente, el ajuste, obtenido mediante 
la regresion senoidal en una calculadora o computadora, logra reflejar muy bien la tenden- 
cia de los datos. 


EJERCICIOS 1.6 



Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov Die Ene Feb Mar 


FIGURA 1.77 Media normal de las temperatures del aire para Fairbanks, Alaska, trazados 
como puntos de datos (en color gris). La funcion seno (en color azul) que los aproxima es 

/( x) = 37 sen [(2 tt/365)(x - 101)] + 25. 


Radianes, grados y arcos circulares 

1. En un clrculo con radio de 10 m, ^.cual es la longitud de un arco 
que subtiende un angulo central de (a) 4 tt/ 5 radianes? ^Cual es su 
longitud si el angulo central es de (b) 110°? 

2. Un angulo central en un circulo con radio de 8 esta subtendido 
por un arco cuya longitud es de 10 tt. Determine la medida del an¬ 
gulo en radianes y en grados. 

3. Se quiere construir un angulo de 80° haciendo un arco en el peri- 
metro de un disco de 12 pulgadas de diametro, y dibujando rectas 
de los extremos del arco al centro del disco. ^,De que longitud de- 
be ser el arco, redondeando a decimos de pulgada? 

4. Si una llanta de 1 m de diametro se rueda hacia delante 30 cm so- 
bre el piso, i, que angulo girara la llanta? De su respuesta en radia¬ 
nes (redondeando al decimo mas cercano) y en grados (redon¬ 
deando al grado mas cercano). 


6. Copie la siguiente tabla de valores para 0 en radianes y complete 
los valores para cada funcion trigonometrica. Si la funcion no es¬ 
ta definida en un angulo dado, escriba “IND”. No utilice calcula¬ 
dora ni tablas. 


6 —3t7/2 —77/3 —7t/6 tt/4 57t/6 

sen # 
cos # 
tan# 
cot# 
sec # 
esc # 


En los ejercicios 7-12, una de las funciones sen x, cos x y tan .v esta da- 
da. Encuentre las otras dos si x esta en el intervalo indicado. 


Evaluation de funciones trigonometricas 

5. Copie la siguiente tabla de valores para 0 en radianes y complete 
los valores para cada funcion trigonometrica. Si la funcion no es¬ 
ta definida en un angulo dado, escriba “IND”. No utilice calcula¬ 
dora ni tablas. 


7. sen* 


3 

5’ 



8. tanx = 2, 


x E 


0 , 


77 

2 


1 

77 ~ 

5 


IT 

COS* = 2’ x G 

-2>° 

10. COSX = — , 

X £E 

T’ 77 


6 —77 —277/3 0 77/2 377/4 

sen # 
cos # 
tan# 
cot# 
sec # 
esc # 


1 


377 

1 

377 

2’ 

x e 


12 . senx = — —, x e 



Graficas de funciones trigonometricas 

Trace las graficas de las funciones trigonometricas dadas de los ejer¬ 
cicios del 13-22. ^Cual es el periodo de cada funcion? 


14. sen (x/2) 


13. sen 2x 
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15. COS TTX 
77X 

17. — sen^r- 


19. cos( x — — 


21. sen( x — — ) 4- 1 


i/: 77 x 

16. cos — 

18. — cos 2-7 TX 


20. sen ( x + — 


22. cos x + 


- 1 


Trace las graficas de las funciones trigonometricas dadas de los ejer- 
cicios del 23-26 en el piano Is (t eje horizontal, s eje vertical). ^Cual es 
el periodo de cada funcion? ^Que tipo de simetrias tienen las graficas? 

23. 5 = cot2f 24. 

25. s = sec^-y^ 26. 

27. a. Grafique y = cos x y y = sec x en el mismo piano cartesiano 

para —3 tt/2 £ x £ 3rr/2. Comente el comportamiento de sec 
x en relacion con los signos y valores de cos x. 
b. Grafique y = sen xy y = esc x en el mismo piano cartesiano 
para -ij£j£ 2 tt . Comente el comportamiento de esc x en 
relacion con los signos y valores de sen x. 

28. Grafique y = tanx y y = cotx en el mismo piano cartesiano pa- 
ra-7 £ r £ 7. Comente el comportamiento de cot x en relacion 
con los signos y valores de tan x. 


s = — tamrf 



Evaluar sen yy como sen ^y + y ^ . 

, llir fir 2 tt n 

Evaluar cos yy- como cos I y + -y 


Evaluar cos 


12 ' 


- . 5t t 

ivaluar sen —. 


Uso de las formulas para el doble de un angulo 

Encuentre los valores en el angulo indicado de las siguientes funcio¬ 
nes trigonometricas de los ejercicios 47-50. 


, _ o 7 T 

47. COS TT 


48. cos 2 y 


49. sen 


2 JL 

12 


50. sen 


2 TT 


Teoria y ejemplos 

51. La formula de la tangente de una suma La formula estandar 
para la tangente de la suma de dos angulos es 


tan(?4 + B) 


tan^4 + tan B 
1 — tan A tan B' 


29. Grafique y = senxy y = [senxj en el mismo piano cartesiano. 
iCuales son el dominio y el rango de [ sen x J ? 

30. Grafique y = senxyy = [ sen x 1 en el mismo piano cartesiano. 
^Cuales son el dominio y el rango de [ sen x 1 ? 


Identidades trigonometricas adicionales 


Use las formulas de suma de angulos para deducir las identidades de 


31. cos x — 


31-36. 


y ^ = senx 

32. 

f) = cosx 

34. 


32. cos x + 


= —senx 


35. cos04 — B) = cos^4 cos B + seny4 sen5 (En el ejercicio 53 se 
muestra un proceso distinto para obtenerlas). 

36. sen(^4 — B) = sen^4cos5 — cos^4sen5 

37. iQue pasa si tomamos B = A en la identidad 
cos (A — B) = cos A cos B + sen A sen 5? <(E1 resultado con- 
cuerda con algo que ya conoce? 


38. iQue pasa si tomamos B = 2tt en las formulas de suma? <(E1 re¬ 
sultado concuerda con algo que ya conoce? 


Aplicando las identidades de senos y cosenos encuentre esta iden¬ 
tidad trigonometrica para la tangente. 

52. (Continuation del ejercicio 51). Aplique la identidad trigonome¬ 
trica dada en el ejercicio 51 para encontrar tan (A — B). 

53. Aplique la ley de los cosenos al triangulo de la figura siguiente a 
fin de obtener la formula para cos (A — B). 


V 



54. a. Aplique la formula para cos (A — B) a la identidad sen d = 
cos ( y — 0 J a fin de obtener la formula de suma para 


Uso de las formulas de suma 

En los ejercicios 39-42, exprese la cantidad dada en terminos de sen x 
y cos x. 

39. cos(tt + x) 40. sen (277 — x) 

41. sen^y- - x"j 42. cos^yy + x"j 


sen (A + B). 

b. Use la identidad cos(yl + B) sustituyendo -B por B en la 
identidad para obtener cos (A — B) de manera diferente a co¬ 
mo se obtuvo en el ejercicio 35. 

55. Un triangulo tiene lados a = 2y6 = 3yel angulo C — 60° . En¬ 
cuentre la longitud del lado c. 
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56. Un triangulo tiene lados a = 2y& = 3yel angulo C = 40°. En- 
cuentre la longitud del lado c. 

57. La ley de los senos La ley de los senos afirma que si a, b, y c son 
los lados opuestos a los angulos A, B y C en un triangulo, entonces 

sen A _ sen B _ sen C 
a _ b _ c • 

Use las siguientes figuras y, si lo requiere, la identidad 
sen (77 — d) = sen 6, para obtener la ley de senos. 

A A 




58. Un triangulo tiene lados a = 2y& = 3yel angulo C = 60° (co- 
mo en el ejercicio 55). Encuentre el seno del angulo B usando la 
ley de los senos. 

59. Un triangulo tiene lados c = 2 y el angulo A = 77/4 y B = w/3. 
Encuentre la longitud del lado a opuesto a A. 

60. La aproximacion sen x ~ x Siempre es util saber que, cuando 
x se mide en radianes, sen x ~ x para valores numericamente pe- 
quenos de x. En la seccion 3.8 veremos por que es valida esta 
aproximacion. El error de aproximacion es menor que 1 en 5000 
si \x\ < 0.1. 

a. Con su calculadora graficadora en modo de radianes, trace 
juntas las graficas de y = senx y y = x en una ventana alre- 
dedor del origen. ^Explique que observa conforme x se acerca 
al origen? 

b. Con su calculadora graficadora en modo de grados, trace jun¬ 
tas las graficas de y = sen y y = x en una ventana alrededor 
del origen. iQue tan diferente es la figura obtenida en el mo¬ 
do de radianes? 

c. Una verificacion rapida para modo de radianes. Si su 

calculadora esta en modo de radianes, evalue sen x en un va¬ 
lor de x cercano al origen, para verificar digamos x = 0.1. Si 
sen x ~ x , significa que su calculadora esta en modo de ra¬ 
dianes; si no obtiene tal aproximacion, no lo esta. Intentelo. 

Curvas senoidales generates 

Para 

fix) = A sen^^-(x — C)^j + D, 

identifique A, B, C y D para las funciones seno de los ejercicios 61- 

64, y trace sus graficas (vea la figura 1.76). 

61. y = 2 sen(x + tt) — 1 62. y = ^-sen(7rx — tt) + -^ 

„ 2 f ir \ , 1 L 2nt 

63. y = -^rsenl — t I + — 64. y = — sen-^—, L > 0 


65. Temperatura en Fairbanks, Alaska Encuentre (a) la amplitud, 
(b) el periodo, (c) el desplazamiento horizontal, y (d) el desplaza- 
miento vertical de la funcion seno dada en forma estandar 

fix) = 37 sen^?j (x - 101) j + 25. 

66. Temperatura en Fairbanks, Alaska Use la ecuacion del ejerci¬ 
cio 65 para calcular las respuestas de las siguientes preguntas 
acerca de las temperaturas en Fairbanks, Alaska, cuya grafica se 
muestra en la figura 1.77. Suponga que el ano tiene 365 dias 
exactos. 

a. ^Cuales son las temperaturas medias mas alta y mas baja que 
se muestran? 

b. ^Cual es el promedio de las temperaturas medias mas alta y 
mas baja que se muestran? ^Explique por que este promedio 
representa un desplazamiento vertical de la funcion? 

EXPL0RACI0NES CON COMPUTADORA 

En los ejercicios 67-70, usted investigat'd que pasa graficamente con 

la funcion seno dada en forma estandar 

(x - cij + D 

a medida que cambia los valores de las constantes A,B, C y D. Use un 

software matematico o una calculadora graficadora a fin de realizar 

los procedimientos correctos para responder los siguientes ejercicios. 

67. El periodo B Fije las constantes A = 3, C = Z> = 0. 

a. Grafique f(x) para los valores B = 1,3, 2tt, 5tt en el interva- 
lo — 4 t 7 < x £ 4-77. Describa que le sucede a la grafica de la 
funcion seno dada en forma estandar conforme aumenta el 
periodo. 

b. Explique, ^que le pasa a la grafica para valores negativos de 
B? Intentelo con B = — 3 y B = —2tt. 

68. El desplazamiento horizontal C Fije las constantes A = 3, 
B = 6,D = 0. 

a. Grafique /(x) para los valores C = 0, 1, sobre el intervalo 
—4 t t < x £ 4 tt . Describa que le sucede a la grafica de la 
funcion seno dada en forma estandar conforme C aumenta 
dandole valores positivos. 

b. ^Explique que le pasa a la grafica para valores negativos de C? 

c. ^Cual es el menor valor positivo que debemos asignar a C, de 
manera que la grafica no presente desplazamiento horizontal? 
Confirme su respuesta graficandola. 

69. El desplazamiento vertical D Fije las constantes A = 3, 
B = 6, C = 0. 

a. Grafique /(x) para los valores D — 0, 1 y 3 sobre el intervalo 
—4ir £ x £ 47r. Describa que le sucede a la grafica de la 
funcion seno dada conforme D aumenta para valores positivos. 

b. ^Explique que le sucede a la grafica para valores negativos de D1 

70. La amplitude Fije las constantes 5 = 6, C = D = 0. 

a. Describa que le sucede a la grafica de la funcion seno dada 
conforme A aumenta para valores positivos. Confirme su res¬ 
puesta graficandoX*) para los valores A = 1, 5, y 9 . 

b. ^Explique que le sucede a la grafica para valores negativos de A? 


fix) = A sen 


277 

Y 
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Graficacidn con calculadoras y computadoras 


Las calculadoras graficadoras y las computadoras con software para graficacion nos per- 
miten trazar con gran precision las graficas de funciones muy complicadas. Muchas de es- 
tas funciones no pueden graficarse facilmente de otra manera. Sin embargo, hay que tener 
cuidado cuando usamos tales dispositivos para graficacion, debido a los problemas que 
abordaremos en esta seccion. En el capitulo 4 veremos de que manera el calculo puede 
ayudarnos a tener la certeza de que estamos tomando en consideration todas las caracte- 
rlsticas importantes de la grafica de una funcion. 

Ventanas de graficacion 

Cuando se utiliza una calculadora graficadora o una computadora como herramienta de 
graficacion, una parte de la grafica se despliega en la pantalla o ventana rectangular de es- 
tos dispositivos. Muchas veces, esta ventana predeterminada ofrece una imagen incompleta 
o distorsionada de la grafica. Se usa el termino ventana cuadrada cuando las unidades o 
escalas en ambos ejes son iguales. Este termino no implica que la ventana en si tenga for¬ 
ma cuadrada (en general, las pantallas de visualizacion son rectangulares); lo que significa 
en realidad es que las unidades x son iguales a las unidades y. 

A1 desplegarse en la ventana predeterminada, es posible que la escala de las unidades 
x de la grafica sea diferente al de las unidades y para que esta se ajuste al tamano de la 
pantalla. Las caracterlsticas de la ventana de visualizacion que se empleara se determinan 
especificando los valores minimo y maximo de las variables independiente y dependiente. 
Esto es, se especifica un intervalo para xu<x<i yun rango para y c s y < d. La 
computadora elige cierto numero de valores equidistantes entre a y b. El procedimien- 
to comienza con el primer valor para x; si dicho valor esta dentro del dominio de la funcion/ 
que se esta graficando, y si /(x) esta dentro del rango [c, d], se grafica el punto (x, fix)). Si x 
esta fuera del dominio de/o /(x) esta fuera del rango especificado [c, d], la maquina cam- 
bia al siguiente valor para x, ya que no puede graficar el punto (x, /(x)) si ese es el caso. 
La calculadora o computadora grafica de esta manera una gran cantidad de puntos (x, /(x)) 
y calcula la curva que representa la grafica dibujando un pequeno segmento entre cada par 
de puntos graficado, tal como lo hariamos a mano. Por lo general, los puntos adyacentes 
estan tan cercanos entre si que la representation grafica tiene la apariencia de una curva 
suave. Sin embargo, las graficas podrian no salir muy bien mediante este procedimiento de¬ 
bido a varios problemas comunes que ilustraremos con los siguientes ejemplos. 

EJEMPLO 1 Elegir las caracterlsticas de la ventana de visualizacion 

Grafique la funcion /(x) = x 3 — 7x 2 + 28 en cada uno de las siguientes tipos de venta¬ 
nas de pantalla: 

(a) [-10, 10] por [-10, 10] (b) [-4, 4] por [-50, 10] (c) [-4, 10] por [-60, 60] 

Solution 

(a) Seleccionamos a = — 1 0, b = 10, c = — 10, y d = 10 para especificar el intervalo 
del dominio de los valores de x y el rango de los valores de y con el fin de determinar 
el tipo de ventana. La grafica resultante se muestra en la figura 1.78a. Parece que la 
ventana corta las partes inferior y superior de la grafica, y que el intervalo de valores 
de x es demasiado grande. Intentemos con el siguiente tipo de ventana. 

(b) Ahora vemos mas rasgos de la grafica (figura 1.78b), pero falta la parte superior de la 
misma y necesitamos tener una imagen mas completa hacia la derecha de x = 4. Tal 
vez el siguiente tipo de ventana nos ayude a lograrlo. 

(c) En la figura 1.78c se muestra la grafica en esta nueva ventana. Observe que tenemos 
una imagen mas completa de la grafica en esta ventana, lo que nos permite decir que 
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FIGURA 1.78 La grafica de f(x) = x 3 — 7x 2 + 28 ilustrada en ventanas de visualization de diferentes tamanos (ejem- 
plo 1). 


se trata de una grafica razonable de un polinomio de tercer grado. La eleccion correc- 
ta de las caracteristicas de la ventana o pantalla es un proceso de prueba y error, en el 
que se hace necesario resolver las dificultades que vayan surgiendo. 

EJEMPLO 2 Ventana cuadrada 

Cuando se despliega una grafica, la escala de las unidades x puede diferir de la escala de 
las unidades y, como en las graficas que se muestran en las figuras 1.78b y 1.78c. La ima- 
gen resultante esta distorsionada y puede ser enganosa. Para evitarlo, es posible hacer que 
la ventana tome una forma cuadrada comprimiendo o estirando las unidades en un eje para 
igualar la escala en el otro, con lo cual se obtendria la grafica correcta. Muchos sistemas 
tienen funciones integradas que permiten lograr la ventana “cuadrada”. Si el que usted uti- 
liza no las incluye, tendra que hacer algunos calculos y especificar manualmente el tama- 
no de la pantalla para obtener una ventana cuadrada, o pronosticar de alguna forma como 
se veria la imagen real. 

En la figura 1.79a se muestran las graficas de dos rectas perpendiculares y = xyy = 
-x + 3V2, junto con el semicirculo y una de ellas tangente a un punto del semicirculo 

y = V9-x 2 , en una ventana con medidas [—6, 6] por [—6, 8] y que, por lo tanto, no es 
cuadrada. Observe la distorsion. Las rectas no se ven perpendiculares y el semicirculo tie- 
ne forma eliptica. 

En la figura 1.79b se muestran las graficas de las mismas funciones en una ventana 
cuadrada, en donde la escala de las unidades x es igual a la de las unidades y. Observe que 
la ventana, que ahora mide [—6, 6] por [—4, 4] tiene el mismo eje x en ambas figuras, pero 
en la ultima la escala de dicho eje fue comprimida para lograr la ventana cuadrada. La figu¬ 
ra 1.79c ofrece una imagen mas grande, gracias a la ventana cuadrada de [—3, 3] por [0,4]. 

Si el denominador de una funcion racional es cero en algun valor de x dentro de la 
ventana, en una calculadora graficadora o un software para graficacion por computadora 



r 
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i 

\_ 
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FIGURA 1.79 Graficas de las rectas perpendiculares y = x y y = —x + 3\^2, y el semicirculo 
y = V9 - x 2 , en (a) una ventana no cuadrada, y (b) y (c) pantallas cuadradas (ejemplo 2). 
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podria producir un segmento de recta con inclinacion casi vertical de arriba a abajo de la 
pantalla, como en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 3 Graficar una funcion racional 


Grafique la funcion de y = j — x 


Solucion La figura 1.80a muestra la grafica en la ventana cuadrada predeterminada de 
un software para graficacion, cuyas medidas son [—10, 10] por [—10, 10]. Observe la linea 
recta vertical en x = 2. En realidad, este segmento no pertenece a la grafica, ya que x = 2 
no esta en el dominio de la funcion. Utilizando un procedimiento de prueba y error podemos 
eliminar la recta cambiando la escala para lograr una ventana de visualizacion mas pequena, 
de [—6, 6] por [—4, 4], con lo cual obtendremos una grafica mas confiable (figura 1.80b). 



FIGURA 1.80 Graficas de la funcion y 


y—- (ejemplo 3). 


Algunas veces la grafica de una funcion trigonometrica oscila muy rapido. Cuando 
una calculadora graficadora o un software de computadora grafica traza y conecta los 
puntos de la grafica, muchos de los puntos maximos y minimos se pueden perder de hecho 
se pierden, con lo cual la grafica resultante es muy enganosa. 


EJEMPLO 4 Graficar una funcion que oscila con rapidez 
Grafique la funcion de fix) = sen 100.x. 


En la figura 1.81a se muestra la grafica de/en una ventana de [—12, 12] por 
[—1, 1]. Como vemos, la grafica luce muy extrana, porque la curva seno debe oscilar pe- 
riodicamente entre -1 y 1. Este comportamiento no es notorio en la figura 1.81a. Para solu- 
cionar este problema podriamos probar con una ventana mas pequena, digamos de [—6, 6] 
por [—1, 1], pero, como se observa en la figura 1.81b, la grafica no mejora mucho en reali¬ 
dad. La dificultad esta en que el periodo de la funcion trigonometrica y = sen lOOx es 
muy pequeno, (2-77/100 ~ 0.063). Si elegimos una ventana mucho mas pequena, de 


1 



(a) 




(b) (c) 


FIGURA 1.81 Graficas de la funcion y = sen lOOxen tres ventanas de visualizacion. Debido a que el periodo es 
2-77/100 & 0.063, la ventana pequena en (c) muestra mejor el verdadero aspecto de esta funcion rapidamente 
oscilante (ejemplo 4). 
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[—0.1, 0.1] por [—1, 1] obtenemos la grafica que se muestra en la figura 1.81c. Esta grafi- 
ca revela las oscilaciones esperadas de una curva seno dentro de un intervalo pequeno. 

EJEMPLO 5 Otra funcion que oscila con rapidez 

Grafique la funcion de y = cos x + ^ sen 50x. 

En una ventana de [—6, 6] por [—1, 1] la grafica se parece mas a la funcion co- 
seno, con solo algunos picos suaves en ella (figura 1.82a). Se obtiene una mejor imagen 
cuando el tamano de la ventana se reduce significativamente, a [—0.6, 0.6] por [0.8, 1.02], 
como se ilustra en la figura 1.82b. Ahora vemos las pequenas pero rapidas oscilaciones del 
segundo termino, 1/50 sen 50x, sumadas con los valores comparativamente grandes de la 
curva coseno. 



1.02 


-1 

(a) 



0.6 


FIGURA 1.82 En (b) vemos un acercamiento de la funcion 
y — cos x + ~ sen 50x graficada en (a). Resulta claro que el termino cos x 
domina el segundo termino sen 50x, que produce las rapidas oscilaciones 
a lo largo de la curva coseno (ejemplo 5). 


EJEMPLO 6 Graficar una funcion impar con potencia fraccionaria 
Grafique la funcion de y = x */ 3 . 

Solucion Muchos dispositivos para graficacion muestran la grafica que se ilustra en la 
figura 1.83a. Cuando la comparamos con la grafica de y = x l,/3 = A/x de la figura 1.38, 
vemos que falta la parte izquierda para x < 0. La razon por la que las graficas difieren, 




-2 -2 

(a) (b) 

FIGURA 1.83 En (a) se pierde la rama izquierda de la grafica de y = x 1 / 3 . 
En (b) trazamos la grafica de la funcion /(x) = pi • | x | obteniendo 

I x | 

ambas ramas. (Vea el ejemplo 6). 
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TABLA 1.5 Precio de 
una estampilla postal 

Ano x 

Costoy 

1968 

0.06 

1971 

0.08 

1974 

0.10 

1975 

0.13 

1977 

0.15 

1981 

0.18 

1981 

0.20 

1985 

0.22 

1987 

0.25 

1991 

0.29 

1995 

0.32 

1998 

0.33 

2002 

0.37 


radica en que muchas calculadoras graficadoras y software para graficacion calculan x l,/3 
como e (1//3)In;c . (En el capitulo 7 se estudiaran las funciones exponencial y logaritmica). 
Y como la funcion logaritmica no esta definida para valores negativos de x, los dispositi- 
vos para graficacion solo pueden producir la parte derecha, donde x > 0. 

Para obtener la imagen completa, que muestre las dos partes, podemos graficar la 
funcion 

/M = ^-W 1/3 . 

Esta funcion es igual que x 1 / 3 excepto en x = 0 (donde / no esta definida, aunque 
0 1 / 3 = 0). En la figura 1.83b se muestra la grafica de/ 

Modelado empi'rico: como reflejar la tendencia 
de los datos recopilados 

En el ejemplo 3 de la seccion 1.4 verificamos la validez de la hipotesis de Kepler, segun la 
cual el periodo de la orbita planetaria es proporcional a la distancia media entre los plane - 
tas y el Sol, elevada a la potencia 3/2. Cuando resulta imposible plantear la hipotesis de 
una relacion entre una variable dependiente y una variable independiente, podemos reco- 
pilar datos y tratar de encontrar una curva que se “ajuste” a ellos de manera que se refleje 
la tendencia del diagrama de dispersion. El procedimiento mediante el cual se trata de en¬ 
contrar una curva que se ajuste a los datos se conoce como analisis de regresion, y a la 
curva resultante se le llama curva de regresion. Una calculadora graficadora o un software 
para graficacion realizan el analisis de regresion buscando una curva que minimice la suma 
de los cuadrados de las distancias verticales entre los puntos determinados por los datos y 
la curva. Este metodo de minimos cuadrados se revisara en la seccion de ejercicios 14.7. 

Hay varios tipos utiles de curvas de regresion, tales como rectas, potencias, polino- 
mios, exponenciales, logaritmicas y curvas senoidales. Muchas calculadoras graficadoras 
y programas para graficacion por computadora incluyen funciones de analisis de regresion 
para ajustar una variedad de curvas de regresion tipicas. El ejemplo siguiente ilustra el uso 
de la funcion de regresion lineal de una calculadora graficadora para ajustar los datos de la 
tabla 1.5 a una ecuacion lineal. 

EJEMPLO 7 Ajustar una recta de regresion 

Construya, a partir de los datos de la tabla 1.5, un modelo para determinar el precio de una 
estampilla postal como funcion del tiempo. Despues de verificar la “validez” del modelo, 
utilicelo para predecir el precio que tendra la estampilla en el 2010. 

Solucion Queremos construir un modelo para determinar el precio de una estampilla 
postal desde 1968. Hubo dos aumentos en 1981: uno de tres centavos y luego otro de dos 
centavos. Para poder comparar 1981 con los demas anos en la lista, sumamos ambos incre- 
mentos para un aumento total de cinco centavos, y obtenemos los datos de la tabla 1.6. En 
la figura 1.84a se muestra el diagrama de dispersion resultante. 


TABLA 1.6 Precio de una estampilla postal desde 1968 




x 0 3 6 7 

9 13 17 19 23 

27 

30 

34 

y 6 8 10 13 

15 20 22 25 29 

32 

33 

37 


Como el diagrama de dispersion es bastante lineal, intentamos el uso de un modelo lineal. 
Despues de introducir los datos en una calculadora graficadora (o software para grafica¬ 
cion) y seleccionar la opcion de regresion lineal, encontramos que la recta de regresion es 
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FIGURA 1.84 (a) Grafica de dispersion de los datos ( x, y) de la tabla 1.6. (b) 

Uso de la recta de regresion para estimar el precio de una estampilla en 2010. 
(Ejemplo 7). 


V = 0.94x + 6.10. 

La figura 1.84b muestra simultaneamente el diagrama de dispersion y la recta a la que se 
aproximo. La calidad del ajuste es notable, asi que el modelo parece razonable. 

A1 evaluar la recta de regresion, concluimos que en 2010 (x = 42), el precio de la es¬ 
tampilla sera 

y = 0.94(42) + 6.10 ~ 46 cents. 

El punto rojo que aparece sobre la recta de regresion de la figura 1.84b representa este 
pronostico. 

EJEMPLO 8 Encontrar una curva para predecir niveles de poblacion. 

Queremos predecir el tamano de una poblacion a futuro, por ejemplo, el numero de tru- 
chas o barbos en una granja de peces. La figura 1.85 muestra el diagrama de dispersion de 
los datos recolectados por R. Pearl para una poblacion de celulas de levadura (medida en 
biomasa) que crece con el paso del tiempo (medido en horas) en un nutriente. 


y 



Tiempo 

FIGURA 1.85 Biomasa del cultivo de levadura 
contra tiempo transcurrido (ejemplo 8). 

(Los datos se obtuvieron de “The Growth of Population”, Quart. 
Rev. Biol., Vol. 2(1927), pp. 532-548). 


Los puntos de la grafica parecen describir una curva razonablemente suave que tiende 
hacia arriba (tiende a ser creciente). Podriamos tratar de reflejar esta tendencia ajustando a 
una funcion polinomial (por ejemplo, una cuadratica y = ax 2 + bx + c), a una funcion 
de potencia (_v = ax*), o a una funcion exponencial (y = ae bx ). En la figura 1.86 se 
muestra el resultado obtenido con una calculadora al ajustar a un modelo cuadratico. 
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El modelo cuadratico y = 6.10x 2 — 9.28x + 16.43 parece ajustarse razonablemente 
bien los datos recopilados (figura 1 . 86 ). Usando este modelo, podemos predecir que, des¬ 
pues de 17 horas, la poblacion sera y(17) = 1622.65. Examinemos mas a fondo los datos 
obtenidos para ver si nuestro modelo cuadratico sigue siendo valido. 

En la figura 1.87 se ilustra una grafica que incluye todos los datos. Vemos ahora que 
laprediccionde _v(17) = 1622.65 sobreestimo en gran medida el crecimiento de la pobla- 
cion observada, que es de 659.6. que se debe que el modelo cuadratico no pudiera pre¬ 
decir un valor mas exacto? 


Tiempo 


FIGURA 1.86 Ajuste de una funcion 
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FIGURA 1.87 El resto de los datos de Pearl (ejemplo 8). 


El problema radica en el riesgo de predecir mas alia del rango de los datos usados pa¬ 
ra construir el modelo empirico. (El rango de datos utilizado para crear nuestro modelo 
fue 0 < x < 7.) Tal extrapolation es especialmente peligrosa cuando el modelo elegido 
no esta sustentado por alguna razon fundamental que sugiera cuales serian sus caracteristi- 
cas mas apropiadas. pQue nos llevo a decidir, en nuestro ejemplo de la levadura, que una 
funcion cuadratica nos ayudaria a predecir el crecimiento poblacional? 7 ,Por que no elegi- 
mos una funcion exponencial? ^Como predecir valores futures cuando nos enfrentamos a 
este tipo de disyuntiva? Como veremos al modelar el crecimiento poblacional en el capitu- 
lo 9, muchas veces el calculo puede ayudarnos. 


Analisis de regresion 

El analisis de regresion consta de cuatro pasos: 

1. Trazar los datos (en un diagrama de dispersion). 

2. Encontrar una funcion de regresion. Por ejemplo: para una recta, dicha fun¬ 
cion tiene la forma y = mx + b , y, en el caso de una funcion cuadratica, la 
forma y = ax 2 + bx + c. 

3. Superponer la grafica de la funcion de regresion al diagrama de dispersion pa¬ 
ra ver que tan bien se ajustan. 

4. Si el ajuste es satisfactorio, usar la funcion de regresion para predecir el valor 
de y dando valores de x que no esten en la tabla. 
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EJERCICIOS 1.7 


Election del tamano de la ventana de visualization 

En los ejercicios 1-4, use una calculadora graficadora o una computa- 
dora con un software para graficacion para que determine cual de las 
escalas de tamano de las ventanas de visualizacion que se dan muestra 
la grafica mas apropiada de la funcion especificada. 

1. /(x) = x 4 — lx~ + 6x 


a. [-1, 1] por [— 1, 1] 

b. 

[-2, 2] por [-5, 5] 

c. [-10, 10] por [-10, 10] 

d. 

[-5,5] por [-25, 15] 

2. /(x) = x 3 — 4x 2 — 4x + 16 



a. [-1,1] por [-5, 5] 

b. 

[-3,3] por [-10, 10] 

c. [-5, 5] por [-10, 20] 

d. 

[-20, 20] por [-100, 100] 

3. fix) = 5 + 12x — x 3 



a. [— 1, 1] por [— 1, 1] 

b. 

[-5,5] por [-10, 10] 

c. [-4, 4] por [-20, 20] 

d. 

[-4, 5] por [-15,25] 

4. fix) = V5 + 4x - x 2 



a. [-2, 2] por [-2, 2] 

b. 

[-2, 6] por [-1,4] 

c. [-3, 7] por [0, 10] 

d. 

[-10, 10] por [-10, 10] 


31. Grafique la mitad inferior del circulo definido por la ecuacion 
x 2 + 2x = 4 + 4 y - y 2 . 

32. Grafique la rama superior de la hiperbola y 2 — 16x 2 = 1. 

33. Grafique cuatro periodos de la funcion /(x) = — tan 2x. 

34. Grafique dos periodos de la funcion /(x) = 3 cot ^ + 1. 

35. Grafique la funcion /(x) = sen2x + cos3x. 

36. Grafique la funcion f(x) = sen 3 x. 

Graficacion en modo de puntos 

Otra forma de evitar las conexiones incorrectas cuando se usa un dis- 
positivo para graficacion, consiste en utilizar el “modo de puntos” 
que, como indica su nombre, solo grafica puntos. Si el dispositivo que 
usted utiliza cuenta con esta funcion, empleela para graficar las fun- 
ciones de los ejercicios 37-40. 

37. y = 38. y = sen| 

x 3 — 1 

39. y = xlxl 40. y = —r- 

x - 1 


Determination de los parametros de la ventana 
de visualizacion 


En los ejercicios 5-30, determine la escala apropiada de la ventana pa¬ 
ra la funcion dada, y usela para mostrar su grafica. 


5. /(x) = x 4 - 4x 3 + 15 

7. /(x) = x 5 — 5x 4 +10 
9. /(x) = xV9 - x 2 
11. y = 2x — 3x 2/3 
13. y = 5x 2 / 5 — 2x 
15. y = |x 2 — 11 


17. y = 


x + 3 
x + 2 


3 2 

6. /(x) = ^-^-2x + 1 

8. fix) = 4x 3 - x 4 
10 . /(x) = x 2 (6 — x 3 ) 

12 . y = x 1/3 (x 2 - 8) 

14. y = x 2 / 3 (5 - x) 

16. y = |x 2 — x| 


18. y = 1 - 


x + 3 


19. f{x) = 


21 . fix) = 


23. fix) = 


x" + 2 
x 2 + 1 

X — 1 

x 2 — x — 6 
6x 2 — 15x + 6 


4x 2 — lOx 
25. y = sen250x 


27. y = cos 


x 2 - 1 
x 2 + 1 
8 

x 2 - 9 

x 2 3 
x — 2 

26. y = 3 cos 60x 
28. y = ^sen 


20 . fix) = 


22 . fix) = 


24. fix) = 


29. y = x + — sen 30x 


30. y = x 2 + lOOx 


Analisis de regresion 

[3 41. En la tabla 1.7 se muestra el salario medio anual de los trabajado- 
res de la industria de la construccion. 


TABLA 1.7 Promedio de La compensacion 
anuaL de Los trabajadores de La construccion 

Ano 

Compensacion anual 
(dolares) 

1980 

22,033 

1985 

27,581 

1988 

30,466 

1990 

32,836 

1992 

34,815 

1995 

37,996 

1999 

42,236 

2002 

45,413 


Fuente: Oficina de analisis economico de EUA. 


a. Encuentre una funcion de regresion lineal para los datos. 

b. Encuentre la pendiente de la recta de regresion. Explique 
^que representa la pendiente? 
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c. Superponga la grafica de la ecuacion de regresion lineal al 
diagrama de dispersion de los datos. 

d. Use la ecuacion de regresion para predecir el promedio sala- 
rial anual de los trabaj adores de la industria de la construc¬ 
tion en el 2010. 

42. El precio medio de las casas unifamiliares se ha incrementado de 
manera continua desde 1970. Sin embargo, los datos de la tabla 
1.8 indican que tal aumento ha sido diferente en distintas partes 
del pais. 

a. Encuentre una ecuacion de regresion lineal para el costo de 
las casas en el noreste del pais. 

b. iQue representa la pendiente de la recta de regresion? 

c. Encuentre una ecuacion de regresion lineal para el costo de 
las casas en el medio oeste de la nation. 

d. ^,En que region del pais se esta incrementando mas rapida- 
mente el precio medio, en el noreste o en el medio oeste? 


TABLA 1.8 

Precio medio de Las casas unifamiLiares 


Noreste 

Medio oeste 

Ano 

(dolares) 

(dolares) 

1970 

25,200 

20,100 

1975 

39,300 

30,100 

1980 

60,800 

51,900 

1985 

88,900 

58,900 

1990 

141,200 

74,000 

1995 

197,100 

88,300 

2000 

264,700 

97,000 


Fuente: Asociacion Nacional de Bienes Raices®. 

43. Distancia de frenado de un vehiculo La tabla 1 .9 muestra la 
distancia de frenado total de un automovil como una funcion de 
su velocidad. 

a. Encuentre una ecuacion de regresion cuadratica para los datos 
de la tabla 1.9. 

b. Superponga la grafica de la ecuacion de regresion en forma 
cuadratica al diagrama de dispersion de los datos. 

c. Use la grafica de la ecuacion de regresion cuadratica para 
predecir el promedio de la distancia total de frenado para las 
velocidades de 72 y 85 mph. Confirme algebraicamente. 

d. Ahora use una de regresion lineal para predecir el promedio 
de la distancia total de frenado para las velocidades de 72 

y 85 mph. Superponga la recta de regresion al diagrama 
de dispersion de los datos. ^Cual grafica ofrece el mejor 
ajuste, la de regresion lineal o la de regresion cuadratica del 
inciso (b)? 

44. Ola de popa Las observaciones de las olas de popa que siguen 
a un barco en angulo recto a lo largo de su curso han revelado que 


TABLA 1.9 Distancia de frenado de un vehicuLo 

Promedio de la distancia 
Rapidez (mph) de frenado total (pies) 


20 

42 

25 

56 

30 

73. 

35 

91. 

40 

116 

45 

142. 

50 

173 

55 

209. 

60 

248 

65 

292. 

70 

343 

75 

401 

80 

464 


Fuente: Oficina de carreteras publicas de EUA. 


la distancia entre las crestas de estas olas (su longitud de onda) 
aumenta segun la velocidad del barco. La tabla 1.10 muestra la re¬ 
lation entre la longitud de onda y la velocidad del barco. 

a. Encuentre una funcion de regresion potencia y — ax b para los 
datos de la tabla 1.10, donde x es la longitud de onda y y es la 
velocidad del barco. 

b. Superponga la grafica de la ecuacion de regresion potencia al 
diagrama de dispersion de los datos. 


TABLA 1.10 

Longitud de onda 

Longitud de 

Rapidez 

onda(m) 

(km/h) 

0.20 

1.8 

0.65 

3.6 

1.13 

5.4 

2.55 

7.2 

4.00 

9.0 

5.75 

10.8 

7.80 

12.6 

10.20 

14.4 

12.90 

16.2 

16.00 

18.0 

18.40 

19.8 
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c. Use la grafica de la ecuacion de regresion potencia para pre- 
decir la velocidad del barco cuando la longitud de onda es de 
11 m. Confirme algebraicamente. 

d. Emplee ahora una regresion lineal para predecir la velocidad 
del barco cuando la longitud de onda es de 11 m. Superponga 


la regresion lineal al diagrama de dispersion de los datos. 
^Cual de las graficas ofrece el mejor ajuste, la de la regresion 
lineal o la de la regresion potencia del inciso (b)? 


Capftulo Preguntas de repaso 

1. ^Como se representan los numeros reales? ^Cuales son las princi- 
pales categorias que caracterizan las propiedades del conjunto de 
los numeros reales? <[,Cual son los principals subconjuntos de los 
numeros reales? 

2. ^,Como se describen los numeros racionales en terminos de ex¬ 
pansions decimales? ^Que son los numeros irracionales? Pro- 
porcione ejemplos. 

3. ^Cuales son las propiedades de orden de los numeros reales? 
<[C6mo se les utiliza en la resolution de problemas y ecuaciones? 

4. ^Que es el valor absolute de un numero? Proporcione ejemplos. 
^Como estan relacionados |— a\, \ab\, \ a/b\ y \a + b\ con \a\ 

y 1*1? 

5. ^,Como se usan los valores absolutos para describir intervalos o 
uniones de intervalos? Proporcione ejemplos. 

6. ^Como identificamos puntos en el piano usando el sistema de 
coordenadas cartesianas? iQue es la grafica de una ecuacion en 
las variables xyyl 

7. ^Como podemos encontrar una ecuacion para una recta si cono- 
cemos las coordenadas de dos puntos en la misma? ^Como hacer- 
lo si conocemos la pendiente de la recta y las coordenadas de un 
punto en la recta? i Y si conocemos la pendiente de la recta y, y su 
ordenada al origen? Proporcione, ejemplos. 

8. ^Cuales son las ecuaciones estandar para las rectas perpendicula- 
res a los ejes coordenados? 

9. ^,Como se relacionan entre si las pendientes de rectas mutuamente 
perpendiculares? <[C6mo se relacionan entre si las pendientes de 
dos rectas paralelas? Explique y proporcione ejemplos. 

10. ('.Cual es la relation entre la pendiente de una recta no vertical y 
su angulo de inclination? 

11. ^Como se determina la distancia entre dos puntos en el piano car- 
tesiano? 

12. ^Cual es la ecuacion estandar de un circulo con centra en (h, k) y 
radio al ^Que es un circulo unitario y cual es su ecuacion? 

13. Describa los pasos que deben seguirse para graficar el circulo 
x 2 + y 2 + 4x — 6y + 12 = 0. 

14. ^Cuales desigualdades describen los puntos del piano cartesiano 
que estan dentro de un circulo con radio a y centra en el punto 
(h, k)7 ^Cuales describen los puntos que estan dentro o sobre el 
circulo? ^Cuales los que estan fuera del circulo? ^Cuales los que 
estan fuera o sobre el circulo? 

15. Si a, b y c son constantes y a # 0, ^que se puede decir acerca de 
la grafica de la ecuacion y = ax 2 + bx + c? En particular, ^co- 
mo graficaria la curva y = 2x 2 + 4x7 


16. iQue es una funcion? ^Que es el dominio de una funcion? ^Que 
es el rango? ^Que es un diagrama de flechas de una funcion? De 
ejemplos. 

17. iQue es una funcion de valor real de variable real? ^Que es la 
prueba de la recta vertical? 

18. iQue es una funcion definida por partes? Proporcione ejemplos. 

19. ('.Cuales son los tipos de funciones mas importantes que suelen 
encontrarse en calculo? De un ejemplo de cada tipo. 

20. iQue se entiende por funcion creciente, en terminos de su grafi- 
ca?^Y por funcion decreciente? De un ejemplo de cada una. 

21. iQue es una funcion par? <[Que es una funcion impar? ^Que pro¬ 
piedades de simetria tienen las graficas de dichas funciones? 
<[,Que ventaja podemos sacar de esto? De un ejemplo de una fun¬ 
cion que no sea par ni impar. 

22. iQue significa que y es proportional a x7 ^Que significa que y es 
proporcional a x 3 / 2 ? ^Cual es la interpretation geometrica de pro- 
porcionalidad? ^Como se puede usar esta interpretation para 
probar una proporcionalidad propuesta? 

23. Si / y g son funciones de valor real, ^como se relacionan los do- 
minios de / + g, f — g, fg y f/g con los dominios de / y gl De 
ejemplos. 

24. ^Cuando es posible realizar una composition de una funcion con 
otra? De ejemplos de composiciones y sus valores en varios pun¬ 
tos. ^.Tiene importancia el orden en el que se componen las fun¬ 
ciones? 

25. (-.Como cambiaria la ecuacion y — f{x) para desplazar su grafica 
verticalmente hacia arriba o hacia abajo por un factor de k > 0? 
<[,C6mo lo haria para desplazar su grafica horizontalmente hacia 
la izquierda o hacia la derecha? De ejemplos. 

26. ,[,C6mo cambiaria la ecuacion y = f(x) para comprimir o estirar 
la grafica por c > 1 ? ^.Como lo haria para reflejar la grafica a lo 
largo de los ejes coordenados? De ejemplos. 

27. iCual es la ecuacion estandar de una elipse con centra en ( h , k)l 
<[,Cual es su eje mayor? ^.Cual su eje menor? De ejemplos. 

28. iQue es la medicion en radianes? ^.Corno se hace la conversion de 
radianes a grados? ^Como se hace la conversion de grados a ra¬ 
dianes? 

29. Grafique las seis funciones trigonometricas basicas. (j,Que sime- 
trias tienen las graficas? 

30. iQue es una funcion periodica? De ejemplos. ^.Cuales son los pe- 
riodos de las seis funciones trigonometricas basicas? 
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31. Comenzando con la identidad sen 2 6 + cos 2 6 = 1 y las formulas 
para cos (A + B) y sen (A + B ), muestre de que manera pueden 
obtenerse otras funciones trigonometricas. 

32. ^Como puede relacionarse la formula de la funcion seno dada en 
forma estandar /(x) = A sen ((2 t r/5)(x — C)) + con el despla- 
zamiento, dilatacion, compresion y reflexion de su grafica? De 


ejemplos. Trace la grafica de la funcion seno dada en forma es¬ 
tandar e identifique las constantes A, B, C y D. 

33. Mencione tres problemas que pueden surgir al graficar funciones 
con una calculadora graficadora o con un software de graficacion 
por computadora. 


CapituLo Ejercicios de practica 

Desigualdades 

En los ejercicios 1-4, resuelva las desigualdades y muestre el conjunto 
solucion en forma grafica (sobre la recta real). 

1. 7 + 2x > 3 2. —3x < 10 

- 1 , . x — 3 4 + x 

3. j (x - 1) < -^(x - 2) 4. —— >- y- 

Valor absoluto 

Resuelva las ecuaciones o las desigualdades de los ejercicios 5-8. 


X + 1 

= 7 

6. 

y — 3 1 

>-! 

>1 

8. 

2x + 7 

3 


Coordenadas 

9. Una particula se mueve en el piano, del punto A(—2, 5) al ejey, 
de manera que Ay iguala a 3Ax. ^.Cuales son las nuevas coorde¬ 
nadas de la particula? 

10. a. Grafique los puntos A( 8, 1), 5(2, 10), C(— 4, 6), D( 2, —3) y 

5(14/3, 6). 

b. Encuentre las pendientes de las rectas AB, BC, CD, DA, CE 
y BD. 

c. ^Alguna combinacion de cuatro de estos cinco puntos A, B, 

C, D y E forma un paralelogramo? 

d. ^Alguna combinacion de tres de los cinco puntos es colineal? 
^Como lo sabe? Explique 

e. ^Cuales de las rectas determinadas por los cinco puntos pasan 
por el origen? 

11. ^Los puntos A( 6 , 4), 5(4, —3) y C(—2, 3) forman un triangulo 
isosceles? ^Un triangulo rectangulo? ^Como lo sabe? Explique 

12. Encuentre las coordenadas del punto de la recta y = 3x + 1 que 
sea equidistante de (0, 0) y (—3, 4). 


Rectas 

En los ejercicios 13-24, escriba la ecuacion de la recta, dados los datos 
siguientes. 

13. Pasa por el punto (1, —6) con pendiente 3 

14. Pasa por el punto (—1,2) con pendiente —1/2 

15. La recta es vertical y pasa por el punto (0, —3) 


16. Pasa por los puntos (—3, 6) y (1, —2) 

17. La recta horizontal que pasa por (0, 2) 

18. Pasa por (3, 3) y (—2, 5) 

19. Con pendiente — 3 y ordenada al origen 3 

20. Pasa por el punto (3, 1) y es paralela a la recta 2x — y = —2 

21. Pasa por el punto (4, —12) y es paralela a la recta 4.t + 3y = 12 

22. Pasa por el punto (—2, —3) y es perpendicular a la recta 
3x — 5y = 1 

23. Pasa por el punto (—1,2) y es perpendicular a la recta 

0/2)* + (l/3)y = 1 

24. Con abscisa al origen 3 y ordenada al origen —5 


Funciones y graficas 

25. Exprese el area y la circunferencia de un circulo como funciones 
de su radio. Despues, exprese el area del circulo como una fun¬ 
cion de su circunferencia. 

26. Exprese el radio de una esfera como una funcion de su area super¬ 
ficial. Despues, exprese el area superficial de la esfera como una 
funcion de su volumen. 

27. Un punto P en el primer cuadrante esta sobre la parabola y = x 2 . 
Exprese las coordenadas de P como funciones del angulo de in- 
clinacion de la recta que une P con el origen. 

28. Un globo de aire caliente se eleva en linea recta desde el nivel del 
suelo, y es rastreado desde una estacion que esta localizada a 500 
pies del lugar del lanzamiento. Exprese la altura del globo como 
funcion del angulo que forma la recta que va desde la estacion 
hasta el globo en relation con el piso. 


En los ejercicios 29-32, determine si la grafica de la funcion es sime- 
trica respecto al eje y, al origen, o a ninguno de los dos. 


= x 1 ' 5 
31. y = x 2 — 2x — 1 


= x 2 / 5 
32. y = e~* 2 


En los ejercicios 33-40, determine si la funcion es par, impar o ningu- 
na de las dos. 


33. y = x 2 + 1 
35. y = 1 — cosx 


37 '^x^ 

39. y = x + cosx 


34. y = x 5 — x 3 — x 
36. y = sec x tan x 

38. y = 1 — senx 

40. y = Vx 4 - 1 












70 


Capi'tulo 1: Preliminares 


En los ejercicios 41-50, encuentre (a) el dominio, y (b) el rango 


41. y = \x\ — 2 

43. y = Vl6 - x 2 

45. y = 2e~ x - 3 

47. y = 2 sen (3x + n) — 1 

49. y = In (x — 3) + 1 


42. y = -2 + Vl - x 
44. y = 3 2 ~* + 1 
46. y = tan (2x — tt) 
48. y = x 2/s 
50. y = -1 + V2 - x 


Funciones definidas por partes 

En los ejercicios 51 y 52, encuentre (a) el dominio, y (b) el rango. 

51. y = 

52. y = 


V — X, 

-4 < x < 0 

Vx, 

0 < x < 4 

—x — 2, 

-2 < x < -1 

X, 

-1 < x < 1 

—x + 2, 

1 < x £ 2 


Composition con valores absolutos En los ejercicios 65-68, grafi- 
que juntas gi. Despues, explique como se ve afectada la grafica al to- 
mar valores absolutos despues de aplicar g\. 

gi(x) gi(x) = £i(x)[ 

65. x 3 

66. Vx 

67. 4 - x 2 

68. x 2 + x 

Trigonometria 

En los ejercicios 69-72, grafique la funcion dada. <^Cual es el periodo 
de la funcion? 

X 

69. y = cos2x 70. y = sen — 


I Vx| 

14 x 2 1 
|x 2 + X| 


En los ejercicios 53 y 54, escriba una formula para definir por partes 
cada funcion. 




71. y = senirx 72. y = cos-^- 

73. Grafique y = 2 cos 

74. Grafique y = 1 + i 

En los ejercicios 75-78, ABC es un triangulo rectangulo con el angulo 
recto en C. Los angulos A,ByC son opuestos a los lados a,byc, res- 
pectivamente. 



Composicion de funciones 

En los ejercicios 55 y 56, encuentre 

a. (/°g)(—1). b. (r/)(2). 

c- (/ ° f)(x) . d. (g ° g)(x). 

55. /(x) = g(x) = *- 

Vx + 2 

56. /(x) = 2 — x, g(x) = Vx + 1 

En los ejercicios 57 y 58, (a) escriba la composicion resultante pa¬ 
ra f ° gy g ° f>y encuentre (b) el dominio y (c) el rango de cada 
una. 

57. /(x) = 2 — x 2 , g(x) = Vx + 2 

58. /(x) = Vx, g(x) = Vl - x 

Composicion con valores absolutos En los ejercicios 59-64, grafique 
juntas /1 y fi- Despues, explique como se ve afectada la grafica al 
aplicar la funcion valor absoluto antes de aplicar f\ 

fi(x) f 2 {x) = /i(|jc|) 


59. 

X 

|x| 

60. 

X 3 

IV 

61. 

x 2 

IV 

62. 

X 

J_ 

|x| 

63. 

Vx 

V|xj 

64. 

senx 

sen lx 


75. a. Encuentre ay b sic = 2,B = rr/3 . 
b. Encuentre aycsib = 2,B = tt/3 . 

76. a. Exprese a en terminos de A y c. 
b. Exprese a en terminos de Ay b. 

77. a. Exprese a en terminos de By b. 
b. Exprese c en terminos de Ay a. 

78. a. Exprese seno A en terminos de a y c. 
b. Exprese seno A en terminos de by c. 

79. Altura de un poste Dos cables van de la parte superior T de un 
poste vertical, a dos puntos. By C, colocados en el piso, donde C 
esta 10 m mas cerca de la base del poste que B. Si el cable BT forma 
un angulo de 35° con la horizontal y el cable CT forma un angulo 
de 50° con la horizontal, ^cual es la altura del poste? 

80. Altura de un globo meteorologico Dos observadores colocados 
en las posiciones Ay By separados entre si 2 km, miden simulta- 
neamente el angulo de elevation de un globo meteorologico, siendo 
las medidas de 40° y 70°, respectivamente. Determine la altura 
del globo si este se ubica justo sobre un punto del segmento de 
recta entre Ay B. 

El 81. a. Grafique la funcion /(x) = senx + cos(x/2). 

b. ^Cual es el periodo de la funcion? 

c. Confirme algebraicamente la respuesta que dio en el inciso (b). 
82. a. Grafique la funcion/(x) = sen(l/x). 

b. ^Cuales son el dominio y el rango de/? 

c. La grafica de/esta dada. Grafique cada funcion. 
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Capftulo Ejercicios adicionales y avanzados 


Funciones y graficas 

1. La grafica de/ esta dada. Grafique cada funcion. 
a. y = f(-x) b. v = -f(x) 

c. y = — 2f(x + 1) + 1 d . y = 3 f(x — 2) — 2 



2. A continuacion se muestra una parte de la grafica de una funcion 
definida en [—3, 3] . Complete la grafica suponiendo que la fun¬ 
cion es 

a. par. b. impar. 


y 



13. Encuentre sen B si a = 2, b = 3, c = 4. 

14. Encuentre sen C si a = 2, b = 4, c = 5. 


Deducciones y pruebas 

15. Demuestre las siguientes identidades trigonometricas. 

1 — cosx _ sen x 
a ' sen.t - 1 + cos x 


b. 


1 — cosx 

1 + COSJC 



16. Explique la siguiente “prueba sin palabras” de la ley de los cose- 
nos. ( Fuente: “Proof without Words: The Law of Cosines”, Sid¬ 
ney H. Kung, Mathematics Magazine, Vol. 63, No. 5, die. 1990, 
p. 342). 



17. Demuestre que el area del triangulo ABC esta dada por 
(!/2)a6senC = (l/2)6csenA = (l/2)casen5. 


C 



3. ^Explique si existen dos funciones / y g tales que 
f°g~g°f c> - Justifique su respuesta. 

4. ^Existen dos funciones/y g con la propiedad siguiente? Las gra¬ 
ficas de/y g no son rectas, pero la grafica de / ° g si lo es. Justi¬ 
fique su respuesta. 

5. Si f(x) es impar, i se puede decir algo de g(x) = f(x ) — 2? ^Que 
ocurriria si/fiiera par? Justifique su respuesta. 

6. Si g(x) es una funcion impar definida para todos los valores de x, 
^se puede decir algo acerca de g(0)? Justifique su respuesta. 

7. Grafique la ecuacion|x| + \y\ = 1 + x. 

8. Grafique la ecuacion y + \y\ = x + / [. 

Trigonometria 

En los ejercicios 9-14, ABC es un triangulo arbitrario con lados a, by 

c y angulos opuestos A, B y C, respectivamente. 

9. Encuentre b si a = a/3 ,A = 7t/3, B = -77-/4. 

10. Encuentre sen 5 si a = 4, b = 3, A = rr/4. 

11. Encuentre cos A si a = 2, b = 2, c = 3. 

12. Encuentre c si a = 2, b — 3, C = -77-/4. 


18. Demuestre que el area del triangulo ABC esta dada por 

V s{s — a)(s - b)(s - c) donde s = (a + b + c)/2 es el semi- 
perimetro del triangulo. 

19. Propiedades de las desigualdades Si a y b son numeros reales, 
decimos que a es menor que b, y escribimos a < b si (y solo si) 
b — a es positivo. Use esta definicion para probar las siguientes 
propiedades de las desigualdades. 

Si a, b y c son numeros reales, entonces: 

1 ,a<b=>a + c<b + c 

2 . a<b=>a — c<b — c 

3. a < by c > 0 => ac < be 

4. a<byc<0=> be <ac 

(Caso especial: a < b => — b < —a) 
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5. a > 0 => ^ > 0 

6. 0 < a < b ^ 

1. a<b<0^\<\ 

20. Pruebe que las siguientes desigualdades se cumplen para cual- 
quier numero real ay b. 

a. | a | < | b | si y solo si a 2 < b 

b. \a - b\ > 11a| — 161| 

Generalizacion de la desigualdad triangular Demuestre, median- 
te induccion matematica, que las desigualdades de los ejercicios 21 y 
22 se satisfacen para cualesquiera n numeros reales a\,a 2 ,..., a n . (El 
apendice 1 revisa la induccion matematica). 

21. \a\ + a 2 + + a„\ ■& |«i | + |« 2 1 + " • + \a n \ 

22. \ai + a 2 + ■■■ + a„ | > |zz! | - \a 2 \ - ■■■ - \a n \ 

23. Demuestre que si / es tanto par como impar, entonces fix) = 0 
para toda x en el dominio de/ 

24. a. Descomposiciones par-impar Sea / una funcion cuyo domi¬ 

nio es simetrico respecto al origen, esto es, que — x pertenece 
al dominio siempre que x tambien pertenezca a el. Pruebe que 
/es la suma de una funcion par y una funcion impar: 

fix) = E(x) + 0(x), 

donde E es una funcion par y O es una funcion impar. (Suge- 
rencia: Sea E{x) = (f(x) + /(—x))/2 demuestre que 
E( —x) = E{x ), de manera que E es par. Despues demuestre 
que 0(x) = f{x) — E(x) es impar). 

b. Unicidad Demuestre que existe solo una manera de escribir 
/como la suma de una funcion par y una impar. ( Sugerencia: 
Una manera se menciono en el inciso (a). Si tambien 
fix) = E\ix) + 0\ix) donde E x es par y O x es impar, de¬ 
muestre que E — E\ = 0\ — O. Despues use el ejercicio 23 
para probar que E = E\ y O = Of). 

Exploraciones con calculadoras graficadoras o 
computadoras con algun software para graficar. 
Efectos de los parametros 

25. iQue le pasa a la grafica de y = ax 2 + bx + c conforme 

a. a cambia mientras bye permanecen fijos? 

b. b cambia (aye fijos, a ^ 0)? 

c. c cambia (a y b fijos, a ¥= 0)? 

26. iQue le pasa a la grafica de y = a(x + b) 3 + c conforme 
a. a cambia mientras bye permanecen fijos? 


b. b cambia (aye fijos, a ^ 0)? 

c. c cambia (a y b fijos, a # 0)? 

27. Encuentre todos los valores de la pendiente de la recta 
y = mx + 2 para los que la interseccion con el eje x excede 1/2. 

Geometrfa 

28. El centra de masa de un objeto se mueve a una velocidad constante 
v a lo largo de una recta que pasa por el origen. La figura siguien- 
te muestra el sistema coordenado y la recta de movimiento. Los 
puntos indican las posiciones del objeto en cada segundo. /.Por 
que todas las areas A x , A 2 ,.. ■, As de la figura son iguales? Como 
en la ley de areas iguales de Kepler (vea la seccion 13.6), la recta 
que une el centra de masa del objeto recorre areas iguales en 
tiempos iguales. 


y 



29. a. Encuentre la pendiente de la recta desde el origen al punto me¬ 
dio P del lado AB del triangulo ilustrado en la figura siguiente 
(a, b > 0). 


y 



b. ^Cuando OP es perpendicular a AB? 


Capi'tulo Proyectos de aplicacion tecnologica 

Un vistazo 

Una revision de Matheniatica es suficiente para completar los modulos de Mathematica que aparecen en el sitio Web. 

Modulo Mathematica/Maple 

Trabajo con modelos matematicos: Resortes, conduccion automovilistica segura, radioactividad, arboles, peces y mamiferos. 
Construya e interprete modelos matematicos; analicelos y mejorelos, y haga predicciones a partir de ellos. 







Capitulo 



LfMITES Y CONTINUIDAD 


INTRODUCCION El concepto que marca la diferencia entre el calculo y el algebra y la tri- 
gonometrla, es el de llmite. El llmite es fundamental para determinar la tangente a una cur- 
va o la velocidad de un objeto. 

En este capitulo se desarrolla dicho concepto, primero de manera intuitiva y luego 
formalmente. Usaremos llmites para describir la forma en que varla una funcion/ Algunas 
funciones varlan continuamente; los cambios pequenos en x producen ligeras modifica- 
ciones en /(x). Otras funciones pueden tener valores que saltan o que cambian con brus- 
quedad. El concepto de llmite nos proporciona un metodo preciso para distinguir entre es- 
tos comportamientos. La aplicacion geometrica del llmite para definir la tangente a una 
curva, conduce directamente al importante concepto de la derivada de una funcion. La de- 
rivada, que analizaremos a fondo en el capitulo 3, cuantifica la manera en que cambian los 
valores de una funcion. 



Razon de cambio y Ifmites 


En esta seccion hablaremos de las razones de cambio promedio e instantaneo. A partir de 
ellas abordaremos nuestro concepto principal: la idea de limite. 


Velocidad promedio y velocidad instantanea 

La velocidad promedio que tiene un cuerpo en movimiento durante un intervalo de tiem- 
po, se encuentra al dividir la distancia recorrida entre el lapso de tiempo. La unidad de me- 
dida es longitud por unidad de tiempo: kilometres por hora, pies por segundo o cualquiera 
otra que sea adecuada para el problema en cuestion. 


EJEMPLO 1 Determinacion de la velocidad promedio 

Una piedra cae de un acantilado desde el reposo. ( ',Cual es su velocidad promedio 

(a) durante los primeros dos segundos de la caida? 

(b) durante el intervalo de un segundo entre el segundo 1 y el segundo 2? 


Solucion Para resolver este problema usamos el hecho, descubierto por Galileo a finales 
del siglo xvi, de que un objeto solido que se deja caer desde el reposo (sin moverse), de 
manera que descienda libremente cerca de la superficie de la tierra, recorrera una distancia 
proporcional al cuadrado del tiempo que dura la caida. (Esto supone despreciar la resisten- 
cia que ejerce el aire y frena el objeto, y descartar la influencia de fuerzas distintas a la 
gravedad sobre el objeto en caida. A este tipo de movimiento se le denomina caida libre). 
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Biografia historica* 

Galileo Galilei 
(1564-1642) 


Si y denota la distancia recorrida en pies despues de t segundos, de acuerdo con la ley de 
Galileo 

y = 16 1 2 , 


donde 16 es la constante de proporcionalidad. 

La velocidad promedio de la piedra durante un intervalo de tiempo dado, es igual al 
cambio en la distancia, A y, dividido entre el intervalo de tiempo, At. 


(a) Para los primeros 2 segundos: 

(b) Del segundo 1 al segundo 2: 


Ay 

16(2) 2 - 

16(0) 2 

pies 

At 

2 - 

0 

= 32- 

seg 

Ay 

16(2) 2 - 

16(1)2 

pies 
~ ^ seg 

At 

2 - 

1 


En el ejemplo siguiente se examina que pasa cuando se busca la velocidad promedio de un 
objeto que cae, en intervalos de tiempo cada vez mas cortos. 


EJEMPLO 2 Determinacion de la velocidad instantanea 
Encontrar la velocidad de la piedra que cae en t = l y t = 2 seg. 

Solucion Podemos calcular la velocidad promedio de la piedra en el intervalo de tiempo 
[t 0 , t 0 + h ], cuya longitud At = h, como 

Ay 16(to + h) 2 — 16/o 2 

a 7 =- J, -■ (1) 

No es posible usar esta formula para calcular la velocidad “instantanea” en t 0 sustituyendo 
h = 0, ya que la division por cero no esta definida. Sin embargo, si podemos emplearla 
para calcular la velocidad promedio en lapsos cada vez mas cortos, empezando en t 0 = 1 y 
t 0 = 2. Cuando lo hacemos asi, vemos un patron (tabla 2.1). 


TABLA 2.1 Velocidad promedio en intervalos de tiempo pequefios 


Av 

Velocidad promedio: 


16(to + h) 2 — 16?o 2 
h 


Longitud del 
intervalo 
de tiempo h 

Velocidad promedio 
en intervalo de longitud 

It empezando en t 0 = 1 

Velocidad promedio 
en intervalo de longitud 
h empezando en t 0 = 2 

1 

48 

80 

0.1 

33.6 

65.6 

0.01 

32.16 

64.16 

0.001 

32.016 

64.016 

0.0001 

32.0016 

64.0016 


La velocidad promedio a medida que disminuye la longitud del intervalo que empieza 
en t 0 = 1, aparentemente se aproxima a un valor limite igual a 32 a medida que disminuye 
la longitud del intervalo. Esto sugiere que la piedra esta cayendo a una velocidad de 32 
pies/seg en t 0 = 1 seg. Confirmemos esto algebraicamente. 


*Para aprender mas acerca de estos personajes historicos y sobre el desarrollo de los principales temas y 
elementos relacionados con el calculo, visite www.aw-bc.com/thomas. 
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y 



o x, x 2 


FIGURA 2.1 Una secante de la 
grafica y ~f(x). Su pendiente es 
Ay/Ax, la razon de cambio promedio 
de/en el intervalo [x b x 2 ]. 


Si fijamos t 0 = 1, y luego desarrollamos el numerador de la ecuacion (1) y simplifica- 
mos, encontramos que 


Ay 

At 


16(1 + h) 2 - 16(1 ) 2 16(1 + 2 h + h 2 ) - 16 


32 h + 16 h 2 


= 32 + 16 h. 


Para valores de h distintos de 0, las expresiones de la derecha y la izquierda son equivalen- 
tes, y la velocidad promedio es 32 + 16 h pies/seg. Ahora podemos ver por que la velocidad 
promedio tiene el valor limite 32 + 16(0) = 32 pies/seg a medida que h tiende a 0. 

De manera similar, al fijar t 0 = 2 en la ecuacion (1), el procedimiento da por resultado 

Ay 

— = 64 + 16 h 
At 

para valores de h distintos de 0. Conforme h se acerca cada vez mas a 0, la velocidad pro¬ 
medio en t 0 = 2 seg tiene el valor limite de 64 pies/seg. 


Razones de cambio promedio y rectas secantes 

Dada una funcion arbitrariay = fix), calculamos la razon de cambio promedio de v respec- 
to de x en el intervalo [xi, x 2 ] dividiendo el cambio en el valor de y. Ay = /(x 2 ) -f(x\), en- 
tre la longitud Ax = x 2 - X\ = h del intervalo donde ocurre el cambio. 


DEFINICION Razon de cambio promedio en un intervalo 

La razon de cambio promedio de y =/(x) respecto de x en el intervalo [x b x 2 ] es 

Ay = /(x 2 ) - f(xi) = f(xi + h) - f(x i) 

Ax ~ x 2 - xi h ’ " * U - 


Geometricamente, la razon de cambio de / en [x,, x 2 ] es la pendiente de la recta que pasa 
por los puntos P(xi,f(x\)) y (?(x 2 ,/(x 2 )) (figura 2.1). En geometria, la recta que une dos 
puntos de una curva es una secante de la misma. En consecuencia, la razon de cambio 
promedio de/desde X\ a x 2 es identica a la pendiente de la secante PQ. 

Muchas veces, los biologos experimentales quieren saber la razon a la que crecen las 
poblaciones bajo condiciones controladas en el laboratorio. 

EJEMPL0 3 La razon promedio de crecimiento en una poblacion analizada en laboratorio 

En la figura 2.2 se muestra el crecimiento poblacional de la mosca de la fruta ( Drosophila ) 
durante un experimento de 50 dias. El numero de moscas se conto en intervalos regulares 
de tiempo, y los valores se graficaron en relacion con el tiempo; los puntos resultantes fue- 
ron unidos mediante una curva suave (de color azul en la figura 2.2). Encontrar la razon 
promedio de crecimiento entre los dias 23 y 45. 


Solucion El dia 23 habia 150 moscas, y 340 el dia 45. Por lo tanto, el numero de moscas 
se incremento 340 - 150 = 190 en 45 - 23 = 22 dias. La razon de cambio promedio de la 
poblacion entre los dias 23 y 45 fue 


Ap 

Razon de cambio promedio: 


340 - 150 
45 - 23 


190 

22 


8.6 moscas/dia. 













76 


Capitulo 2: Li'mites y continuidad 


P 



FIGURA 2.2 Crecimiento de la poblacion de la mosca de la 
fruta en un experimento controlado. La razon de cambio 
promedio en 22 dlas es la pendiente Ay/Ax de la recta secante. 


Este promedio es la pendiente de la secante que pasa por los puntos P y Q en la grafica de 
la figura 2 . 2 . 

Sin embargo, la razon de cambio promedio entre los dias 23 y 45 calculada en el ejem- 
plo 3 no nos indica que tan rapido se modified la poblacion tan solo el dia 23. Para conocer 
ese data necesitamos examinar intervalos de tiempo mas cercanos al dia en cuestion. 

EJEMPLO 4 La razon de crecimiento en el dia 23 

^Que tan rapido aumento la poblacion de moscas del ejemplo 3 el dia 23? 

Solucion Para contestar esta pregunta, examinamos las razones de cambio promedio en 
intervalos de tiempo cada vez mas pequenos a partir del dia 23. En terminos geometricos, 
para encontrar estas razones debemos calcular las pendientes de las secantes de P a Q, pa¬ 
ra una serie de puntos Q que se acercan a P a lo largo de la curva (figura 2.3). 

Los valores de la tabla muestran que las pendientes de las secantes aumentan de 8.6 a 
16.4 a medida que la coordenada t de Q decrece de 45 a 30, lo que nos permitiria suponer 
que las pendientes se incrementaran ligeramente a medida que t siga su camino hacia 23. 


Q 

Pendiente de PQ = Ap/At 
(moscas/dia) 

(45, 340) 

340 - 150 _ 
45 - 23 ~ 

8.6 

(40, 330) 

330 - 150 

40 - 23 ~ 

10.6 

(35,310) 

310 - 150 
35-23 

13.3 

(30, 265) 

265 - 150 _ 
30 - 23 ~ 

16.4 


P 



FIGURA 2.3 Las posiciones y las pendientes de cuatro secantes por el punto P en la grafica de las moscas de la fruta 
(ejemplo 4). 
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Desde el punto de vista geometrico, las secantes giran alrededor de P y parecen acercarse a 
la recta de color mas solido de la figura, que pasa por P siguiendo la misma direccion 
que la curva que atraviesa en el punto P. Como veremos, esta recta se denomina tangente 
de la curva en P. En vista de que aparentemente la recta pasa por los puntos (14, 0) y (35, 
350), tiene una pendiente 



= 16.7 moscas/dia (aproximadamente). 


El dia 23, la poblacion se incremento a una razon de mas o menos 16.7 moscas/dia. I 

Las razones a las que cayo la piedra del ejemplo 2 en los instantes t = 1 y t = 2, y la ra¬ 
zon a la que se modified la poblacion del ejemplo 4 el dia t = 23, se denominan razones de 
cambio instantaneas. Como sugieren los ejemplos, para encontrar las razones instantaneas 
debemos determinar los valores limite de razones promedio. En el ejemplo 4 tambien se 
explico que la recta tangente a la curva de poblacion en el dia 23 representa una posicion 
limite de las rectas secantes. Las razones instantaneas y las rectas tangentes, conceptos in- 
timamente relacionados, aparecen en muchos otros contextos. Para hablar de forma cons- 
tructiva acerca de ellas y entender mejor su conexion, es necesario investigar el proceso 
por medio del cual se determinan los valores limite, o simplemente limites, como los 11a- 
maremos de aqui en adelante. 

Li'mites de valores de funciones 

Aunque nuestros ejemplos han sugerido la idea de limite, es necesario dar una definicion 
informal de dicho concepto. Sin embargo, pospondremos la definicion formal hasta contar 
con mas informacion. 

Sea /(x) definida en un intervalo abierto alrededor de x 0 , excepto, posiblemente, en el 
mismo punto x 0 . Si f(x) se acerca tanto como queramos a L (tanto como queramos) para to- 
da x lo suficientemente cerca de x 0 , decimos que / se aproxima al limite L cuando x se 
acerca a x 0 , y escribimos 


lim /(x) = L, 


el cual se lee como “el limite de /(x) cuando x tiende a x 0 es Z”. En esencia, la definicion 
afirma que los valores de/(x) estan cerca del numero L siempre que x esta cerca de x 0 (por 
cualesquiera de los lados de x 0 ). Esta definicion es “informal” ya que frases como tanto 
como queramos y suficientemente cerca son imprecisas; su significado depende del con- 
texto. Para un mecanico que fabrica un piston, cerca significa milesimas de pulgada. Para 
un astronomo que estudia las galaxias distantes, cerca significa algunos miles de anos luz. 
A pesar de ello, la definicion es lo bastante clara para permitirnos reconocer y evaluar li¬ 
mites de funciones especificas; no obstante, cuando probemos teoremas relacionados con 
limites —en la seccion 2.3—, necesitaremos una definicion mas precisa. 

EJEMPLO 5 Comportamiento de una funcion cerca de un punto 
/.Como se comporta la funcion 


al estar cerca de x = 1 ? 

Solucion La formula dada define a/para todos los numeros reales x, excepto x = 1 (no 
es posible dividir entre cero). Para cualquier x A 1, podemos simplificar la formula facto- 
rizando el numerador y eliminando los factores comunes: 


f(x) 


(x — l)(x + 1) 


= X + 1 


X — 1 


para x A 1. 
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y 



1 o] l 

FIGURA 2.4 La grafica de/es 
identica a la recta y = x + 1 excepto 
en el punto x = 1, donde/no esta 
definida (ejemplo 5). 


Por lo tanto, la grafica de/es la recta y = x+ 1 sin el punto (1, 2). En la figura 2.4 se indi- 
ca dicho punto eliminado mediante un clrculo vacio o “hueco”. Aun cuando/{ 1) no esta 
definida, es claro que podemos determinar el valor de/(x) tan cerca como queramos de 2 , 
eligiendo un valor de x lo suficientemente cercano a 1 (tabla 2 . 2 ). 


TABLA 2.2 Cuando x esta mas cerca de 1 ,/(x) = (x 2 - l)/(x - 1) 
parece estar mas cerca de 2 


Valores de x arriba y debajo de 1 

s 

2 

II 

x K, 

0.9 

1.9 

1.1 

2.1 

0.99 

1.99 

1.01 

2.01 

0.999 

1.999 

1.001 

2.001 

0.999999 

1.999999 

1.000001 

2.000001 


Decimos que el limite de/(x) se acerca a 2 a medida que x se aproxima a 1, y escribimos 

x 2 - 1 

lim /(x) = 2 , o lim 1 -. = 2 . 

x-*l x —* l -x - 1 

EJEMPLO 6 EL valor limite no depende de como se define La funcion en Xo 

En la figura 2.5, la funcion / tiene limite 2 cuando x->la pesar de que / no esta definida en 
x = 1. La funcion g tiene limite 2 a medida que x —* 1 aun cuando 2 A g( 1). La funcion 
h es la unica cuyo limite es x-> 1 igual a su valor en x = 1. Tenemos que para h. 




FIGURA 2.5 Los llmites de/(x), g{x) y h(x) son iguales a 2 conforme x se acerca a 1. 
Sin embargo, solamente h(x) tiene el mismo valor de la funcion que su limite en el 
punto x = 1 (ejemplo 6). 
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y 



y 


k 

Vj 

II 


T 

l 

l 

i 

i 

i 

1 V 

0 

*0 


(b) Funcion constante 


h'm x ^i h(x) = h{ 1). Esta igualdad del limite y el valor de la funcion es especial; volvere- 
mos a hablar de ella en la seccion 2.6. 

Algunas veces se puede evaluar lim v ^ Xo /(x) calculando /(x 0 ). Esta afirmacion es va- 
lida, por ejemplo, siempre que /(x) es una combination algebraica de funciones polino- 
miales y trigonometricas para la que /(x 0 ) esta definida. (En las secciones 2.2 y 2.6 vere- 
mos mas acerca de esto). 


EJEMPLO 7 Determination de li'mites calculando f(x 0 ) 


(a) lim(4) = 4 

x—>2 

(b) lim (4) = 4 

x —*—13 

(c) lim x = 3 

x—>3 


(d) lim ( 5x 

x—>2 


(e) lim 


3) = 10 - 3 = 7 
3x + 4 -6 + 4 2 


2 x + 5 


-2 + 5 


EJEMPLO 8 Las funciones identidad y constante tienen li'mites en cualquier punto 


FIGURA 2.6 Las funciones del ejemplo 8. 


(a) Si/es la funcion identidad/(x) = x, para cualquier valor de x 0 (figura 2.6a) 


lim /(x) = lim x = Xo- 

x—>x 0 x—>xo 


(b) Si/es la funcion constante f(x) = k (una funcion con el valor k constante), para cual¬ 
quier valor de x 0 (figura 2.6b), 


lim /(x) = lim k = k. 

x-+x 0 x—>*0 

Por ejemplo, 

lim x = 3 y lim (4) = lim(4) =4. 

x—>3 x—1 x—>2 

Estos resultados se comprueban en el ejemplo 3 de la seccion 2.3. 

En la figura 2.7 se ilustran algunas formas en las que los limites podrian ser inexisten- 
tes; en el siguiente ejemplo describiremos estos casos. 



FIGURA 2.7 Ninguna de estas funciones tiene limite conforme x se acerca a 0 (ejemplo 9). 
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EJEMPLO 9 

Analicemos el 

(a) U(x) = | 


Una funcion podria 
comportamiento de 

0 , x < 0 
1, x & 0 


carecer de Li'mite en un punto de su dominio 
las funciones siguientes cuando x —» 0 . 


(b) g(x) 

(c) fix) 


J, x A 0 
0 , x = 0 

0, x s 0 
sen^, x > 0 


Solucion 

(a) La funcion presentada en (a) tiene un salto: La funcion escaldn unitario U(x) no tiene 
limite a medida que x —* 0 ya que sus valores saltan en x = 0. Para valores negativos 
de x arbitrariamente cercanos a cero, U(x) = 0. Para valores positivos de x arbitraria- 
mente cercanos a cero, U(x) = 1. No hay un unico valor de L al que U(x) se acerque 
cuando U(x) como x —> 0 (figura 2.7a). 

(b) La funcion presentada en (b) crece demasiado: g(x) no tiene limite a medida que x —» 0 
ya que los valores de g aumentan arbitrariamente en valor absoluto cuando x —> 0 y no 
permanecen cerca de ningun numero real (figura 2.7b). 

(c) La funcion presentada en (c) oscila demasiado : /(x) no tiene limite a medida que 
x — > 0 ya que sus valores oscilan entre +1 y -1 en todo intervalo abierto que contenga a 
0. Los valores no permanecen cerca de ningun numero cuando x —» 0 (figura 2.7c). ■ 

Uso de calculadoras y computadoras para estimar li'mites 

Las tablas 2.1 y 2.2 ilustran el uso de calculadoras o computadoras para calcular numeri- 
camente un limite a medida que x se acerca cada vez mas a x 0 . Este procedimiento tambien 
podria ser util para determinar los limites de funciones como los que se presentaron en el 
ejemplo 7 (llamadas funciones continuas; analizaremos este tipo de funciones en la sec- 
cion 2.6). Sin embargo, las calculadoras y computadoras pueden dar valores falsos y pro- 
vocar impresiones enganosas para funciones que no estan definidas en un punto, o en los 
casos en los que no existe limite. El calculo diferencial nos ayudara a determinar los valo¬ 
res reales cuando una calculadora o computadora provea informacion extrana o ambigua 
en relacion con el comportamiento de una funcion cerca de algun punto (vea las secciones 
4.4 y 4.6). Por el momento, lo unico que hace falta es tener presente la posibilidad de que 
el uso de calculadoras o computadoras para aproximar el valor de un limite de resultados 
erroneos. He aqui un ejemplo. 

EJEMPLO 10 Adivinando un limite 
Calcular el valor de lim ^- Y + . 

x—*o X z 

Solucion En la tabla 2.3 se listan los valores de la funcion para varios valores cercanos a 
x=0. Cuando x se aproxima a 0 pasando por los valores ±1, ±0.5, ±0.10y ±0.01,parece 
que la funcion se aproxima al numero 0.05. 

Al tomar valores aun mas pequenos de x, ±0.0005, ±0.0001, ±0.00001 y ±0.000001, 
parece que la funcion se aproxima al numero 0 . 

Entonces, <,cual es la respuesta? /,Es 0.05, 0 o algun otro valor? Los valores obtenidos 
mediante calculadora o computadora son ambiguos, pero los teoremas de limites que se 
presentan en la siguiente seccion nos confirmaran que el valor correcto del limite es 
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TABLA 2.3 

VaLores de la computadora de/(x) = + 1 2 °°—— 

cerca de x 

= 0 


JC 

fix) 


±1 

0.049876' 


±0.5 

0.049969 

> ^se aproxima a 0.05? 

±0.1 

0.049999 

±0.01 

0.050000 

> 


±0.0005 

0.080000' 


±0.0001 

0.000000 

> ( ',se aproxima a 0 ? 

±0.00001 

0.000000 

±0.000001 

0.000000 

> 



0.05(= 1/20). Problemas de este tipo demuestran el poder que tiene el razonamiento mate- 
matico —una vez que se ha cultivado— sobre las conclusiones a las que podemos llegar a 
partir de unas cuantas observaciones. Ambos enfoques tienen ventajas y desventajas al 
momenta de tratar de desentranar la naturaleza de la realidad. 


EJERCICIOS 2.1 


Li'mites a partir de graficas 

1. Determine los limites que se piden para la funcion g(x), cuya gra- 
fica se muestra a continuacion, o explique por que no existen. 

a. lim g(x) b. 11m g(x) c. 11m g(x) 



2. Encuentre los limites que se piden para la funcion /(f), cuya grafi- 
ca se muestra a continuacion, o explique por que no existen. 

a. 11m /(f) b. 11m /(f) c. 11m /(f) 

r->- 2 t-*-\ r-> o 



3. ^Cuales de las afirmaciones siguientes acerca de la funcion y = 
f{x), cuya grafica se muestra a continuacion, son ciertas y cuales 
son falsas? 

a. 11m f(x) existe. 

x —>0 

b. 11m f(x) = 0. 

x —>0 

c. 11m f(x) = 1. 

x —>0 

d. 11m f(x) = 1. 

x—> 1 

e. 11m /(x) = 0. 

X —> 1 

f. 11m f(x) existe en cualquier punto x 0 en (-1, 1). 

x—>x a 



4. ^.Cuales de las afirmaciones siguientes acerca de la funcion y = 
fix), cuya grafica se muestra a continuacion, son ciertas y cuales 
son falsas? 

a. lim f(x) no existe. 

x~*2 

b. lim f(x) = 2. 

x—*2 
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c. lim fix) no existe. 

X—* 1 

d. lim f(x) existe en cualquier punto x 0 en (-1, 1). 

X—>*0 

e. lim f(x) existe en cualquier punto jc 0 en (1, 3). 

X—>*0 



Existencia de limites 


En los ejercicios 5 y 6, explique por que no existen los limites. 


5. 



6 . 


lim 

*->t 



7. Suponga que una funcion /(x) esta definida para todos los valores 
reales de x, excepto para x = x 0 . iQue puede decirse respecto de la 
existencia del lim x ^ Xo fix) ? Justifique su respuesta. 

8. Suponga que una funcion/(x) esta definida para toda x en [-1, 1], 
^Que puede decirse respecto de la existencia del lim x _»o /(*) ? 
Justifique su respuesta. 

9. Si lim v ^i f(x) = 5, /.debe estar definida/en x = 1? De ser asi, 
^debe /(1) = 5? ^Es posible concluir algo respecto de los valores 
de/en x = 1? Explique. 

10. Si /(1) = 5, ^debe existir el lim^i fix)? De ser asi, ^debe el 
lim x ->i/(x)? /,Es posible concluir algo respecto del lim x ^i 
/(x) = 5 ? Explique. 


Estimation de limites 

Una calculadora grafica podria serle util para resolver los ejercicios 

11 a 20. 

11. Sea /(x) = (x 2 — 9)/(x + 3). 

a. Haga una tabla con los valores de/en los puntos x = -3.1, 
-3.01, -3.001 y asi sucesivamente hasta donde lo permita su 
calculadora. Despues estime lim x _>_ 3 /(x). ^Que estimacio- 
nes obtendria si evalua/en x = -2.9, -2.99, -2.999...? 

b. Apoye las conclusiones a las que llego en el inciso (a) grafi¬ 
cando/ cerca de x 0 = -3, y emplee las funciones Zoom y Trace 
de su calculadora para estimar los valores de y en la grafica 
cuando x—> —3. 

c. Encuentre lim x ^- 3 /(x) algebraicamente, como en el ejemplo 5. 

12. Seag(x) = (x 2 — 2)/(x — V5). 

a. Haga una tabla con los valores de g en los puntos x = 1.4, 

1.41, 1.414 y asi sucesivamente con todas las aproximaciones 
decimales de V2. Estime lim x _»v/ g(x). 

b. Apoye las conclusiones a las que llego en el inciso (a) grafi- 
cando g cerca de x 0 = V2 y emplee las funciones Zoom y 
Trace de su calculadora para estimar los valores de y en la 
grafica conforme x —* V2. 

c. Encuentre lim x -»V 2 g(x) algebraicamente. 


13. Sea G(x) = (x + 6)/(x 2 + 4x — 12). 

a. Haga una tabla de los valores de G en x = -5.9, -5.99, -5.999 
y asi sucesivamente. Despues estime lim x -»_ 6 G(x). iQue re- 
sultados obtendria si en lugar de utilizar dichos puntos eva- 
luaraGenx = -6.1,-6.01,-6.001...? 

b. Apoye las conclusiones a que llego en el inciso (a) graficando 
G, y use las funciones Zoom y Trace de su calculadora para 
estimar los valores de y cuando x —> — 6. 

c. Encontrar algebraicamente lim x ->_6 G(x). 

14. Sea h{x) = (x 2 — 2x — 3)/(x 2 — 4x + 3). 

a. Haga una tabla con los valores de h en x = 2.9, 2.99, 2.999 y 
asi sucesivamente. Despues estime lim x ^ 3 h(x). ^Que resulta- 
dos obtendria si evalua h enx = 3.1, 3.01, 3.001...? 

b. Apoye las conclusiones a las que llego en el inciso (a) grafi¬ 
cando h cerca de x 0 = 3, y emplee las funciones Zoom y Trace 
de su calculadora para estimar los valores de y cuando x —» 3. 

c. Encuentre lim x -> 3 h(x) algebraicamente. 

15. Sea fix) = (x 2 — l)/(|x| — 1). 

a. Haga una tabla para consignar los valores de/en los valores 
de x que se acercan a x 0 = —1, por abajo y por arriba. 

Despues estime lim x _>_i /(x). 

b. Apoye las conclusiones a que llego en el inciso (a) graficando 
/cerca de x 0 = -1, y use las funciones Zoom y Trace de su 
calculadora para estimar los valores de y cuando x —> — 1. 

c. Encuentre lim x -»-i /(x) algebraicamente. 

16. SeaE(x) = (x 2 + 3x + 2)/(2 — |x|). 

a. Haga una tabla para consignar los valores de F en los valores 
de x que se acercan a x 0 = -2 por abajo y por arriba. Despues 
estime lim x -»-2 F(x). 

b. Apoye las conclusiones a que llego en el inciso (a) graficando 
F cerca de x 0 = -2, y emplee las funciones Zoom y Trace de 
su calculadora para estimar los valores de y cuando x —» — 2. 

c. Encuentre lim x -»-2 F(x) algebraicamente. 

17. Seag(0) = (sen 6)/8. 

a. Haga una tabla de los valores de g en los valores de 6 que se 
acercan 6o = 0 por abajo y por arriba. Despues estime 

lim fl ^ 0 g(e). 

b. Apoye las conclusiones a que llego en el inciso (a) graficando 
g cerca de do = 0. 

18. Sea G(t) = (1 — cos t)/t 2 . 

a. Haga una tabla para consignar los valores de G en los valores 
de t que se acercan a t 0 = 0 por abajo y por arriba. Despues es¬ 
time lim,^o G{t). 

b. Apoye las conclusiones a que llego en el inciso (a) graficando 
G cerca de t 0 = 0. 

19. Sea f{x) = 

a. Haga una tabla para consignar los valores de/en los valores 
de x que se acercan a x 0 = 1 por abajo y por arriba. ^Parece 
que/tiene un limite cuando x —» 1 ? De ser asi, ^cual es dicho 
limite? Si su respuesta es negativa, explique por que. 

b. Apoye las conclusiones a las que llego en el inciso (a) grafi¬ 
cando /cerca de x 0 = 1. 
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20. Sea /(x) = (3* — 1 )/jc . 

a. Haga una tabla para consignar los valores de/en los valores 
de x que se acercan ax o = 0 por abajo y por arriba. /Parece 
que/tiene un limite cuando x —* 0? De ser asi, /.cual es dicho 
limite? Si su respuesta es negativa, explique por que. 

b. Apoye las conclusiones a que llego en el inciso (a) graficando 
/cerca de xo = 0. 


a. Estime las pendientes de las secantes PQ\, PQ 2 , PQi y PQn, 
ordenandolas en una tabla como la de la figura 2.3. /.Cuales 
son las unidades apropiadas para estas pendientes? 

b. Despues, calcule la velocidad del Cobra en el tiempo t = 20 seg. 

36. La siguiente figura muestra la grafica de la distancia de caida 
contra el tiempo para un objeto que cae desde un modulo espacial 
que esta a una distancia de 80 m de la superficie de la Luna. 


a. Estime las pendientes de las secantes PQi, PQ 2 , PQt, y PQa, 

Determination de limites por sustitucion ordenandolas en una tabla como la de la figura 2.3. 

En los ejercicios 21 a 28, encuentre los limites por sustitucion. De ser b. /.Cual sera la velocidad del objeto al golpear la superficie? 

posible, compruebe sus respuestas con una calculadora o computadora. 


21. lim 2x 

x —>2 

23. lim (3x — 1) 

x—>1/3 

25. lim 3x(2x — 1) 

x—>—l 

27. lim xsenx 

X— >77-/2 


22. lim 2x 

x—>0 

24. lim 


-1 


x—> 1 (3x - 1) 
3X 2 

26. lim , . 

x —>— 1 2x - 1 


28. lim .- 

X^*7T 1 TT 


Razones de cambio promedio 

En los ejercicios 29 a 34, encuentre la razon de cambio promedio de la 
funcion en el intervalo o intervalos dados. 

29. f(x) = x 3 + 1 ; 

a. [2,3] b. [-1,1] 

30. g(x) = x 2 ; 

a. [-1,1] b. [-2,0] 

31. h(t) = cott; 

a. [7t/4, 3tt/ 4] b. [tt/ 6, ir/2] 

32. g(t) = 2 + cost; 

a. [0, 77-] b. [—77,77] 

33. R(0) = V4d + 1; [0, 2] 

34. P(6) = 6 3 - 46 2 + 56; [1,2] 

35. Velocidad de un Ford Mustang Cobra La siguiente figura 
muestra la grafica tiempo-distancia de un Ford Mustang Cobra 
1994 acelerando desde el reposo. 





y 



37. En la siguiente tabla se dan las utilidades de una pequena empresa 
en cada uno de los primeros cinco anos de operacion: 


Ano 

Utilidades 
en miles de $ 

1990 

6 

1991 

27 

1992 

62 

1993 

111 

1994 

174 


a. Trace los puntos que representan las utilidades como una fun¬ 
cion del ano, y unalos con una curva suave. 

b. /,Cual es la razon de incremento promedio de las utilidades 
entre 1992 y 1994? 

c. Use su grafica para estimar la razon en la que cambiaron las 
utilidades en 1992. 

38. Haga una tabla de valores para la funcion F(x) = (x + 2)/(x - 2) en 

los puntos x = 1.2, x = 11/10, x = 101/100, x = 1001/1000, x = 

10001/10000 yx= 1. 

a. Encuentre la razon de cambio promedio de F(x) en los inter¬ 
valos [1, x] para cada x # 1 usando su tabla. 

b. Si es necesario, amplie su tabla para tratar de determinar la 
razon de cambio de F(x) en x = 1. 

[L 39. Seag(x) = Vxparax > 0. 

a. Encuentre la razon de cambio promedio de g(x) respecto de x 
en los intervalos [1, 2], [1, 1.5] y [1, 1 + h], 

b. Haga una tabla de valores de la razon de cambio promedio de 
g respecto de x en el intervalo [1,1+/!] para algunos valores 










































84 


Capi'tulo 2: Limites y continuidad 


de h cercanos a cero, digamos h = 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, 
0.00001 y 0.000001. 

c. De acuerdo con su tabla, ^cual es la razon de cambio de g(x ) 
respecto de x en x = 1 ? 

d. Calcule el llmite cuando h se aproxima a cero de la razon de 
cambio promedio de g(x) respecto a x en el intervalo [1, 1 + h\. 

40. Sea /(/) = 1/fparat # 0. 

a. Encuentre la razon de cambio promedio de/respecto a t en 
los intervalos (i) de t = 2 a t = 3, y (ii) de t = 2 a t = T. 

b. Haga una tabla de valores de la razon de cambio promedio de 


Para sustituir T= 2 tendra que realizar algunas operaciones 
algebraicas. 

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 

Estimaciones de limites mediante graficas 

En los ejercicios 41a 46, use un software matematico para realizar los 
pasos siguientes: 

a. Grafique la funcion al aproximarse al punto x 0 . 

b. Deduzca el valor del limite a partir de su grafica. 


/ respecto a / en el intervalo [2, 7] para algunos valores de T 
cercanos a 2, digamos T = 2.1, 2.01, 2.001, 2.0001, 2.00001 y 

41. 

lim 

x^2 

x 4 — 16 

42. 

lim 

x—>—' 

x 3 — x 2 — 5x 

x — 2 

^1 +x - 1 

i (x + l) 2 

2.000001. 





c. De acuerdo con su tabla, ^cual es la razon de cambio de / res¬ 
pecto a t en / = 2? 

43. 

lim 

x—>0 

44. 

lim 

x—>3 

x 2 - 9 

X 

Vx 2 + 7-4 

d. Calcule el limite conforme T se aproxima a 2 de la razon de 

45. 

lim 

x—>0 

1 — cosx 

46. 

lim 

x—>0 

2X 2 

cambio promedio de / respecto a / en el intervalo de 2 a T. 

x senx 

3 — 3 cosx 


2.2 


Calculo de limites mediante las leyes de los limites 


Ensayo historico* En la seccion 2.1 usarnos graficas y calculadoras para averiguar los valores de los limites. En 

Limites esta SCCCKm se presentan los teoremas para calcular limites. Los primeros tres de ellos nos 

permiten llegar a los resultados del ejemplo 8 de la seccion anterior, determinando limites 
de funciones polinomiales, funciones racionales y potencias. El cuarto y el quinto nos pre- 
paran para calculos que se haran mas adelante en el texto. 


Las leyes de los limites 

El teorema siguiente nos indica como calcular limites de funciones que son combinacio- 
nes aritmeticas de otras cuyos limites ya se conocen. 


TEOREMA 1 Leyes de los limites 

Si L, M, c y k son numeros reales y 

lim /(x) = L y lim g(x) = M, entonces 

JC — x—>c 

1. Regia de la suma: lim(/(x) + g(x)) = L + M 

X^C 

El limite de la suma de dos funciones es la suma de sus limites. 

2. Regia de la diferencia: lim(/(x) — g(x)) = L — M 

x—>c 

El limite de la diferencia de dos funciones es la diferencia de sus limites. 

3. Regia delproducto: lim(/(x) • g(x)) = L’M 

El limite del producto de dos funciones es el producto de sus limites. 


*Para aprender mas acerca de las figuras historicas y del desarrollo de los elementos y temas principales 
del calculo, visite www.aw-be.com/thomas. 
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4. Regia del multiplo constante: lim (k'f(x)) = k‘L 

x—>c 

El limite de una constante multiplicada por una funcion es la constante por el 11- 
mite de la funcion. 

/(x) £ 

5. Regia del cociente: 11m . . = -r-., M A 0 

& g(x) M' 

El limite del cociente de dos funciones es el cociente de sus limites, siempre y 
cuando el limite del denominador sea distinto de cero. 

6. Regia de lapotencia: Si r y s son enteros sin factores comunes y s A 0, entonces 

\lm(j(x)) r l s = III* 

siempre y cuando L r/s sea un numero real. (Si s es par, suponemos que L > 0). 

El limite de una potencia racional de una funcion es el limite de la funcion eleva- 
do a esa potencia, siempre y cuando esta ultima sea un numero real. 


Es facil convencernos de que las propiedades del teorema 1 son validas (aunque estos 
argumentos intuitivos no constituyen una prueba de ello). De acuerdo con nuestra defini¬ 
tion informal de limite, si x esta suficientemente cerca de c,f(x ) esta cerca de L y g-(x) es¬ 
ta cerca de M. Por lo tanto, es razonable que/(x) + g(x) este cerca de L + M; que/(x) - g(x) 
este cerca dc L - M\ que f(x)g(x) este cerca de LM\ que kf(x) este cerca de kL\ y que 
f(x)/g(x) este cerca de L/M si M es distinto de cero. En la seccion 2.3 probaremos la regia 
de la suma, basandonos en una definicion mas precisa de limite que se discutio antes. Las 
reglas 2-5 se comprueban en el apendice 2. La regia 6 se prueba en textos mas avanzados. 

A continuacion se dan algunos ejemplos en los que puede usarse el teorema 1 para en- 
contrar los limites de funciones polinomiales y racionales. 


EJEMPLO 1 Uso de Las Leyes de Los limites 

Usar las observaciones lim Y ^ c k = k y Hm x ^ c x = c (ejemplo 8 de la seccion 2.1) y las 
propiedades de los limites para encontrar los siguientes limites. 

4 . 2 _ i 

(a) lim(x 3 + 4x 2 — 3) (b) lim -— ? X - (c) lim V^x 2 — 3 

x-^c x—*c x l + 5 x—*-2 


Solucion 

(a) lim(x 3 + 4x 2 — 3) = lim x 3 + lim 4x 2 — lim 3 

x—->C X~>C X~*C x—*C 

= c 3 + 4c 2 - 3 


(b) lim 


4 l2 i lim (x 4 + x 2 - 1) 
X + XT — 1 X—»c 


x 2 + 5 


lim(x 2 + 5) 


lim x 4 + lim x 2 — lim 1 

X—*C X—>C x—>c 

lim x 2 + lim 5 

X—*C X— 

c 4 + c 2 - 1 


Reglas de la suma y la diferencia 


Reglas del producto y el multiplo 


Regia del cociente 


Reglas de la suma y la diferencia 


c 2 + 5 


Regia de la potencia o el producto 
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(c) lim \/4x 2 — 3 = y/ lim (4x 2 — 3) 

x—*— 2 x—*—2 

= V lim 4x 2 — lim 3 

x — >~2 x — *—2 

= V4(-2) 2 - 3 
= Vl6 - 3 
= VE3 


Regia de la potencia con r/s = % 

Regia de la diferencia 

Reglas del producto y del multiplo 


Dos consecuencias del teorema 1 simplifican aun mas la tarea de calcular llmites de fun- 
ciones polinomiales y funciones racionales. Para evaluar el llmite de una funcion polino- 
mial cuando x se aproxima a c, todo lo que tenemos que hacer es sustituir x por c en la 
formula de la funcion esto se debe a que estas funciones son continuas, propiedad que se 
discutira mas adelante. Para evaluar el limite de una funcion racional cuando x se aproxima 
a un punto c cuyo denominador es distinto de cero, sustituimos x por c en la formula de la 
funcion. (Yea los ejemplos la y lb). 


TEOREMA 2 Los limites de las funciones polinomiales pueden encon- 
trarse por sustitucion 

Si P{x) = a n x n + a n -\x "~ 1 + ••• + ao,entonces 

lim P(x) = P(c) = a„c n + a„-\c n_1 + •■■ + ag. 

x—*C 


TEOREMA 3 Los limites de las funciones racionales pueden encontrarse 
por sustitucion si el limite del denominador es distinto de 
cero 

Si P(x) y Q(x) son funciones polinomiales y Q(c) ^ 0, entonces 

P{x) He) 

*™Q(x) Q(c )• 


EJEMPLO 2 Limite de una funcion racional 

x 3 + 4X 2 - 3 = (-1) 3 + 4( —l) 2 - 3 = o 
A x 2 + 5 (—l) 2 + 5 6 

Este resultado es similar al segundo limite del ejemplo 1, en donde c 
ocasion se llego a el en un solo paso. 


= 0 

= -1, aunque en esta 


Identificacion de factores comunes 

Es posible comprobar que si Q(x) es 
una funcion polinomial y Q(c) = 0, en¬ 
tonces (x - c) es un factor de Q(x). Por 
lo tanto, si tanto el numerador como el 
denominador de una funcion racional 
de x son iguales a cero en x = c, tienen 
como factor comun a (x - c). 


Eliminacion algebraica de denominadores iguales a cero 

El teorema 3 es aplicable unicamente si el denominador de la funcion racional es distinto 
de cero en el punto limite c. Si el denominador es igual a cero, eliminar los factores comu¬ 
nes en el numerador y el denominador puede reducir la fraccion de manera que esta ya no 
sea igual a cero en c. Si esto ocurre, es posible encontrar el limite por sustitucion en la 
fraccion simplificada. 

EJEMPLO 3 Eliminacion de un factor comun 
Evaluar 


lim 

x —* 1 


x 2 + x — 2 

X 2 — X 
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y 



y 



FIGURA 2.8 La grafica de 
/(x) = (x 2 + x - 2)/(x 2 - x ) de la parte (a) es 
la misma grafica de g(x) — (x + 2 )/x de la 
parte (b), excepto en el punto x = 1, donde 
/no esta definida. Las funciones tienen el 
mismo limite conforme x —» 1 (ejemplo 3). 


Solucion No podemos sustituir x = 1 , ya que obtendriamos un denominador igual a cero. 
Por otro lado, evaluamos el numerador en x = 1 para ver si tambien es igual a cero. Lo es, 
as! que tiene a (x - 1) como factor comun con el denominador. A1 eliminar (x - 1) obtene- 
mos una fraccion mas simple con los mismos valores que la original para x A 1: 

x 2 + x - 2 (x ~ l)(x + 2) x + 2 . ^ , 

—2 - = -7-, i x > S1 x ^ 1 • 

x 2 - x x(x - 1) x 

Usando la fraccion mas simple, encontramos por sustitucion el limite de estos valores 
cuando x —> 1: 


,, x 2 + x — 2 ,, x + 2 

lim-x- = lim —„— 

x —*1 x 2 — x X—»l 


1 + 2 


= 3. 


Vea la figura 2.8. 

EJEMPLO 4 Crear y eliminar un factor comun 
Evaluar 

„ Vx 2 + 100 - 10 

lim-x-. 

x—*0 X 2 


Solucion Este es el llmite que consideramos en el ejemplo 10 de la seccion anterior. No 
podemos sustituir x = 0, y el numerador y el denominador no tienen factores comunes 
obvios. Podemos cr ear un fac tor comun multiplicando ambos, numerador y denominador, 
por la expresion Vx 2 +100 + 10 (que se obtiene al cambiar el signo que aparece des¬ 
pues de la raiz cuadrada). Para racionalizar el numerador utilizamos primero propiedades 
algebraicas: 


Vx 2 + 100 - 10 = Vx 2 + 100 - 10 Vx 2 + 100 + 10 
* 2 * 2 Vx 2 + 100 + 10 


Por lo tanto, 


x 2 + 100 - 100 


Factor comun x 2 

, - . Eliminar x 2 para x # 0 

Vx 2 + 100 + 10 


x 2 (Vx 2 + 100 + lo) 


x 2 (Vx 2 + 100 + lo) 

1 



x -*0 


+ 100 - 10 

x 2 


lim — , =- 

Vx 2 + 100 + 10 
_1_ 

Vo 2 + ioo + 10 
1 


20 


= 0.05. 


Denominador 
distinto de 0 en 
x = 0; sustituir 


Estos calculos dan la respuesta correcta, a diferencia de los resultados ambiguos que obtu- 
vimos utilizando una computadora o calculadora en el ejemplo 10 de la seccion anterior. ■ 


El teorema del sandwich 

El teorema siguiente nos permitira calcular una variedad de limites en los capitulos subse- 
cuentes. Se le conoce como Teorema del sandwich, porque se refiere a una funcion/cuyos 
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y 



FIGURA 2.9 La grafica de/esta entre las 
graficas degy h. 


y ? 



FIGURA 2.10 Cualquier funcion u(x) 
cuya grafica esta en la region entre 
y = 1 + (x 2 /2)y y = 1 - (x 2 /4)tiene 
llmite 1 conforme x —» 0 (ejemplo 5). 


valores estan entre los valores de otras dos funciones gy/i que tienen el mismo llmite L en 
el punto c. A1 estar “atrapados” entre los valores de dos funciones que se acercan a L, los 
valores de/tambien deben acercarse a L (figura 2.9). En el apendice 2 se encuentra una 
demostracion. 


TEOREMA 4 EL teorema del sandwich 

Supongamos que g(x) < /(x) < h(x) para toda x en algun intervalo abierto que 
contenga a c, excepto posiblemente en el mismo x = c. Supongamos tambien 
que 

lim g(x) = lim h(x ) = L. 

X^*C x—>c 

Entonces, lim A ^ ( /(x) = L. 


Algunas veces al teorema del sandwich se le conoce tambien como teorema del emparedado. 

EJEMPLO 5 Aplicacion deL teorema del sandwich 
Dado que 

2 2 
X X 

\ < m(x) < 1 + — paratodox A 0, 

encontrar lim v ^o u(x), sin importar que tan complicado sea u. 

Solucion Como 

lim(l - (x 2 /4)) = 1 y lim(l + (x 2 /2)) = 1, 

x -*0 x —»0 

el teorema del sandwich implica que lim v ^ 0 u{x) = 1 (figura 2.10). 

EJEMPLO 6 Mas aplicaciones del teorema del sandwich 

(a) (Figura 2.11a). De acuerdo con la definicion de sen 6, sabemos que —| d | < sen 
0 s 1 0 1 para toda 0, y como lim e ^o (—| d |) = lim e ^o d = 0, tenemos que 

lim sen 0 = 0. 

0->O 


y 




FIGURA 2.11 El teorema del sandwich confirma que (a) llme^o sen 6 = 0 y 
(b)llm fl ^o(l — cosd) = 0 (ejemplo 6). 
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(b) (Figura 2.11b). De acuerdo con la definicion de cos 0,0 s 1 — cos0 ^ |0| para 
toda 0, y tenemos que lim fl ^o (1 — cos 0) = 0 o 

11m cos 0=1. 
o 

(c) Para cualquier funcion/(x), si lim JC _» c | f(x) \ = 0, entonces lim x _> c f(x) = 0. El argu- 
mento — | f(x) \ s /(x) < | /(x) | y — | /(x) | y | /(x) | tiene llmite 0 cuando x —» c. | 

En el teorema 5 se hace referenda a otra importante propiedad de los llmites. En la si- 
guiente seccion se hara la comprobacion correspondiente. 


Si /(x) < g(x) para toda x en algun intervalo abierto que con- 
tenga a c, excepto posiblemente en el mismo x = c, y existen los limites defy g 
cuando x se aproxima a c, entonces 

lim /(x) < lim g(x). 

x—>c x—>c 


Si sustituimos el signo menor o igual que < por la desigualdad estricta < la afirma- 
cion del teorema 5 resulta falsa. En la figura 2.11a se muestra que para 0^0, 
—101 < sen 0 < 101 , pero en el limite la igualdad sigue siendo valida cuando 0 —> 0 . 


EJERCICIOS 2.2 


Calculo de limites 

Encuentre los limites solicitados en los ejercicios 1 a 18. 


1. 11m (2x + 5) 

x * 7 

3. lim(—x 2 + 5x — 2) 

x —>2 

5. lim 8 (t - 5 )(t - 7) 

t—> 6 


7. lim 


x + 3 
■2 x + 6 

9. lim - 

>>-*-5 5 - y 

11. lim 3(2x — l ) 2 

X —> —1 

13. lim (5 - y ) 4/3 

y—*-3 


15. lim 


*-° V3 h + 1 + 1 

„ V3 h + 1 - 1 

17. lim- 7 - 

h —0 h 


2. lim (10 — 3x) 

x ->12 

4. lim (x 3 - 2X 2 + 4x + 8 ) 

x *—2 

6 . lim 3s(2s — 1) 

s—> 2/3 


8 . lim - -= 

x—>5 X - 7 


10 . lim 


y + 2 


y —*2 y 2 + 5y + 6 


12. lim (x + 3 ) 1984 

x—»-4 

14. lim (2z - 8) 1/3 

z—>0 


16. lim 


h ~*° V5h + 4 + 2 

18. lim V ”V - 2 
/i^0 h 


Encuentre los limites solicitados en los ejercicios 19 a 36. 


19. lim 


x — 5 


•5 x 2 - 25 
x 2 + 3x — 10 


21 . lim . , 

x-»-5 x + 5 

23. lim r | 1 ~ 2 
t—l t 2 - 1 

—2x - 4 


25. lim 


27. lim 


-2 X 3 + 2X 2 


, M - 1 


«—1 l / 3 - 1 

29. lim Vx “ 3 
x—>9 X - 9 


31. lim — A ^ - 

*— 1 Vx + 3 - 2 


,, ,. Vx 2 + 12 - 4 
33. lim- - - 

x->2 X - 2 


20 . lim 


x + 3 


x—3 X 2 + 4x + 3 


22 . lim 


x 2 — 7x + 10 


■2 x — 2 

n i, t 2 + 3< + 2 

24. lim —- 

<—l t 1 - t - 2 

5 / + 8y 2 

26. lim 


y-»o 3/ - 16/ 


28. lim /-- 

v^2 V 4 - 16 

4x - x 2 

30. lim —-— 

x -> 4 2 - Vx 

„„ „ Vx 2 + 8 - 3 

32. lim -;— - 

X —*—1 x + 1 

x + 2 


34. lim 


2 Vx 2 + 5 - 3 
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35. 


lim 

x —>—3 


2 - Vx 2 - 5 

x + 3 


36. 


Hm - 

x —>4 j _ 


4 - x 
Vx 2 + 9 


Aplicacion de las reglas de los li'mites 

37. Suponga que lim,-»o/W = 1 y ltaj->o?W = — 5. Senale que 
reglas del teorema 1 se usan para realizar los pasos (a), (b) y (c) 
del calculo siguiente. 


lim 2 f(x) - g(x) = j™(2/(^) - gW) 
(fix) + 7) 2/3 11m (f(x) + if! 3 

x —>0 

lim 2 f(x) — 11m g(x) 

_ x^O x —>0 

' (jto(/W + 7))^ 

2 lim f(x) — 11m g(x ) 

x *0 x—>0 

(lim f(x) + 11m 7) 2/3 
je —>0 ' 

= (2)(1) ~ (~ 5 ) = 7 
(1 + 7) 2/3 4 


38. Sean llm^i h(x) = 5, lim^i jj>(x) = 1 y llm v ^i r{x) = 2. Se¬ 
nale que reglas del teorema 1 se usan para realizar los pasos (a), 
(b) y (c) del calculo siguiente. 


V5h(x) 

p(x)(4 ~ r(x)) 


11m V / 5 h(x) 

X * 1 

11m (p(x)(4 - r(x))) 

X—* 1 

V 7 11 m 5 h{x) 

x —* 1 

(jmX*))(jto(4 - r(x))) 

V51im h(x) 

X—* 1 

( 11m p(x))[ 11m 4 — 11m r(x )) 

'‘X —> 1 7 ''X —> 1 X—>1 ' 


(a) 


(b) 


(c) 


V( 5 )( 5 ) 5 

(1)(4 - 2) 2 


39. Suponga que lim,_> c f(x) 
a. 11 m f(x)g(x) 

x—>C 

c. lim (f(x) + 3g(x)) 

X *C 


5 y 11m X ^, c g(x) = —2. Encuentre 
b. 11 m 2 f(x)g(x) 

X —*C 

fix) 

’ fix) - g(x) 


40. Suponga que lim v ->4 f(x) = 0 y lirn v ^4 g(x) = —3. Encuentre 

a. 11m (g(x) + 3) b. 11m xf(x) 

x—>4 x—>4 

c. 11m (g(x)) 2 d. Urn 8 * 

i-*4 x-*4 f(x) ~ 1 

41. Suponga que lim v _> 4 /(x) = 7yllm x ->bg(x) = —3. Encuentre 

a. 11m 1 (f(x) + g(x)) b. 11m .f(x)-g(x) 

x * b x — *b 

c. 11m 4 g(x) d. 11 m f(x)/g(x) 

x —*b x—*b 


42. Suponga que llm ^_2 p(x) — 4, lim*-^ r(x) = 0 ,y 
Um ^_2 s(x) — ~ 3. Encuentre 

a. 11 m (p(x) + r(x) + s(x)) 

x * 2 

b. 11 m p(x) • r(x) ■ s(x) 

x *—2 

c. 11m (— 4p(x) + 5r(x))/s(x) 

x * 2 

Li'mites de razones de cambio promedio 

Debido a la relacion que existe entre rectas secantes, tangentes y razo¬ 
nes instantaneas, los llmites de la forma 

„ fix + h) - f(x) 

lim- - - 

h^o h 

aparecen frecuentemente en calculo. En los ejercicios 43 a 48, evalue 
este llmite para el valor de x dado y la funcion/ 

43. f(x) = x 2 , x = 1 44. f(x) = x 2 , x = —2 

45. f(x) = 3x — 4, x = 2 46. f(x) = 1/x, x = —2 

47. /(x) = Vx, x = 7 48. /(x) = V3x + 1 , x = 0 

Aplicacion del teorema del sandwich 

49. Si V5 — 2X 2 £ f(x) £ V5 — x 2 para — 1 £ x £ 1, encuen¬ 
tre llm^o fix) ■ 

50. Si 2 — x 2 £ g(x) £ 2 cos x para toda x, encuentre llm^o g( x ) ■ 

51. a. Se puede probar que las desigualdades 

. _ x 2 x senx . 

6 2 — 2 cos x 

son validas para toda x cercana a cero. ^Esto nos indica algo 
acerca del 


., x sen x _ 

lim - ---? 

x ^>0 2 — 2 cosx 

Justifique su respuesta. 

S[r b. Grafique 

y = 1 — (x 2 / 6 ),y = (xsenx )/(2 — 2 cosx) y y = 1 

en una misma grafica para — 2 £ x £ 2. Comente el com- 
portamiento de las graficas cuando x —» 0 . 

52. a. Suponga que las desigualdades 

1 _ _ x 2 1 ~ cosx I 
2 24 V 2 

son validas para toda x cercana a cero. (SI, son validas, tal co- 
mo comprobaremos en la seccion 11.9). 7 Que nos indica esto 
acerca del 


x—0 X 2 

Justifique su respuesta. 

b. Grafique en una misma grafica las ecuaciones 

y = (1/2) — (x 2 /24), y = (1 — cosx)/x 2 y y = 1/2 para 
-2£x£2. Comente el comportamiento de las graficas 
conforme x —» 0 . 
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Teona y ejemplos 

53. Si x 4 < fix) < x 1 para x en [—1, 1] y x 2 < f(x) < x 4 para 
x < — 1 yx> 1, ^en que puntos c sabemos automaticamente 
que lim^c f(x) ? ^Que se puede decir respecto al valor del llmite 
en esos puntos? 

54. Suponga que g(x) < /(x) < h(x) para toda x # 2, y que 


lhn g(x) 

x—>2 


lim /z(x) = —5. 

x ->2 


l Puede concluirse algo acerca de los valores Aefgyh enx = 2? 
^Es posible quey(2) = 0? ^,Es posible que lim Y ^2 /(x) = 0? Justi- 
fique sus respuestas 

55. Si lim - -— = 1 , encuentre lim fix). 

x _>4 x — 2 x _ *4 


56. Si lim 

x— 


fix) 

2 X 2 


1 , encuentre 


a. lim /(x) 

x—*—2 


b. 


lim 

*->- 2 


/(*) 

X 


/(x) — 5 

57. a. Si lim- _ = 3, encuentre lim /(x). 

x—*2 X 2 x—>2 

/(x) — 5 

b. Si lim--— = 4, encuentre lim /(x). 

x—>2 ^ 2 x—>2 

fix) 

58. Si lim —. = 1. encuentre 

x-*0 x 2 


a. lim /(x) 

x—>0 


b. lim 

x^O 


fix) 


59. a. Grafique g(x) =x sen(l/x) para estimar lirn v ^o gix), acercan- 

dose al origen tanto como sea necesario. 
b. Confirme con una prueba el resultado que obtuvo en el inciso (a). 

60. a. Grafique h(x) = x 2 cos(l/x 3 ) para estimar lirn^o h)x), acer- 

candose al origen tanto como sea necesario. 
b. Confirme mediante una prueba el resultado que obtuvo en el 
inciso (a). 


2.3 


La definicion formal de limite 


Ahora que entendemos un poco mejor el concepto de limite habiendo trabajado intuitiva- 
mente a partir de su definicion informal, concentraremos nuestra atencion en su definicion 
precisa. Para ello, reemplazaremos las frases vagas como “se acerca arbitrariamente a” 
que utilizamos en la definicion informal, con condiciones especificas que pueden aplicarse 
a cualquier ejemplo particular. Gracias a la definicion formal seremos capaces de realizar 
pruebas rigurosas sobre las propiedades de los limites que se analizaron en la seccion anterior, 
y podremos establecer otros limites especificos importantes para el estudio del calculo. 

Para comprobar que el limite de/(x) cuando x —> x 0 es igual al numero A, necesitamos 
probar primero que la brecha entre /(x) y L puede hacerse “tan pequena como quera- 
mos” si x se mantiene lo “suficientemente cerca” de x 0 . Veamos como podemos conseguir 
esto si especificamos el tamano de la diferencia entre/(x) y L. 


EJEMPLO 1 Una funcion lineal 


Para 

satisfacer 

esto 





Considerar la funcion y = 2x - 1 cerca de x 0 = 4. Desde el punto de vista intuitivo, resulta 
evidente que y esta cerca de 7 cuando x esta cerca de 4, asi que lim Y ^ 4 (2x — 1) = 7. Sin 
embargo, ^que tan cerca debe estar x de x 0 = 4 para que y = 2x — 1 difiera de 7, digamos 
por menos de 2 unidades? 

Podemos preguntarnos: ,',para que valores de x, es \v - 7| < 2? Para encontrar la 
respuesta, primero expresamos \y - 7| en terminos de x: 

\y - 1\ = |(2x — 1) — 7| = |2x - 81. 

Entonces, la pregunta se convierte en: ( ',que valores de x, cercanos a 4, satisfacen la desi- 
gualdad |2x — 8| < 2? Para encontrarlos resolvemos la desigualdad: 

12x - 81 <2 

-2 < 2x - 8 < 2 
6 < 2x < 10 
3 < x < 5 


FIGURA 2.12 Al mantenerx a 1 unidad 
de x 0 = 4 mantendremos y a 2 unidades de 
Vo =7. 


-1 < x - 4 < 1. 

Al mantener x a una unidad o menos de x 0 = 4, mantendremos y a 2 unidades o menos de 
Vo = 7 (figura 2.12). 
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L + 


L 10 


fix) 


f(x ) esta 
aquf 


para toda x a' 0 
aquf 


x 0 - 8 x Q x 0 + 8 


FIGURA 2.13 ^Como podemos definir 
S > 0 de manera que, tomando x en el 
intervalo (xo — S,x 0 + 8) f(x) se 
mantenga dentro del intervalo 



W L 


10 


? 


y 


L + 6 


L 


fix ) 


^ fix ) esta 
” aquf 


L — € 


En el ejemplo anterior determinamos que tan cerca debe estar x de un valor particular 
de x 0 para asegurarnos de que los resultados fix) de alguna funcion estan dentro del inter¬ 
valo prescrito alrededor del valor limite L. Para comprobar que el limite de fix) cuando 
x —> xo en realidad es igual a L. debemos ser capaces de probar que la diferencia entre/(x) 
y L puede hacerse menor que cualquier error prescrito, sin importar cuan pequeno sea es- 
te, tomando a x lo suficientemente cerca de x 0 . 

Definicion de limite 

Suponga que estamos viendo los valores de una funcion /(x) cuando x se aproxima a x 0 
(sin tomar en cuenta el valor del mismo x 0 ). Ciertamente nos interesa poder decir que/(x) 
permanece a una decima de unidad de L tan pronto corno x esta a una distancia 8 de x 0 (fi¬ 
gure 2.13). Pero esto no es suficiente en si mismo, ya que, a medida que x contimia su ca- 
mino hacia x 0 /.que impediria que/(x) oscilara en el intervalo de L - (1/10) a L + (1/10) sin 
tender hacia LI 

Se nos podria decir que el error no puede ser mayor que 1/100 o 1/1000 o 1/100,000. 
Cada vez encontramos un nuevo intervalo 8 alrededor de x 0 , de manera que manteniendo a 
x dentro de ese intervalo se satisface el nuevo error de tolerancia. Y siempre existe la posi- 
bilidad de que/(x) oscile alejandose de L en algun momento. 

Las figures de la siguiente pagina ilustran el problema. Podriamos comparer esta si- 
tuacion con una discusion entre un esceptico y un academico. El esceptico presenta e-reto 
para probar que el limite no existe, o mas precisamente, que hay lugar a dudas; el academi¬ 
co contesta a cada e reto con un 8 intervalo alrededor de x 0 . 

^Como podemos acabar con esta serie de retos y respuestas aparentemente intermina¬ 
ble? Probando que para todo error de tolerancia e que pueda generar el esceptico, es posible 
encontrar, calcular o conjeturar una distancia 8 correspondiente que mantenga a x “lo sufi¬ 
cientemente cerca” de x 0 para que /(x) este dentro del rango de tolerancia de L (figura 
2.14). Esto nos lleva a la definicion formal de limite. 


para toda x 
aquf 

8 8 


x 0 - 8 x 0 x 0 +8 

FIGURA 2.14 La relacion entre S y e en la 
definicion de limite. 


DEFINICION Lfmite de una funcion 

Sea fix) definida en un intervalo abierto alrededor de x 0 , excepto posiblemente el 
mismo x 0 . Decimos que el limite de f(x) cuando x se aproxima a x (l es el 
numero L, y escribimos 

lim /(x) = L, 

X—*x 0 

si, para cada numero e > 0, existe un numero 8 > 0 correspondiente tal que, pa¬ 
ra toda x, 

0 < |x — xq| < 5 => |/M ~ L\ < e. 


Una manera de interpretar esta definicion, consiste en suponer que estamos operando 
un taladro de precision y que deseamos hacer un orificio de diametro L, pero como nada 
es perfecto, debemos darnos por satisfechos con un diametro /(x) entre los valores L-e y 
L + e. La 8 es la medida de que tan preciso debe ser nuestro control para garantizar este 
grado de exactitud en el diametro del orificio. Observe que, a medida que la tolerancia de 
error se haga mas estricta, tal vez tengamos que ajustar 8. Esto es, el valor de 8 —que de- 
termina que tan estricto debe ser nuestro control—, depende del valor de e, que es la tole¬ 
rancia de error. 
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Ejemplos: comprobacion de la definicion 

La definicion formal de limite no nos dice como encontrar el limite de una funcion, pero 
nos permite verificar si el calculo de un limite es correcto. Los siguientes ejemplos mues- 
tran como puede usarse la definicion para verificar los limites de funciones especificas. 
(Los primeros dos ejemplos corresponden a partes de los ejemplos 7 y 8 de la section 
2.1). Sin embargo, el proposito real de la definicion no es hacer calculos como estos, sino 
comprobar teoremas generales de manera que los calculos de limites especificos puedan 
simplificarse. 
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y 



FIGURA 2.15 Si f(x) = 5x — 3, 
0 < | jc — 11 < e/5 garantiza que 
| /(x) — 21 < e (ejemplo 2). 


EJEMPLO 2 Comprobacion de La definicion 
Probar que 

lim (5x — 3) = 2. 

x-*i 


Solucion Sean x 0 = 1 ,/(x) = 5x - 3 y L = 2 en la definicion de limite. Para cualquier 
e > 0, dada, debemos encontrar una 8 > 0 conveniente, de manera que si x i= 1 y x esta a 
una distancia menor que 8 de x 0 = 1, es decir, siempre que 

0 < |x — 11 <8, 

es cierto que /(x) esta a una distancia menor que e de L = 2, de modo que 

I/M - 21 < e. 

Para determinar 8, trabajamos hacia atras a partir de la desigualdad e: 

| (5x - 3) - 2| = |5x - 5| < e 
5 |x — 11 < e 
|x — 11 < e/5. 


Por lo tanto, podemos tomar 8 = e/5 (figura 2.15). Si 0 < |x — 11 < 8 = e/5, entonces 


|(5x - 3) - 2| = |5x - 5| = 5|x - 1| < 5(e/5) = e, 



FIGURA 2.16 Para la funcion/(x) = x, 
encontramos que 0 < |x — xo| <5 
garantizara que | /(x) — xo | < e siempre y 
cuando 8 < e (ejemplo 3a). 


lo que prueba que lim A —>i(5x — 3) = 2. 

El valor de 8 = e/5 no es el unico que hara que 0 < |x - 1[ < 8 implique |5x - 5| < e. 
Cualquier 8 positiva menor lo hara. La definicion no exige encontrar la “mejor” 8 positiva, 
sino simplemente una que funcione. 

EJEMPLO 3 Li'mites de las funciones identidad y constante 
Probar que: 

(a) lim x = xo (b) lim k = k (k constante). 

x—»x 0 x—»x 0 


Solucion 

(a) Sea e > 0 dado. Debemos encontrar 8 > 0 tal que para toda x 

0 < |x — xo| <8 implique |x — xo| < e. 

La implicacion sera valida si 8 es igual a e o a cualquier numero positivo menor (figu¬ 
ra 2.16). Esto prueba que lim v ^ Y(l x = Xo- 

(b) Sea e > 0 dado. Debemos encontrar 8 > 0 tal que para toda x 


0 < |x — xq| <8 implique \k — k\ < e. 


Como k-k = 0, podemos usar cualquier numero positivo para 8, y la implicacion sera 
valida (figura 2.17). Esto prueba quelim. v ^ Ao k = k. 


Determinacion algebraica de una delta para epsilon dado 

En los ejemplos 2 y 3, el intervalo de valores alrededor de x 0 para los que J f(x) - L\ era 
menor que e, era simetrico alrededor de x 0 , lo que nos permitio considerar que 8 fuera 
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0 r 0 -5 i 0 r 0 + 8 

FIGURA 2.17 Para la funcion f(x) = k 
encontramos que | fix) — k\ < 6 para 
cualquier positiva 8 (ejemplo 3b). 


equivalente a la mitad de la longitud de ese intervalo. Cuando no existe tal simetria —lo 
cual es bastante comun—, podemos tomar 8 como la distancia entre x 0 y el extremo mas 
cercano al intervalo. 


EJEMPLO 4 Determinacion algebraica de delta 

Para el llmite lim.v^Vx — 1 = 2, encontrar una 8 > 0 que funcione para e = 1. Esto es, 
encontrar una 8 > 0 tal que para toda x 

0 < | jc — 5 j <5 => | Vx - 1 - 2 j < 1 . 

Solucion Organizaremos la busqueda en dos pasos, como se explica a continuation. 

1. Resolver la desigualdad | V 'x — 1 — 21 < 1 para encontrar un intervalo que con- 
tenga a x 0 = 5, en donde la desigualdad se satisfaga para toda x ^ x 0 . 


I Vx - 1 - l\ < 1 
-1 < Vx - 1 - 2 < 1 
1 < Vx - 1 < 3 
1 < x - 1 < 9 


2 < x < 10 


La desigualdad se satisface para toda x en el intervalo abierto (2, 10), de manera que 
tambien se satisface para toda x ^ 5 en este intervalo (vea la figura 2.19). 

2. Encontrar un valor de 8> 0 para colocar el intervalo centrado 5 - 8 <x<5 + 8 (con 
centra en x 0 = 5) dentro del intervalo (2, 10). La distancia entre 5 y el extremo mas 
cercano de (2, 10) es 3 (figura 2.18). Si tomamos 8 = 3 o a cualquier numero positivo 
menor, la desigualdad 0 < |x - 5| < 8 colocara automaticamente a x entre 2 y 10 para 
hacerque | Vx - 1 — 21 < 1 (figura 2.19) 


0 < | x — 51 <3 => | Vx - 1 - 21 < 1. 


3 3 

1 [ 1 2 ■ 1 _6_I_1_*J-1-L_ 

2 5 8 10 


y 



3 I 3 


_ i i i i i i i i i i 

0 1 2 5 8 10 

NO ESTA A ESCALA 


FIGURA 2.18 Un intervalo abierto de 

radio 3 alrededor de x 0 = 5 estara en el FIGURA 2.19 La funcion y los intervalos 

intervalo abierto (2, 10). del ejemplo 4. 
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Como encontrar S algebraicamente para/, L, x 0 y e > 0 dados 

El proceso para encontrar una 8 > 0 tal que para toda x 

0 < |x — jco| < 8 => | f{x) — L\ < e 

puede llevarse a cabo en dos pasos. 

1. Resolver la desigualdad |/(x) — L\ < e para encontrar un intervalo abierto 
(a, b) que contenga a x 0 en el que la desigualdad se satisfaga para toda x ^ xo. 

2. Encontrar un valor de 8 > 0 que coloque el intervalo abierto 
(xo — 8, xo + S) centrado en x 0 dentro del intervalo (a, b). La desigualdad 
| /(x) — L | < e se cumplira para toda x ^ x 0 en este 8 intervalo. 


EJEMPLO 5 Determinacion algebraica de delta 


Probar que lim*^ /(x) = 4 si 

fix) 



x ^ 2 
x = 2. 



FIGURA 2.20 Un intervalo que contiene 
x = 2, de manera que la funcion del 
ejemplo 5 satisface |/(x) — 4\ < e. 


Solucion Nuestra tarea consiste en probar que dado e > 0, existe una 8 > 0 tal que para 
todax 

0 < |x — 2| < 8 => |/(x) — 4\ < e. 


1. Resolver la desigualdad |/(x) — 4| < e para encontrar un intervalo abierto que 
contenga a x 0 = 2 en el que la desigualdad se satisfaga para toda x ^ xq. 

Para x ^ x 0 = 2, tenemos que f(x ) = x 2 , y la desigualdad a resolver es |x 2 - 4| < e: 

|x 2 - 4| < 6 


—e < x 2 — 4 < e 
4 - f < x 2 < 4 + t 
V4 - e < | x | < V4 + e 
V4 - e < x < V4 4- e. 


Suponga que e < 4; vea abajo. 

Un intervalo abierto alrededor 
de x 0 = 2 que resuelve la 
desigualdad 


La desigualdad | fix) — 4 \ < e se satisface para toda x ^ 2 en el intervalo abierto 
(V4 — e, \/4 + e) (figura 2.20). 

2. Encontrar un valor de 8> 0 que coloque el intervalo centrado (2 — 8, 2 + 8 dentro del 
intervalo 4 — e, V"4 + e). 

Sea 5 la distancia de entre x 0 = 2 y el extremo mas cercano de (V4 — e, V4 4- e). 
En otras palabras, tomamos 5 = min {2 — V4 — e, \/4 + e — 2}, es decir, el minimo 
(el mas pequeno) de los dos numeros 2 — V4 — e y V 7 4 + e — 2. Son 8 tiene este o 
cualquier valor menor positivo, la desigualdad 0 < |x — 2\ <8 colocara automatica- 
mente a x entre V4 — e y V 4 + e para hacer que | fix) — 41 < e . Para toda x, 

0 < |x — 21 < S => j fix) — 41 < e. 


Esto completa la prueba. 
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lA que se debe que sea correcto suponer que e < 4? A que al buscar una 8 tal que 
para toda x, x, 0 < \x — 2\ <8 implique | /(x) — 4| < e < 4, encontramos una 8 
que tambien funcionaria para cualquier e mas grande. 

Por ultimo, observe la libertad que obtenemos al tomar 8 = min {2 — V4 — e, 
vT + e — 2}. De esta forma ya no tenemos que perder tiempo en decidir cual de los dos 
numeros es menor. Simplemente representamos el menor mediante 8 y continuamos para 
concluir el argumento. 

Uso de la definicion para comprobar teoremas 

Casi nunca se emplea la definicion de limite para verificar limites especificos como los 
que se presentaron en los ejemplos anteriores. Para ello resultan mas utiles los teoremas 
generales sobre limites, en particular los teoremas de la seccion 2.2. La definicion se utili- 
za, mas bien, para probar dichos teoremas (como lo haremos en el apendice 2). A manera 
de ejemplo, probaremos la parte 1 del teorema 1, es decir, la regia de la suma. 

EJEMPLO 6 Comprobacion de la regia para el limite de una suma 
Dado que lim A ^ c /(x) = L y lim A -» c g(x) = M , probar que 

lim (/(x) + g(x)) = L + M. 

X—>C 

Solucion Sea e > 0 dado. Queremos encontrar un numero positivo 8 tal que para toda x 
0 < |x — c| < 5 => |/(x) + g(x) — (L + M)\ < e. 

Reagrupando terminos obtenemos 

|/(x) + g(x) ~ (L + M)\ = | {fix) ~ L) + (g(x) - M) | Desigualdad del triangulo: 

< | fix) - L\ + |g(x) - M\. 

Como lim.v^c /(x) = L , existe un numero Sj > 0 tal que para todax 

0 < |x — c| < Si => |/(x) — L | < e/2. 

De manera similar, como lim Y ^ c g(x) = M, existe un numero 6 2 > 0 tal que para toda x 

0 < |x — c| <82 => |gM — M\ < e/2. 

Sea 8 = min {S l5 S 2 } el menor de y S 2 , Si 0 < [x - c| < 8, entonces |x - c| < Sj, de mane¬ 
ra que |/~(x) - L\< ell, y |x - c| < 8 2 , de manera que |g(x) - M\ < e/2. Por lo tanto, 

I/M + gM - (L + M)\ < | + | = e. 

Esto demuestra que lim A -> c (/(x) + g(x)) = L + M. 

Comprobemos tambien el teorema 5 de la seccion 2.2. 

EJEMPLO 7 Dado que lim A ^ c /(x) = L y lim A ^ e g(x) = M, y que /(x) ' g(x) para 
toda x en un intervalo abierto que contiene a c (excepto posiblemente la misma c), probar 
que L < M. 

Solucion Usaremos el metodo de prueba por contradiccion. En otras palabras, supondre- 
mos lo contrario de lo que se afirma, es decir, que L> M. Entonces, de acuerdo con la pro- 
piedad del limite de una diferencia del teorema 1, 

lim (g(x) - /(x)) = M - L. 

x—*C 

En consecuencia, para cualquier e > 0 existe 8 > 0 tal que 

| (g(x) — /(x)) — (M — L) | < e siempre que 0 < |x — c| < 8 . 
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Como, por hipotesis, L-M> 0, tomamos e = L - M en particular, y tenemos un numero 
8 > 0 tal que 

|(g(x) — /(x)) — ( M — L)\ < L — M siempre que 0 < \x — c\ <8. 
Como a < | a | para cualquier numero a, tenemos que 

(g(x) — /(x)) — (M — L) < L — M siempre que 0 < |x — c\ <8 
que se simplifica en 

g(x) < /(x) siempre que 0 < |x — c| <8. 

Pero esto contradice /(x) < g(x). Por lo tanto, la desigualdad L > M debe ser falsa. En 
consecuencia, L < M. 


EJERCICIOS 2.3 


Centrar intervalos en torno a un punto 

En los ejercicios 1 a 6 , trace el intervalo (a, b ) en el eje x, colocando el 
punto x 0 en el interior. Despues encuentre un valor de 8 > 0 tal que pa¬ 
ra todax, 0 < |x — xo| < 5 => a < x < b. 

1. a = 1, b = 7, xo = 5 

2. a = 1, 6 = 7, xo = 2 

3. a = -7/2, b = -1/2, x 0 = -3 

4. a = -7/2, b = -1/2, x 0 = -3/2 

5. a = 4/9, b = 4/7, x 0 = 1/2 

6. a = 2.7591, b = 3.2391, x 0 = 3 


Determination grafica de deltas 

En los ejercicios 7 a 14, use las graficas para encontrar una 8 > 0 tal 
que para toda x 

0 < |x — xo| < 8 => | f(x) — L | < e. 


7. 


8 . 


y 



/(x) = + 3 

x 0 = 3 
L = 7.5 
e = 0.15 



9. 


10 . 


/(x) = 

y *o = i 



11 . 



y 






NO ESTA A ESCALA 
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13. 14. 


y y 



Determination algebraica de deltas 

En cada uno de los ejercicios 15 a 30 se dan una funcion /(x) y los nu- 
meros L,i 0 y£>0. Encuentre, en cada caso, un intervalo abierto alre- 
dedor de x 0 en donde se cumpla la desigualdad J f(x) - L\ < e. Despues 
de un valor para 8 > 0 tal que para toda x que satisfaga 0 < |x - x 0 | < S 
se cumpla la desigualdad f(x) - L\<e. 


15. fix) 

= x + 1, 

Z = 5, 


Xo 

= 4, 6 : 

= 0.01 

16. fix) 

= 2x - 2, 

Z = - 

-6, 


Xo = -2, 

e = 0.02 

17. fix) 

= Vx + 1, 

Z = 

1, 


Xo = 0, 

£ = 0.1 

18. /(x) 

= Vx, L 

= 1/2, 


Xc 

i = 1/4, 

£ = 0.1 

19. fix) 

= Vl9 - x, 

Z = 

= 3, 


xo = 10, 

£ = 1 

20. /(x) 

= Vx - 7, 

Z = 

4, 


xo = 23, 

£ = 1 

21- /(x) 

= 1/x, I 

= 1/4, 


Xo 

= 4, 6 - 

= 0.05 

22. fix) 

= x 2 , I = 

= 3, 

Xo 

= 

to 

y> i 

ii 

: 0.1 

23. /(x) 

= x 2 , L - 

= 4, 

Xo 

= 

-2, 6 = 

0.5 

24. fix) 

= 1 /x, Z, 

= -1, 


xo 

= -1, 6 

= 0.1 

25. /(x) 

= x 2 - 5, 

Z = 1 

1 , 


Xo = 4, 

E = 1 

26. /(x) 

= 120/x, 

z = 5, 


Xo 

= 24, e 

= 1 

27. /(x) 

= mx, m 

> o, 

Z 

= 

2/m, xo = 

= 2, £ = 

28. /(x) 

= mx, m 

> o, 

Z 

= 

3/m, xo = 

= 3, 

6 = 

c > 0 






29. /(x) 

= mx + b, 

m > 

0, 


Z = (/zi/2) - 

f b, 

x 0 = 

1/2, e = 

c > 0 





30. fix) 

= /MX + b , 

m > 

0, 


L = m + b, 

x 0 = 1, 


e = 0.05 


Mas ejercicios con limites formates 

En cada uno de los ejercicios 31 a 36 se da una funcion fix), un punto 
x 0 y un numero positivo e. Encuentre Z = lim f(x). Despues en- 

x~*x 0 

cuentre un numero 8 > 0 tal que para toda x 




0 < 

|x - Xo| 

< 8 


1 fix) 

31. 

fix) 

= 3 - 

- 2x, 

x 0 = 

3, 

€ = 0.02 

32. 

fix) 

II 

1 

UJ 

H 

1 

K> 

Xo 

= -1, 

£ = 0. 

33. 

fix) 

X 2 
X 

- 4 

- 2 ’ 

Xo = 

2, 

£ = 0.05 

34. 

fix) 

X 2 

+ 6x + 
x + 5 

5 

5 

xo = 

-5, £ : 


35. f{x) = Vl - 5x, xq = -3, e = 0.5 

36. f{x) = 4/x, xo = 2, £ = 0.4 


Pruebe los limites de los ejercicios 37 a 50. 


37. lim (9 — x) = 5 


38. lim (3x - 7) = 2 


39. lim Vx - 5 = 2 

x—>9 


41. lim /(x) = 1 si /(x) = 

X—> 1 


40. HmV4 - x = 2 


42. lim fix) = 4 si fix) = 

x —>—2 


X 2 , 

2 , 

X 2 , 

1 , 


x ¥= 1 
x = 1 
x ^ —2 
x = —2 


43. lim — = 1 

x—* 1 x 


44. lim- 4r = y 

x—>2 3 X 2 3 

x 2 — 9 

45. lim , , = -6 
x -»-3 x + 3 


47. lim fix) = 2 si fix) 

X— >1 


48. lim fix) = 0 si fix) 
x—>o 

49. lim x sen 4=0 

x—>o A 


46. lim 

x 2 - 1 „ 

x- 1 2 

X->1 

f 4 - 2x, 

X < 1 

l6x - 4, 

X > 1 

f 2x, 

x < 0 

lx/2, 

x > 0 


y 
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50. 


lim x 2 sen 4 = 0 
x—>o x 


tios, el sea de 5 ± 0.1 amperes. <^En que intervalo debe encon- 
trarse R para que / este a menos de 1 ampere del valor 7 0 = 5 ? 



Teoria y ejemplos 

51. Explique que significa afirmarque 11m g(x) = k. 

x —*0 

52. Pruebe que 11m f(x) — L si y solo si 11m f(h + c) = L. 

x—*c A—> 0 

53. Una afirmacion erronea acerca de li'mites Compruebe me- 
diante un ejemplo que la afirmacion siguiente es incorrecta: 

El numero L es el limite defix) cuando x se aproxima a x 0 si f(x) 
se acerca mas a L a medida que x se aproxima a x 0 . 

Explique por que la funcion de su ejemplo no tiene el valor L da¬ 
do como un limite conforme x —* xo. 

54. Otra afirmacion incorrecta acerca de limites Compruebe 
mediante un ejemplo que la afirmacion siguiente es incorrecta: 

El numero L es el limite de /(x) cuando x se aproxima a x 0 si, 
dada cualquier e > 0 , existe un valor de x para el que 

I/M - L\ <6. 

Explique por que la funcion de su ejemplo no tiene el valor L da¬ 
do como un limite conforme x—>xq. 

55. Fabricacion de cilindros Antes de solicitar la fabricacion 
de cilindros para motor de automovil con un area transversal de 
9 pulg 2 , usted necesita saber que tanta desviacion respecto del 
diametro ideal del cilindro (que es de x 0 = 3.385 pulgadas) puede 
permitir para obtener un area con un error menor que 0.01 pulg 2 a 
partir de las 9 pulg 2 requeridas. Para averiguarlo, defina A = 
tt(x/2) 2 y busque un intervalo x para hacer que \ A — 9| < 0.01. 
^Cual es ese intervalo? 

56. Fabricacion de resistencias electricas La ley de Ohm para cir- 
cuitos electricos como el que se muestra en la figura siguiente, es- 
tablece que V = RI. En la ecuacion, V es una constante de volta- 
je, en volts, I es la corriente, en amperes, y R es la resistencia, en 
ohms. A la empresa en donde usted trabaja le han pedido que sus- 
tituya las resistencias por un circuito en donde V sea de 120 vol- 



tQue ocurre cuando un numero L no es el limite 
de/(x) cuando x—>x 0 ? 

Podemos probar que lim x ^ 0 fix) A L proporcionando una e > 0 tal 
que ninguna S > 0 satisfaga la condicion 

Paratodax, 0 < |x — xo| < S => \fix) — L\ < e. 

A fin de lograr lo anterior para nuestro candidate 6 probando que para 
cada 8 > 0 existe un valor de x tal que 

0 < |x — x 0 | < 5 y |/M — L\ a e. 


y 


L + 6 

y =/(x) 

1 

1 



L 

1 

1 

1 




1 

1 







/(x)' 

- 

i 

i. 

1 


0 

5-! 

o 

1 

Oo 

X 0 X 0 + g 

un valor de 

\ 

x para el cual 


0 < | x — x 0 1 < 5 y | /(x) ~ L | S e 


x 


57. Sea fix) = 


x, 

x + 1, 


x < 1 

X > 1. 


y 



















2.3 La definicion formal de limite 101 


a. Sea e = 1/2. Demuestre que ninguna posible S > 0 satisface 
la condition siguiente: 

Paratodax, 0 < |x — 1| < 8 => | f(x) — 2| < 1/2. 

Esto es, para cada 8 > 0, compruebe que hay un valor de x tal 
que 

0 < |jc - 1| < S y ]/(x) — 2| > 1/2. 

Esto probara que lim^i f(x) A 2 . 

b. Demuestre que llm v -.i fix) # 1. 

c. Compruebe que llm.,-, 1 /(x) ^1.5. 

fx 2 , x <2 

58. Sea h(x) = < 3, x = 2 
[ 2 , x > 2. 


y 



Compruebe que 

a. 11m h(x) A 4 

x->2 

b. 11m h(x) A 3 

x —*2 

c. 11m h(x) i 4 2 

x->2 

59. A partir de la funcion cuya grafica se muestra aqul, explique por 
que 

a. 11m /(x) A 4 

x—*3 

b. 11m /(x) A 4.8 

x * 3 

c. 11m /(x) # 3 

X “>3 


y 



_L 

3 


x 


60. a. A partir de la funcion cuya grafica se muestra aqul, demuestre 
que lim *—-1 g(x) A 2 . 

b. ^Existira llm*^-! g(x)7 Si es el caso, ^cual es el valor del 11- 
mite? Si no existe, explique por que. 


y 



EXPL0RACI0NES CON COMPUTADORA 

En los ejercicios 61 a 66, usted explorara con mas detalle la determi- 
nacion grafica de delta. Use un software matematico para realizar los 
pasos siguientes: 

a. Grafique la funcion y =/(x) cerca del punto x 0 al que se quiere 
aproximar. 

b. Suponga cual es el valor del limite L, y despues evalue simboli- 
camente el limite para ver si su suposicion es correcta. 

c. Utilizando el valor e = 0.2, trace en la misma grafica las rectas 
de la banda yi = L — e y y 2 = L + e junto con la funcion/cer¬ 
ca de xo. 

d. A partir de la grafica obtenida en el inciso (c), estime una 8 > 0 
tal que para toda x 

0 < |x — xo| < 8 => |/(x) — L\ <6. 


Compruebe su estimacion graficando /, y\ y V 2 en el intervalo 
0 < |x Xo| <5. Use xo — 28 £ x £ xo + 28 y L — 2e 
< y < L + 2e para establecer el tamano de su pantalla de vi¬ 
sualization. Si algun valor de la funcion esta fuera del intervalo 
[L — e, L + e], significa que eligio una 8 demasiado grande. 
Intentelo nuevamente con una estimacion menor. 


e. Repita sucesivamente los pasos indicados en los incisos (c) y (d) 
para e = 0.1, 0.05 y 0.001. 

x , s x 4 - 81 
6!- fix) = x _ 3 , x 0 = 3 

5y 3 + Qv 2 

62 . fix) - xo = 0 

2x + 3x 

63. fix) = 3x , x 0 = 0 

x( 1 — cosx) 

64 - fix) = x - senx , *o = 0 


65. 

66 . 


fix) = 
fix) = 



Xo = 1 


(7x + l)Vx + 5 


x 0 = 1 


0 


x - 1 
















102 Capi'tulo 2: Limites y continuidad 



Limites laterales y limites al infinito 


y 


1 

X 


0 

H 1 



FIGURA 2.21 Limites laterales derecho e 
izquierdo, diferentes en el origen. 


En esta section ampliaremos el concepto de llmite para abordar los limites laterales, que 
son aquellos que se dan solamente a medida que x se aproxima unicamente por la izquierda 
al numero x 0 (donde x < x 0 ) o unicamente por la derecha (donde x > x 0 ). Tambien analiza- 
remos las graficas de ciertas funciones rationales, asi como otras funciones con el com- 
portamiento de limite cuando x —> ±oo . 


Limites laterales 

Para que una funcion / tenga limite L cuando x se aproxima a c, debe estar definida a 
ambos lados de c, y los valores de fix) deben aproximarse a L a medida que x se aproxima 
a c. Debido a ello, los limites ordinarios se llaman bilaterales. 

Aun cuando /no tenga un limite bilateral en c, podria tener un limite lateral, esto es, 
un limite si la aproximacion es solo por un lado. Si la aproximacion es por la derecha, el li¬ 
mite es un limite lateral derecho. Si es por la izquierda, es un limite lateral izquierdo. 

La funcion /(x) = x/|x| (figura 2.21) tiene limite 1 cuando x se aproxima a 0 por la 
derecha, y limite -1 cuando x se aproxima a 0 por la izquierda. Como estos valores de li¬ 
mites laterales son diferentes, no hay un solo numero al que/(x) se aproxime cuando x se 
acerca a 0. De manera que/(x) no tiene limite (bilateral) en 0. 

Intuitivamente, si/(x) esta definida en un intervalo (c, b), donde c<b, y se aproxima 
arbitrariamente a L cuando x se aproxima a c dentro de ese intervalo, / tiene limite lateral 
derecho L en c. Escribimos 


lim /(x) = L. 

: t—>c 

El simbolo “x —» c + ” significa que consideramos solamente los valores de x mayores que c. 

De manera similar, si/(x) esta definida en un intervalo {a, c), donde a < c y se aproxima 
arbitrariamente a M cuando x se aproxima a c dentro de ese intervalo,/tiene limite lateral 
izquierdo M en c. Escribimos 


lim /(x) = M. 

X—>C 

El simbolo “x —* c ” significa que consideramos solamente los valores de x menores que c. 

En la figura 2.22 se ilustran estas definiciones informales. Para la funcion /(x) = 
x/|x| de la figura 2.21, tenemos 

lim f[x) = 1 y lim fix) = — 1. 

x— »o + x —*o 


y 



(a) lun f(x ) = L 
x->c + 


y 



(b) lim fix) = M 
x->c~ 


FIGURA 2.22 Limite lateral derecho conforme x se aproxima a c. (b) Limite lateral 
izquierdo conforme x se aproxima a c. 
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y 



EJEMPLO 1 Limites Laterales para un semidrcuLo 

El dominio de /(x) = V4 - x 2 es [-2, 2]; su grafica es el semicirculo de la figura 2.23. 
Tenemos 

lim V4 — x 2 = 0 y 11m V4 — x 2 = 0. 

x—2 + »2 

La funcion no tiene llmite lateral izquierdo en x = -2, ni llmite lateral derecho en x = 2. 
Tampoco tiene llmites bilaterales normales, ni en -2 ni en 2. ■ 


FIGURA 2.23 lim V4 - x 2 = 0 y 

x —>2 


lim V4 - x 2 

x—> — 2 + 


0 (ejemplo 1). 


Los limites laterales tienen todas las propiedades listadas en el teorema 1 de la sec- 
cion 2.2. El limite lateral derecho de la suma de dos funciones es la suma de los limites la¬ 
terales derechos, y asi sucesivamente. Los teoremas de limites de funciones polinomiales 
y racionales se satisfacen con limites laterales, lo mismo que el teorema del sandwich y el 
teorema 5. Los limites laterales estan relacionados con los limites de la manera siguiente. 


TEOREMA 6 

Una funcion/(x) tiene un limite cuando x se aproxima a c si y solo si existen los 
limites laterales izquierdo y derecho, y ademas estos limites laterales son iguales: 

lim /(x) = L lim /(x) = L y lim /(x) = L. 

x—*c x—*c x— >c + 


y 



FIGURA 2.24 Grafica de la funcion 
del ejemplo 2. 


EJEMPLO 2 Limites de la funcion graficada en la figura 2.24 

En x = 0: I ini v ->o /(x) = 1, 

liirr^o /(x) y lim v -.o /(x) no existen. La funcion no esta definida a 
la izquierda de x = 0. 

Enx = 1: lim JC -»i-/(x) = 0aunque/(l) = 1, 

lim*->i+/(x) = 1, 

lim Y -»i /(x) no existen. Los limites laterales derecho e izquierdo no 
son iguales. 

Enx = 2: lim v -»2 -/(x) = 1, 

lim.v—2 + /U) = 1, 

lim Y -»2 /(x) = 1 aunque/(2) = 2. 

Enx = 3: lim Y _> 3 -/(x) = lim x ^ 3 +/(x) = lim*-> 3 /(x) = /(3) = 2. 

Enx = 4: lim v ^ 4 -/(x) = 1 aunque/(4) ^ 1, 

lim v ^ 4 + /(x) y lim.Y ^4 /(x) no existen. La funcion no esta definida a 
la derecha de x = 4. 

En cualquier otro punto c en [0, 4],/(x) tiene limite f(c). 


Definicion formal de limites laterales 

La definicion formal de limite que se dio en la seccion 2.3 puede modificarse facilmente 
para los limites laterales. 
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L + e 


L - 


L — € 


f(x) 


f(x) esta 
aquf 


para toda x ± xq 
aquf 


*n + 8 


FIGURA 2.25 Intervalos asociados con la 
definicion de llmite lateral derecho. 


DEFINICIONES Limites Laterales derecho e izquierdo 

Decimos que f (x) tiene li'mite lateral derecho L en x 0 , y escribimos 

lim /(x) = L (vea la figura 2.25) 

x—- > JC 0 + 

si para todo numero e > 0 existe un numero 8 > 0 correspondiente, tal que para 
toda x 

xo < x < xo + 8 => | /(x) — L | < e. 

Decimos que/ tiene limite L lateral izquierdo en x () , y escribimos 

lim /(x) = L (vea la figura 2.26) 

X—»JT0 

si para todo numero e > 0 existe un numero 8 > 0 correspondiente, tal que para 
todax 

xq — 8 < x < xq => | /(x) — L | < e. 


EJEMPLO 3 Aplicacion de La definicion para encontrar un delta 
Probar que 

lim Vx = 0. 

x—»0 + 


L + € 


L 



f(x ) esta 
aquf 


L — € 


para toda x x 0 
aquf 


Solucion Sea e > 0 dada. Aqui x 0 = 0 y L = 0, de manera que queremos encontrar una 
8 > 0 tal que para toda x 

0 < x < 8 => | Vx — 01 < e, 

o 

0 < x < 8 => yf x < e. 

Elevando al cuadrado ambos lados de la ultima desigualdad, tenemos 


8 


0 x o~ s x o 

FIGURA 2.26 Intervalos asociados con la 
definicion de llmite lateral izquierdo. 


x < e 2 si 

Si elegimos 8 = e 2 tenemos 

0 < x < 8 = e 2 


o 


0 < x < e 2 => 


0 < x < 8. 


=> 


y/x < 


e, 


\Vx ~ 0| < e. 


y 



De acuerdo con la definicion, esto prueba que lim x ^o + Vx = 0 (figura 2.27). 

Las funciones que hemos examinado hasta aqui han tenido algun tipo de limite en ca- 
da punto de interes. Sin embargo, en general esto no ocurre asi. 

EJEMPLO 4 Una funcion que oscila demasiado 

Probar que y = sen (1 /x) no tiene limite cuando x se aproxima a cero por cualquier lado 
(figura 2.28). 

Solucion Cuando x se aproxima a cero, su reciproco, 1/x, aumenta sin cota y los valores 
de sen (1/x) se repiten periodicamente entre -1 y 1. No hay un solo numero L al que los 
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y 



O Q A(l, 0) 


1 

FIGURA 2.30 La figura para la prueba 
del teorema 7, TA/OA = tan 6, pero 
OA = 1, de manera que TA = tan 6. 


y 



FIGURA 2.28 La funcion y — sen (1/x) no tiene llmite 
lateral derecho ni llmite lateral izquierdo conforme x se 
aproxima a cero (ejemplo 4). 


valores de la funcion esten suficientemente cercanos cuando x se aproxima a cero. Esto es 
cierto aun cuando restrinjamos x a valores positivos o a valores negativos. La funcion no 
tiene limites laterales izquierdo o derecho en x = 0. 

Limites que involucran (sen 0)/0 

Un hecho importante acerca de (send)/# consiste en que, medido en radianes, su limite 
cuando 0 —> 0 es 1. Podemos ver esto en la figura 2.29, y confirmarlo algebraicamente 
mediante el teorema del sandwich. 


V 



FIGURA 2.29 La grafica de f(6) = (sin#)/#. 


TEOREMA 7 

lim SC ', ^ = 1 (0 en radianes) (1) 

o^o v 


Demostracion El plan es probar que ambos limites laterales, derecho e izquierdo, son 
iguales a 1. Por lo tanto, el limite bilateral tambien es igual a 1. 

Para probar que el limite lateral derecho es 1, empezamos con valores positivos de 6 
menores que 7r/2 (figura 2.30). Observe que 

Area A OAP < area del sector OAP < area A OAT. 
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La medicion en radianes aparece en la 
ecuacion (2): el area del sector OAP es 
d/2 solo si 6 se mide en radianes. 


Podemos expresar estas areas en terminos de d como sigue: 

Area A OAP = ^-base X altura = ^-(l)(send) = ^-send 

Area sector OAP = ^/^d = ^(l) 2 d = j ( 2 ) 

Area A OAT = ^-base X altura = ^-(l)(tand) = ^-tand. 


Por lo tanto. 


^-send < jO < ^-tand. 


Esta ultima desigualdad no se altera si dividimos los tres terminos entre el numero 
( 1 / 2 ) send, que es positivo, ya que 0 < 6 < tt/2\ 

sen 6 cos 0 

Las desigualdades se invierten al tomar reciprocos: 

, ^ send ^ „ 

1 > —g— > cos 0. 

Dado que lim e ^o + cos 0 = 1 (ejemplo 6 b, seccion 2.2), el teorema del sandwich nos da 

,, sen 0 . 

lim - 77 - = 1 . 

e-*o + 0 

Recuerde que tanto sen 6 como 0 son funciones impares (seccion 1.4). Por lo tanto, 
f{0) =(sen 0)/9 es una fiuncion par, con una grafica simetrica respecto del ejey (vea la fi- 
gura 2.29). Esta simetria implica que existe limite lateral izquierdo en 0, y tiene el mismo 
valor que el limite lateral derecho: 


send , send 

lim —„— = 1 = lim — 7 .—, 
0 -»<r 0 e-»o + d 


asi, de acuerdo con el teorema 6 , lim fl ^o (sen d)/d = 1 . 


EJEMPLO 5 Usando Lim = 1 

o V 

Probarque (a) lim C0S ^ -— =0 y (b) lim S£ ^ = A 

h-> o h x->o 5x 5 

Solucion 

(a) Utilizando la formula del angulo medio, cos h = 1 — 2 scrr(d/2), calculamos 

„ cosd -1 „ 2 sen 2 (h/2) 

A— o n a-»o h 

,, sen d „ 

= — lim — 77 — sen d 
o—*o d 

= -U)(o) = o. 
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(b) La ecuacion (1) no se aplica a la fraction original. Necesitamos un 2x en el denomina- 
dor, no un 5x. Para obtenerlo multiplicamos por 2/5 el numerador y el denominador: : 


y 



FIGURA 2.31 La grafica de y = \/x. 


lim 

x —*0 


sen 2x 
5x 


lim 


(2/5) • sen2x 


x~*o (2/5) * 5jc 


2 ., sen2x 
t lim 0 — 
5 x —*0 2.x 


- ( 1 ) = - 
5 ( ’ 5 


Ahora se aplica la 
ecuacion (1) con 6 = 2x. 


Limites finitos cuando x—» ± oo 

El simbolo que designa infinito (oo) no representa un numero real. Lo usamos para des- 
cribir el comportamiento de una funcion cuando los valores sobrepasan, en su dominio o 
rango, cualesquiera cotas finitas. Por ejemplo, la funcion f(x) 0 \/x esta definida para toda 
x A 0 (figura 2.31). Cuando x es positiva y se vuelve muy grande, 1/x se hace cada vez mas 
pequena. Cuando x es negativo y su magnitud se vuelve cada vez mas grande, nuevamente 
1/x se hace pequena. Para resumir estas observaciones, diremos que/(x) = 1/x tiene limite 
0 cuando x->icoo que 0 es el limite de f(x) = 1/x al infinito, tanto positivo como nega¬ 
tivo. A continuation se da la definition exacta. 


DEFINICIONES Limite cuando x se aproxima a oo o - oo 

1. Decimos que/(x) tiene el limite L cuando x tiende al infinito, y escribimos 

lim /(x) = L 

x—*oo 

si, para cada numero e > 0, existe un numero Mcorrespondiente tal que para toda x 
x > M => | f(x) — L | < e. 

2. Decimos que/(x) tiene el limite L cuando x tiende a menos infinito, y escri¬ 
bimos 

lim /(x) = L 

x — *—oo 

si, para cada numero e > 0, existe un numero N correspondiente tal que para 
toda x 

x < N => |/(x) — L <e. 


Intuitivamente, lim^oo /(x) = L si cuando x se aleja cada vez mas del origen en direc- 
cion positiva,/(x) se acerca arbitrariamente a L. De manera similar li'm T ^-oc /(x) = L si, 
cuando x se aleja del origen en direccion negativa,/(x) se acerca arbitrariamente a L. 

La estrategia para calcular limites de funciones cuando x —* ± oo es similar a la que 
se explico en la seccion 2.2 para determinar limites finitos. Ahi primero encontramos los 
limites de las funciones constante e identidad, v = k y y = x. Despues extendimos los resul- 
tados a otras funciones, mediante la aplicacion de un teorema sobre limites de combina- 
ciones algebraicas. Aqui haremos lo mismo, pero empezaremos con las funciones y = k y 
V = 1/x en lugar de y = k y y = x. 
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1 

y = x 


N = 


y=e 


Sin importar que 
numero positivo sea 
la grafica entra 
en esta banda en x = 4 
y ahf se queda 



Sin importar que 
numero positivo sea e 
la grafica entra 


en esta banda eni=- 


y ahf se queda 



y = 6 


M = ; 
€ 


Los hechos basicos que debemos verificar al aplicar la definicion formal, son 

11m k = k y 11m 4 = 0. (3) 

»±oo x-*±oo x 

A continuacion probaremos esta ultima afirmacion, y dejaremos la comprobacion de la 
primera para los ejercicios 71 y 72. 

2 

Los li'mites al infinito para f(x) = y 

Probar que 

(a) 11m y = 0 (b) 11m 4 = 0- 

*->00 A x^-00 A 

Solucion 


FIGURA 2.32 La geometrla detras del 
argumento del ejemplo 6. 


(a) Sea e > 0 dada. Debemos encontrar un numero M tal que para toda x 


x > M 



< e. 


Esta implicacion se satisface si M = 1/e o a cualquier numero positivo mayor (figura 
2.32). Esto prueba que llm^oo (1/x) = 0. 

(b) Sea e > 0 dada. Debemos encontrar un numero N tal que para todo x 


x < N 



< e. 


Esta implicacion se satisface si N = — 1/e o a cualquier numero menor que — 1 /e (fi¬ 
gura 2.32). Esto prueba que lim^-oo (1 /jc) = 0. 

Los limites al infinito tienen propiedades similares a las de los limites finitos. 


TE0REMA 8 Leyes de los limites cuando ± 00 

Si L, M y k son numeros reales y 


lim f{x) = L 

x —*±00 

1. Regia de la suma: 

2. Regia de la diferencia: 

3. Regia delproducto: 


y lim g-(x) = M, entonces 

X— »±oo 

lim (f(x) 4- g(x)) = L + M 

X—»±00 

lim (f(x) - g(x)) = L - M 

x *±00 

lim (f(x) -g(x)) = L-M 

JC—>±00 


4 . Regia del multiplo constante: lim ( k‘f(x )) = k'L 

x —*±00 


/(x) I 

lim —T = 7 7 , MAO 
x — *±oc g (x) M’ 


5. Regia del cociente: 

6. Regia de la potencia: Si r y .v son enteros sin factores comunes, .v A 0, entonces 


lim (f(x)) r l s = L r l s 

x —>±00 

siempre y cuando L r,s sea un numero real. (Si 5 es par, damos por hecho que L > 0). 
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Estas propiedades son similares a las del teorema 1 de la seccion 2.2, y se utilizan de 
la misma manera. 


Uso del teorema 8 


(a) 11m I 5 + y ) = 11m 5 + 11m 4 

x —*oo V X x —*00 x—>°° A 


Regia de la suma 


=5+0=5 


Limites conocidos 


,,, ,, 77 2 3 ., ^ “ 1 1 

(b) lim —;— = lim 77 2 3 ■ 


-00 Xf 


X X 



— 11m 77 2 3 • 11m r • 11m r Regia del producto 

x—»-oo x-»-°° A x—>-oo ■* 

= 772 3 • 0 • 0 = 0 Limites conocidos 

Limites al infinito de funciones racionales 

Para determinar el llmite de una funcion racional cuando x —» ± oo, podemos dividir el 
numerador y el denominador entre la mayor potencia de x en el denominador. Lo que pase 
despues dependent de los grados de los polinomios involucrados. 

EJEMPLO 8 El numerador y el denominador tienen el mismo grado 


FIGURA 2.33 La grafica de la funcion 
del ejemplo 8. La grafica se aproxima a 
la recta y = 5/3 conforme |x| crece. 


11m 

x —*00 


5x 2 + 8x — 3 

3x 2 + 2 


11m 

X— »oo 


5 + (8/x) - (3/x 2 ) 


3 + (2/x 2 ) 


5 + 0-0 
3 + 0 


Dividir el numerador 
y el denominador 
entre x 2 . 

Yea la figura 2.33. ■ 


EJEMPLO 9 El grado del numerador es menor que el grado del denominador 


y 



FIGURA 2.34 La grafica de la funcion 
del ejemplo 9. La grafica se aproxima al 
eje x conforme |x \ crece. 


11m 

X—»—oo 


1 lx + 2 
2x 3 - 1 


lim 

x—>—oo 


(11/x 2 ) + (2/x 3 ) 
2 - (1/x 3 ) 


0 + 0 


2-0 


Dividir el numerador 
y el denominador 
entre x 3 . 

Yea la figura 2.34. ■ 


En la siguiente seccion se da un ejemplo del caso en donde el grado del numerador es 
mayor que el grado del denominador (ejemplo 8, seccion 2.5). 


Asintotas horizontales 

Si la distancia entre la grafica de una funcion y alguna recta fija se aproxima a cero 
cuando un punto de la grafica se aleja cada vez mas del origen, decimos que la grafica se 
aproxima asintoticamente a la recta, y esa recta es una asintota de la grafica. 

Al analizar /(x) = 1/x (vea la figura 2.31), observamos que el eje x es una asintota 
de la curva por la derecha, ya que 

lim 4 = 0 

y una asintota de la curva por la izquierda, ya que 

lim 4 = 0. 

x —*—oo A 
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y 



1 


377 277 77 0 77 277 377 

FIGURA 2.35 Una curva puede cruzar 
una de sus asintotas una infinidad de veces 
(ejemplo 11). 


Decimos que el eje x es un cisintota horizontal de la grafica de fix) = 1/x. 


DEFINICION Asintota horizontal 

Una recta y = b es una asintota horizontal de la grafica de una funcion y =/(x), 
si se satisface alguna de las condiciones siguientes 

lim /(x) = b o lim /(x) = b. 

x —>00 *—>—oo 


La curva 


/(*) 


5x 2 + 8x — 3 

3x 2 + 2 


trazada en la figura 2.33 (ejemplo 8), tiene como asintota horizontal, tanto a la derecha co- 
mo a la izquierda, la recta y = 5/3, ya que 


lim f{x) = | 

x *oo J 


y 


lim fix) = f. 

X —»-00 J 


EJEMPLO 10 Sustitucion de una nueva variabLe 
Encontrar lim sen (1/x). 

x—*oo 

Solucion Introducimos una nueva variable, t = 1/x. De acuerdo con el ejemplo 6, sabe- 
mos que t —» 0 + cuando x —* oo (vea la figura 2.31). Por lo tanto, 

lim sen v = lim sen t = 0. ■ 

x^-oo x t-*0 + 


Otra aplicacion del teorema del sandwich 

El teorema del sandwich tambien se cumple para limites cuando x —> ± oo. 

EJEMPLO 11 Una curva puede atravesar su asintota horizontal 

Usar el teorema del sandwich para encontrar la asintota horizontal de la curva 

„ . senx 

y = 2 + ~ir- 


Solucion Estamos interesados en lo que ocurra cuando x —> ±oo . Como 


senx 


1 

X 


X 


y lim^-too 11/x | = 0, de acuerdo con el teorema del sandwich tenemos que lim^^. ±0 o 
(senx)/x = 0. En consecuencia, 

lim (2 + = 2 + 0 = 2, 

x —>ioo \ x J 


y la recta y = 2 es una asintota horizontal de la curva, tanto a la izquierda como a la dere¬ 
cha (figura 2.35). 
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Este ejemplo ilustra que una curva puede —quizas varias veces— atravesar una de 
sus asintotas horizontales. 


Asi'ntotas oblicuas 

Si el grado del numerador de una funcion racional es mayor en una unidad que el grado 
del denominador, la grafica tiene una asintota oblicua (inclinada). Encontramos una 
ecuacion para la asintota dividiendo el numerador entre el denominador, con el proposito 
de expresar/como una funcion lineal mas un residuo que tiende a cero cuando x —» ±oo . 
Veamos un ejemplo. 


EJEMPLO 12 Encontrar una asintota oblicua 
Encontrar la asintota oblicua de la grafica de 


/(*) 


2x 2 - 3 
lx + 4 


ilustrada en la figura 2.36. 


SoLucion Dividiendo los polinomios encontramos 


y 

4 - 



FIGURA 2.36 La grafica del ejemplo 12 
tiene una asintota oblicua. 


/(*) 


lx 1 - 3 
lx + 4 



^ + ~ 115 
49 J 49(7x + 4) 


funcion lineal g(x) 


residuo 


A medida que x —» ± oo, el residuo, cuya magnitud representa la distancia vertical entre 
las graficas de/y g, tiende a cero, haciendo que la recta (oblicua) 


g(x) 


2 _ 

1 X 49 


sea una asintota de la grafica de/(figura 2.36). La recta y = g(x) es una asintota tanto a la 
derecha como a la izquierda. En la seccion siguiente veremos que la funcion f(x) crece ar- 
bitrariamente en valor absoluto cuando x se aproxima a -4/7, donde el denominador se 
convierte en cero (figura 2.36). 


EJERCICIOS 2.4 


Determination grafica de limites 

1. <[,Cuales de las siguientes afirmaciones acerca de la funcion y = 
f(x), cuya grafica aparece a continuacion, son verdaderas y cuales 
falsas? 


y 



II 

\ 1 

H 

1 

Jr 

1 0 

1 2 


a. lim f(x) = 1 
c. lim f(x) = 1 

x —>0 

e. lim f(x) existe 
x—>o 

g. lim f(x) = 1 

x —>0 

i. lim f{x) = 0 

x—* 1 

k. lim f{x) no existe. 

X —> —1 


b. lim fix) = 0 
x—>o 

d. lim fix) = lim fix) 

x^o- jy ’ x—»o + J v 

f. lim fix) = 0 

x —>0 

h. lim fix) = 1 

X—> 1 

j. lim fix) = 2 

x —*2 

1 . lim f(x) = 0 

x—>2 + J 
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2. ^Cuales de las siguientes afirmaciones acerca de la funcion y = 
f(x), cuya grafica aparece a continuation, son verdaderas y cuales 
son falsas? 




II 

2 

■ / 

• 


' r 

—0—• 

, \ 

/ 

i 

1 1 > 

1 0 

i 

2 3 


a. 11m f(x) =1 b. 11m fix) no existe. 

x—1 + x—>2 

c. 11m f(x) — 2 d. 11m fix) = 2 

x—>2 x—>1 

e. 11m f(x) =1 f. 11m fix) no existe. 

X —* 1 + X —* 1 

g. 11m fix) = 11m fix) 

x—>0 x—>0 

h. 11m f(x) existe para toda c en el intervalo abierto (— 1, 1 ) . 

x—>C 

i. 11m fix) existe para toda c en el intervalo abierto (1, 3). 


j. 11m fix) = 0 

x—>—1 


k. 11m fix) no existe. 

x—*3 + J 


( 3 - x, x <2 
3. Sea fix) = / 

H+ 1, x > 2. 



a. Encuentre lim*^* fix) y lim x ^ 2 ~ fix) ■ 

b. <',llm ;c - > 2 fix) existe? Si es asl, ^cual es? Si su respuesta es 
negativa, explique por que. 

c. Encuentre llm,-* 4 - fix) y lim x -» 4 + fix). 

d. ^lim*-^ fix) existe? Si es asi, <^cual es? Si su respuesta es 
negativa, explique por que. 


4. Sea fix) = 


3 — x, x < 2 

2, x = 2 


x 

2 ’ 


x > 2. 



a. Encuentre lim*-^ fix), lim^ 2 - fix) , y /(2). 

b. ^lim*-^ fix) existe? Si es asi, <^cual es? Si su respuesta es ne¬ 
gativa, explique por que. 

c. Encuentre lim^-r fix) y lim^-»-i+ fix). 

d. Encuentre lim x ^_i fix) existe? Si es asi, ^cual es? Si su res¬ 
puesta es negativa, explique por que. 

[ 0, x < 0 
5. Sea fix) = / , 

1 sen^, x > 0. 



a. < ',lim ;t - > o + fix) existe? Si es asi, ^cual es? Si su respuesta es 
negativa, explique por que. 

b. ^lirn^o" fix) existe? Si es asi, ^cual es? Si su respuesta es 
negativa, explique por que. 

c. ('.lim^o fix) existe? Si es asi, <^cual es? Si su respuesta es 
negativa, explique por que. 

6. Seag(x) = Vxsen(l/x). 



a. ^lim x ^o + gix) existe? Si es asi, ^cual es? Si su respuesta es 
negativa, explique por que. 

b. ^lim^o" gix) existe? Si es asi, ^cual es? Si su respuesta es 
negativa, explique por que. 

c. gix) existe? Si es asi, ^cual es? Si su respuesta es 
negativa, explique por que. 
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7. a. Grafique fix) = 

b. Encuentre fix) y lim ;t _ > i+ fix). 

c. fix ) existe? Si es asi, ^cual es? Si su respuesta es ne- 
gativa, explique por que. 

{ 1 — X 2 X I 

’ 

2, x = 1. 

b. Encuentre lim x ^i+ fix) y lim*-*!- fix). 

c. ^lim*-,.! fix) existe? Si es asi, ^cual es? Si su respuesta es ne- 
gativa, explique por que. 


fx 3 , x \ 
\0, x = 1. 


Trace las graficas de las funciones de los ejercicios 9 y 10. Despues, 
conteste estas preguntas. 


a. iCuales son el dominio y el rango de/? 

b. ^,En que puntos c existe lim*-.,. fix)! 

c. ^En que puntos solo existe el limite lateral izquierdo? 

d. ^,En que puntos solo existe el limite lateral derecho? 

{ Vl - x 2 , 0 < x < 1 

1, 1 < x < 2 

2, x = 2 


10. /(x) 


{ x, — 1 < x < 0, o 0 < x £ 1 
1, x = 0 

0, x < —1, o x > 1 


Determination algebraica de Ifmites laterales 

Encuentre los limites de los ejercicios 11 a 18. 


11 . lim 


x + 2 


■0.5~ V X + 1 


12. lim 


13. lim 


■2 + \X + 1/Vx 2 + X 


2x + 5 


14. lim 


x + 6\f 3 — x 


r\x + 1 

_ Vh 2 + 4/j + 5 - V5 

15. lim -;- 

h^0 + h 


16. lim 


V6 - V5h 2 + 11/7 + 6 


x + 21 


x — 1 


i + V x + 2 


17. a. limjx + 3)——— b. lim (x + 3) 

x—*— 2 + X ~r Z x—*—2 


18. a. lim 

x —* 1 " 


V2x (x — 1) 


lx - II 


b. lim 
x-*l 


| x + 21 
x + 2 


W (x — 1) 
lx - II 


Use la grafica de la funcion mayor entero y = [xj (que se denota a 
veces comoy = ent x) figura 1.31, seccion 1.3, para encontrar los limi¬ 
tes de los ejercicios 19 y 20. 


19. a. 


lim 

0->3 + 


b. lim —— 

0^T 0 


20. a. lim (t — 1 1) 

L J 


b. lim (t — 111) 

t-* 4 


sen 6 „ 

Uso de lim .. = 1 

0-^0 U 

Encuentre los limites de los ejercicios 21 a 36. 

,, sen kt 
lim —-— 

i—*o ‘ 


21. 

lim 

0->O 

sen V 26 

22. 

V 2 e 

23. 

lim 

y-* 0 

sen 3y 

24. 

4 y 

25. 

lim 

x —>0 

tan 2x 

26. 

X 

27. 

lim 
x— >0 

x esc 2x 

28. 

cos 5x 

29. 

lim 

x —>0 

x + x cos X 

30. 

sen x cos x 

31. 

lim 

t-> 0 

sen ( 1 — cos t) 

32. 

1 — cos t 

33. 

lim 

0^0 

sen 6 

34. 

sen 20 

35. 

lim 

x—>0 

tan 3x 

36. 

sen 8x 


(k constante) 


/i->(r sen 3 h 
21 

lim t—7 
o t an t 

lim 6x 2 (cotx)(csc 2x 
,, x 2 — x + senx 


x^O 


2x 


sen (sen h) 

lim-,- 

h^> o sen h 

,, sen 5x 

lim -7— 

sen4x 

sen 3 v cot 5y 

lim-—— 

y ->o y cot 4y 

Calculo de Ifmites conforme x —> ± oo 

En los ejercicios 37 a 42, encuentre el limite de cada funcion (a) cuando 
x * oo y (b) cuando x —» — oo. (Puede utilizar una calculadora grafi- 
cadora o una computadora para ver la respuesta graficamente). 


37. /(x) = f - 3 
39. g(x) = 

41. h(x) = 


2 + (1/x) 
-5 + (7/x) 


38. /(x) = TT - 2 

X 

40. g(x) = 

42. h(x) = 


8 - (5/x 2 ) 
3 - (2/x) 


3 - (1/x 2 ) ‘ 4 + (V2/X 2 ) 

Encuentre los limites de los ejercicios 43 a 46. 


43. lim 


sen 2x 


2 — t + sen t 


44. lim 


cos 0 


45. lim , , 

j —>—00 t 1 cos t 


46. lim 


0 —>—00 3 8 

r + senr 


r —>00 2r + 1 — 5 sen r 


Limites de funciones racionales 

En los ejercicios 47 a 56, encuentre el limite de cada funcion racional 
(a) cuando x * 00 y (b) cuando x —> — 00 . 


47. f(x) 


2x + 3 
5x + 7 


48. f(x) = 


2x 3 + 7 

x 3 - x 2 + x + 7 


49. fix) 
51. h(x) 


x + 1 
X 2 + 3 


lx 3 

x J — 3x 2 + 6x 


50. fix) 


52. g(x) 


3x + 7 
x 2 — 2 

1 

x 3 - 4x + 1 
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53. g(x) = 

54. h(x) = 

55. h(x) = 

56. h(x) = 


10x 5 + x 4 + 31 

x 6 

9x 4 + x 

2x 4 + 5x 2 — x + 6 
—2x 3 — 2x + 3 

3x 3 + 3x 2 — 5x 


x 4 - 7x 3 + 7x 2 + 9 


Lfmites con potencias no enteras o negativas 

El proceso mediante el que determinamos los llmites de funciones 
racionales funciona tambien para calcular razones que contienen po¬ 
tencias no enteras o negativas de x, y consiste en dividir el numerador 
y el denominador entre la mayor potencia de x en el denominador, y 
proceder a partir de ahl. De acuerdo con ello, encuentre los llmites de 
los ejercicios 57 a 62. 


57. 


11 m 

X—>00 


2Vx + x 1 
3x - 7 


Vx - Vx 
™Vx + Vx 

2x 5 / 3 - x 1 / 3 + 7 
x-^oo x B/5 + 3x + Vx 


59. 11m 


61. 11m 


58. 


„ 2+ Vx 

lim - — 

x ^oo 2 _ Vx 


60. 


11m - 

x >oo X 



62. 


11m 

x—>—00 


Vx — 5x + 3 
2x + x 2 / 3 - 4 


Definiciones formates de lfmites laterales 

73. Dado e > 0, encuentre un i ntervalo I = (5, 5 + <5), S > 0, tal 
que si x esta en /, entonces Vx — 5 < e. </Que llmite se esta ve- 
rificando y cual es su valor? 

74. Dado e > 0, encuentre un intervalo I = (4 — 8, 4), S > 0, tal 
que si x esta en I, entonces V4 — x < e. /, Que llmite se esta ve- 
rificando y cual es su valor? 


Use las definiciones de llmites lateral derecho e izquierdo para probar 
los llmites propuestos en los ejercicios 75 y 76. 


75. lim :— r = — 1 

x—>(T X 


76. 



= 1 


77. Funcion mayor entero Encuentre (a) lim x ^ 40 o + [xj y (b) 
lim r ^ 4 oo- [xj ; despues, emplee las definiciones de limites para 
verificar sus resultados. (c) Con base en las conclusiones a que 
llego en los incisos (a) y (b), /.puede decir algo acerca de 
lim v ^ 4 oo[x J ? Justifique sus respuestas. 


78. Limites laterales Sea /(x) 


f x 2 sen (1/x), x < 0 

1 Vx, x > 0. 


Encuentre (a) lim x _»o + fi x ) y (b) lim x ^ 0 " f ( x ) 1 despues use las defini¬ 
ciones de limites para verificar sus resultados. (c) Con base en las 
conclusiones a que llego en los incisos (a) y (b), /.puede decir algo 
acerca de lim x ^ 0 fix)? Justifique sus respuestas. 


Teoria y ejemplos 

63. Si conocemos lim x ^„+ /(x) y lim x ^ fl - f(x) en un punto interior 
del dominio de f /.conocemos tambien lim. v -> a fix) 7 Justifique su 
respuesta. 

64. Si sabemos que lim x -» c /(x) existe, ^es posible encontrar su valor 
calculando lim x ^ c + /(x) ? Justifique su respuesta. 

65. Suponga que / es una funcion impar de x. ^Saber que lim x ^ 0 + 
fix) = 3 nos indica algo acerca de lim x _>o _ fi x ) ? Justifique su 
respuesta. 

66. Suponga que / es una funcion par de x. ^Saber que lim*-^ - 
fix) = 7 nos indica algo acerca de lim x _>_ 2 _ fix) o lim v ->_ 2 + fi x ) ? 
Justifique su respuesta. 

67. Suponga que f y g son funciones polinomiales en x, y que 
lim x ^oo (/(x)/g(x)) = 2. V partir de esos datos es posible con¬ 
duit" algo respecto de lhn r _>_oo (/(x)/g(x))? Justifique su res¬ 
puesta. 

68. Suponga que /(x) y g(x) son funciones polinomiales en x. En ese 
caso, grafica de/(x)/g(x) puede tener una asintota sig(x) nun- 
ca es cero? Justifique su respuesta. 

69. Vuantas asintotas horizontales puede tener la grafica de una fun¬ 
cion racional dada? Justifique su respuesta. 

70. Encuentre lim (Vx 2 + x — Vx 2 — x). 

X—>00' 

Use las definiciones formales de limites cuando x —* ± oo para esta- 

blecer los limites de los ejercicios 71 y 72. 

71. Si/tiene el valor constante/(x) = k, entonces lim fix) = k. 

x—>00 

72. Si/tiene el valor constante/(x) = A:, entonces lim fix) = k. 

x—>—00 


Exploraciones graficas: como "ver" lfmites 
al infinito 

Algunas veces un cambio de variable puede modificar una expresion 
poco familiar para convertirla en una cuyo limite sabemos como en¬ 
contrar. Por ejemplo, 

lim sen \ = lim sent! Sustituird = l/.r 
x—>oo x 0^0+ 

= 0. 


Esto sugiere una manera creativa de “ver” los limites al infinito. Des- 
criba el procedimiento y uselo para ilustrar y determinar los limites de 
los ejercicios 79 a 84. 


79. 

lim 


x— >±oo 

80. 

lim 


x—»—oo 

81. 

lim 


x—>±oo 

82. 

lim ( 


x—>oo \ 

83. 

lim 


X—>±CX) 

84. 

lim ( 


cos (1/x) 


3x + 4 


1/x 


3 + 

3 _ _ 
x 2 


1 + sen-jr 
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2.5 


Limites infinitos y asintotas verticales 


En esta seccion ampliaremos el concepto de limite a los limites infinitos que, a diferencia 
de los que hemos hablado hasta el momento, exigen una definicion completamente nueva. 
Los limites infinitos proveen simbolos y conceptos utiles para describir el comportamiento 
de funciones cuyos valores positivos o negativos se vuelven arbitrariamente grandes. Con- 
tinuaremos el analisis de las graficas de funciones racionales que realizamos en la ultima 
seccion, usando asintotas verticales y terminos dominantes para valores numericamente 
grandes de x. 


Se puede llegar tan 
alto como se desee 
tomando x suficien 
temente cercana a 0. 
No importa que tan 
alta este B la grafica 
|ya mas alto. 

1 



Se puede llegar tan 
bajo como se quiera 
tomando x suficiente 
mente cercana a 0. 


No importan que 
tan baja este B la 
grafica va mas bajo. 


B 


FIGURA 2.37 Limites laterales infinitos: 


1 

lim — = oo 


lim 4 = -oo 
->o _ x 


Limites infinitos 

Veamos nuevamente la funcion f(x) = \/x. Cuando x —*■ 0 + , los valores de/crecen sin co- 
ta, alcanzando y sobrepasando todo numero real positivo. Esto es, dado cualquier numero 
real positivo B, tan grande como queramos, los valores de / se vuelven todavia mayores 
(figura 2.37). Por lo tanto,/no tiene limite cuando x —» 0 + . Sin embargo, es conveniente 
describir el comportamiento de /diciendo que f(x) se aproxima a oo cuando x —> 0 + . 
Escribimos 


lim f(x) = lim v = 00 • 
x-*0 + x— »o + x 

A1 escribir esto no estamos diciendo que el limite existe, Y tampoco que hay un numero 
real oo, ya que no existe tal numero. Mas bien, estamos diciendo que lim c _»o + (1 A) no 
existe, porque \/x se vuelve arbitrariamente grande y positiva cuando x —* 0 + . 

A medida que x —> 0 _ , los valores de fix) = 1/x se vuelven arbitrariamente grandes en 
valor absoluto y negativos. Dado cualquier numero real -B, los valores de/terminan ubi- 
candose por debajo de -B. (Vea la figura 2.37). Escribimos 


lim /(x) = lim \ = — oo. 

x—*0” x—>0” A 


y 



FIGURA 2.38 Cerca de x = 1, la funcion 
y = l/(x — 1) se comporta igual que la 
funcion y = 1/x cerca de x = 0. Su grafica 
es la grafica de y = 1/x desplazada 1 
unidad a la derecha (ejemplo 1). 


Una vez mas, no se esta afirmando que el limite existe, ni que es igual al numero — oo . No 
existe ningun numero real — oo . En realidad, estamos describiendo el comportamiento de 
una funcion cuyo limite cuando x —» 0 ~ no existe, porque sus valores son arbitrariamente 
grandes en valor absoluto y negativos. 

EJEMPLO 1 Li'mites laterales infinitos 
Encuentre lim —' , y lim —' , . 

x—* 1 + X - 1 J X—I x - 1 


Solucion geometrica La grafica de v = l/(x - 1) es la grafica de y = 1/x, desplazada una 
unidad a la derecha (figura 2.38). Por lo tanto, el comportamiento dey = l/(x - 1) cerca del 
1 es exactamente el mismo que el de y = 1/x cerca del cero: 

lim —r =oo y bm ——r = — oo. 
x— * 1 + X - 1 J X—1“X - 1 

Solucion analitica Piense en el numero x - 1 y su reciproco. Cuando x^> 1 + , tenemos 
(x — 1)—>0 + y l/(x — 1)— >oo. Cuando x—»1~, tenemos (x — 1)^0 _ y 
l/(x — 1) —> - oo . 
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y 



EJEMPLO 2 Li'mites bilateraLes infinitos 
Discutir el comportamiento de 

(a) /(x) = \ cerca de x = 0, 

x 

(b) u(x) = -—-—, cerca dex = —3. 

& (x + 3) 2 

Solucion 

(a) Cuando x se aproxima a cero por cualquier lado, los valores de 1/x 2 son positivos y se 
vuelven arbitrariamente grandes (figura 2.39a): 



FIGURA 2.39 Las graficas de las 
funciones del ejemplo 2. (a)/(x) tiende a 
infinito conforme x —» 0. (b) g(x) tiende 
a infinito conforme x —» — 3. 


lim f(x) = 11m 4r = oo. 
x-*0 x—*0 x 2 

(b) La grafica de g(x) = l/(x + 3) 2 es la grafica de/(x) = 1/x 2 desplazada 3 unidades a la 
izquierda (figura 2.39b). Por lo tanto, g se comporta exactamente igual cerca de -3 
que/cerca de cero. 


Hm g(x) = lim , = oo. 

X -*-3 x -*-3 (x + 3) 

La funcion y = 1/x muestra un comportamiento inconsistente cuando x —* 0. Tenemos 
que 1/x — > oo si x — * 0 + , pero 1/x —* — oo si x —» 0 . Lo tinico que podemos decir acerca 
del llm.^o (1/x) es que no existe. La funcion y = 1/x 2 es distinta. Sus valores tienden al in¬ 
finito cuando x se aproxima a cero por cualquier lado, de manera que podemos decir que 

lim^o (1 A 2 ) = 00 • 


EJEMPLO 3 Las funciones racionales pueden comportarse de distintas maneras cerca 
de los ceros de sus denominadores 


x ~ 2) 2 (x - 2) 2 x - 2 

“A- = lim 7 -T77-77 = lim —.—^ 

X 2 - 4 x^2 (x - 2)(x + 2) x—>2 X + 2 

K — 2 

A-= lim 

•2- — A. v—>9 


l 


— = lim 7 - L 7T77-TV = lim -:—V 

4 x->2 (x - 2)(x + 2) , y ~>2 x + 2 


— = lim 

4 x- 


x — 3 _ _ 00 

^ 2 + (x — 2)(x + 2) 


j x — 3 

- = lim 7-777-77 

4 x—*2~ (x - 2)(x 4- 2) 


00 


lim 


n 7- 3 i oY no existe. 

•2 (x — 2)(x + 2) 


Los valores son 
negativos para x > 2, x 
cerca de 2. 

Los valores son positivos 
para x < 2, x cerca de 2. 

Yea los incisos (c) y (d) 


En los incisos (a) y (b), el efecto del cero en el denominador en x = 2 se cancela, ya 
que el numerador tambien es cero. Por lo tanto, existe un limite finito. Esto es falso en el 
inciso (f), donde la cancelacion todavia deja un cero en el denominador. 


Definicion formal de los limites infinitos 

En lugar de requerir que/(x) este arbitrariamente cercano de un numero finito L para toda 
x suficientemente cerca de x 0 , las definiciones de limites infinitos requieren que /(x) se 
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y 



FIGURA 2.40 /(x) tiende al infinito 
conforme x —* xo ■ 



FIGURA 2.41 f(x) tiende a menos infinito 
conforme x —» xq . 


ubique arbitrariamente lejos del origen. Excepto por este cambio, el lenguaje es identico al 
que hemos visto antes. Las figuras 2.40 y 2.41 ilustran estas definiciones. 


DEFINICIONES Infinito y menos infinito como limites 

1. Decimos que fix) tiende al infinito cuando x se aproxima a x 0 , y escribimos 

11m /(x) = oo, 

X—>Xo 

si para todo numero real positivo B existe un correspondiente 8 > 0 tal que 
para toda x 

0 < |x — x 0 | < 5 => /(x) > B. 

2. Decimos que fix) tiende a menos infinito cuando x se aproxima a x 0 , y es¬ 
cribimos 

lim fix) = -oo, 

si para todo numero real -B existe un correspondiente 8 > 0 tal que para toda x 
0 < |x — xo| < d => f{x) < —B. 


Las definiciones precisas de los limites laterales infinitos en x 0 son similares y se estable- 
cen en los ejercicios. 

EJEMPLO 4 Aplicacion de la definicion de limites infinitos 

Probar que lim —? = oo . 
x-*0 xr 

Solucion Dada B > 0, queremos encontrar 8 > 0 tal que 

0 < \x — 0 <8 implique > B. 


Ahora, 


> B si y solo si x 2 < 
xr ° 


o, de manera equivalente, 


|x| < —U. 

2 B 

En consecuencia, eligiendo 8 = 1/2 B {o cualquier numero positivo menor), vemos que 


| x | < 8 


implique -7 > -7 — B. 

x z 8 Z 


Por lo tanto, de acuerdo con la definicion, 


lim \ = 00 . ■ 

x-^o x 2 
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y 



FIGURA 2.42 Los ejes coordenados son 
asintotas de ambas ramas de la hiperbola 

y = V*- 


Asintotas verticales 

Observe que la distancia entre un punto de la grafica de y = 1/x y el eje y se aproxima a 
cero cuando el punto se mueve verticalmente a lo largo de la grafica y lejos del origen (fi- 
gura 2.42). Este comportamiento ocurre debido a que 

11m v = oo y lim 4 = — o°. 

x—»0 + X x—»0 _ x 

Decimos que la recta x = 0 (el eje y) es una asintota vertical de la grafica de y = 1 lx. Ob¬ 
serve que el denominador es cero en x = 0 y la funcion no esta definida ahi. 


DEFINICION Asintota vertical 

Una recta x = a es una asintota vertical de la grafica de una funcion y =/(x) ya 
sea que 

lim /(x) = ± oo o lim /(x) = ± oo. 

x—*a + x—*a 


y 



FIGURA 2.43 Las rectas y = 1 y 
x = -2 son asintotas de la curva 
y = (x + 3)/(x + 2) (ejemplo 5). 


EJEMPLO 5 Busqueda de asintotas 

Encontrar las asintotas horizontal y vertical de la curva 


Solucion Estamos interesados en el comportamiento cuando x—>±oo y cuando 
x —> —2, donde el denominador es cero. 

Las asintotas se descubren rapidamente si escribimos la funcion racional como una 
polinomial con un residuo, dividiendo (x + 2) entre (x + 3). 

1 _ 

x + 2)x + 3 
x + 2 

1 


Este resultado nos permite rescribiry: 


y = i + 


l 

x + 2 ‘ 


Ahora vemos que la curva en cuestion es la grafica de y = 1/x desplazada 1 unidad hacia 
arriba y 2 unidades hacia la izquierda (figura 2.43). Las asintotas, en lugar de ser los ejes 
coordenados, son ahora las rectas y = 1 y x = -2. 


EJEMPLO 6 Las asintotas no necesariamente son bilaterales 
Encuentre las asintotas horizontal y vertical de la grafica de 



Solucion Estamos interesados en el comportamiento cuando x —>±00 y conforme 
x —* ±2, donde el denominador es cero. Observe que/es una funcion par de x, de manera 
que su grafica es simetrica respecto del eje y. 

(a) El comportamiento cuando x—>±oo. Como lim x ->oo /(x) = 0, la recta y = 0 la rec- 
tay = 0 es una asintota horizontal de la grafica a la derecha. Por simetria, tambien hay 
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y 



FIGURA 2.44 Grafica de 
y = —8/(x 2 — 4). Observe que la curva 
se aproxima al eje x solamente por un lado. 
Las asintotas no tienen que ser bilaterales 
(ejemplo 6). 


una asintota por la izquierda (figura 2.44). Observe que la curva se aproxima al eje x 
solo por el lado negativo (o por debajo). 

(b) El comportamiento cuando x — » ±2. Como 

lim /(x) = — oo y lim /(x) = oo, 

x—*2 + x—*2 

la recta x = 2 es una asintota vertical tanto a la derecha como a la izquierda. Por sime- 
tria, sucede lo mismo con la recta x = -2. 

No hay otras asintotas, porque/tiene un limite finito en cualquier otro punto. 

EJEMPLO 7 Curvas con infinidad de asintotas 
Las curvas 

1 ^ sen x 

L = secx = bosx y y = tanx = 

tienen asintotas verticaies en los multiplos enteros impares de tt/ 2 , donde cos x = 0 (figu¬ 
ra 2.45). 



FIGURA 2.45 Las graficas de sec x y tan x tienen una infinidad de asintotas 
verticaies (ejemplo 7). 


Las graficas de 


1 


cos X 


y cscx senx ¥ y cot;c senx 
tienen asintotas verticaies en los multiplos enteros de nr, donde senx = 0 (figura 2.46). 



FIGURA 2.46 Las graficas de esc x y cot x (ejemplo 7). 
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EJEMPLO 8 Una funcion racional con eL grado del numerador mayor que eL grado del 
denominador 

Encontrar las asintotas de la grafica de 



FIGURA 2.47 La grafica de 

/(x) = ( x 2 — 3)/(2x — 4) tiene asintota 

vertical y asintota oblicua (ejemplo 8). 


/(*) 



3_ 

4' 


Solucion Estamos interesados en el comportamiento cuando x^>±oo y tambien 
cuando x —»2, donde el denominador es cero. Dividimos (2x — 4) entre (x 2 — 3): 



2x — 4)x 2 — 3 
x 2 — 2x 

2x - 3 
2x - 4 
1 

Esto nos indica que 

ft \ _ x 2 - 3 _ x - 1 

^ 2x — 4 2 + 1 + 2x - 4' 

lineal residuo 

Como lim x ^ 2 ' fix) = oo y lim x ^ 2 fix) = — oo, la recta x = 2 es una asintota vertical 
bilateral. Cuando x^> ±oo, el residuo se aproxima a 0 y f(x) —> (x/2) + 1. La recta y 
= (.x/2 ) + 1 es una asintota oblicua tanto por la derecha como por la izquierda (figura 2.47). 


Observe, en el ejemplo 8, que si el grado del numerador en una funcion racional es mayor 
que el grado del denominador, el limite es + oo o — oo , dependiendo del signo del nume- 
rador y del denominador cuando |x| se hace mas grande. 


Terminos dominantes 

De todas las observaciones que podamos hacer rapidamente acerca de la funcion 



del ejemplo 8, probablemente la mas util es que 

/(x) = 2 + 1 + 2x - 4 ' 


Esto nos indica inmediatamente 

que 


fix) 

«f +1 

Para x numericamente grande 

fix) 

i 

~ 2x - 4 

Para x cerca de 2 


Si queremos saber como se comporta f esta es la manera de encontrarlo. Se comporta co¬ 
mo y = {x/2) + 1 cuando x es numericamente grande, y la contribucion de l/(2x - 4) al va- 
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lor total de/es insignificante. Se comporta como l/(2x - 4) cuando x esta tan cerca de 2 
que l/(2x - 4) hace la contribucion dominante. 

Decimos que (x/2) + 1 domina cuando x es numericamente grande, y tambien que 
l/(2x - 4) domina cuando x esta cerca de 2. Los terminos dominantes como estos son la 
clave para predecir el comportamiento de las funciones. Aqul hay otro ejemplo. 

EJEMPLO 9 Dos graficas que parecen identicas a gran escala 

Sean/(x) = 3x 4 - 2x 3 + 3x 2 - 5x + 6 y g(x) = 3x 4 . Probar que, aunque/y g son bastante di- 
ferentes para valores numericos pequenos de x, son practicamente identicas para |x| muy 
grande. 

Solucion Las graficas defy g se comportan de manera bastante diferente cerca del ori- 
gen (figura 2.48a), pero parecen practicamente identicas en gran escala (figura 2.48b). 


y y 




FIGURA 2.48 Las graficas de /yg(a) son distintas para | x | pequena, y (b) casi 
identicas para | x \ grande (ejemplo 9). 


Podemos probar que el termino 3x 4 en f representado graficamente por g, domina a la 
polinomial/para valores numericos grandes de x, examinando la razon de las dos funcio¬ 
nes cuando x —> ± oo . Encontramos que 


„ /W „ 3x 4 

lim —— = lim - 

:^±oog(x) x ^±oo 


2x 3 + 3x 2 — 5x + 6 
3x 4 



3x + x 2 3x 3 x 4 ; 


= 1 , 


de manera que fyg son casi identicas para |x| grande. 
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EJERCICIOS 2.5 

Lfmites infinitos 


Encuentre los limites en los 

ejercicios 

1 a 1 

1. 

11m ' 

2. 

llm 


x^o + 3x 


x—>0 

3. 

llm 3 

4. 

llm 


x—>2“ X - 2 


x->3‘ 

5. 

,, 2x 

lim . 

6. 

llm 


x—>—8 + X + 8 


x—*— 

7. 

llm , 

8. 

llm 


(x - 7) 2 


x—>0 

9. 

a. llm 


b. 1 


x^o+ 3x 3 / 3 


x- 

10. 

a. llm ~r~7 


b. 1 


x— > 0 + jfl/5 


X- 

11. 

llm 

12. 

llm 


x^O x 2 / 5 


x—>0 


3x 


-1 


•<r x W 

1 


Encuentre los limites en los ejercicios 13 a 16. 


13. 11m tanx 

x->(tt/2) 

15. 11m (1 + esc d) 

0->(T 


14. 11m secx 

X->(-77-/2) + 

16. lim (2 — cot#) 
6^0 


Calculos adicionales 

Encuentre los limites en los ejercicios 17 a 22. 


17. 11m- 


1 


x 2 - 4 
a. x—>2 + 
c, x —* —2 + 


cuando 


18. 11m- 


-cuando 


x 2 - 1 

a. x—» 1 + 
c. x— » — l 3 

19. 11m ^ j ] cuando 

a. x —» 0 + 
c. x^^ 


20. 11m 


x 2 - 1 
2x + 4 

a. x —> —2 
c. x—* 1 + 


cuando 


b. x —» 2 
d. x —* —2 


b. x —» 1 
d. x * 1 


b. x —* 0 
d. x —> — 1 


b. x —» —2~ 

d. x —> 0 


21. 11m 


x 2 — 3x + 2 


cuando 


x 2 - 2x 2 

a. x —> 0 + b. x —» 2 + 

c. x —» 2~ d. x —» 2 

e. iQue puede decirse acerca del llmite conforme x —> 0? 


22. 11m 


, x 2 — 3x + 2 


cuando 


x 2 - 4x 

a. x —> 2 + b. x —* —2 + 

c. x —» 0~ d. x —» 1 + 

e. iQue puede decirse acerca del llmite conforme x —» 0? 

Encuentre los limites en los ejercicios 23 a 26. 

23. 11m ( 2-I cuando 


b. t-> 0~ 


b. t-> 0~ 


. t 1 / 3 

a. f —» 0 + 

24. 11m ( + 7 | cuando 

a. t-> 0 + 

25. 11m ( —777 H --— tit ) cuando 

\x 2 / 3 (x - l) 2 / 3 / 

a. x —> 0 + b. x —» 0~ 

c. x —> 1 + d. x — » 1 

26. Bml 77 - jTTTTflj ™" do 

a. x—>0 + b. x—>0“ 

c. x —» 1 + d. x —» 1 

Graficadon de fundones radonales 

En los ejercicios 27 a 38, trace la grafica de las funciones racionales. 
Incluya las graficas y las ecuaciones de las aslntotas y los terminos 


dominantes. 


33. y = 
35. y = 
37. y = 


i 

28. 

v = 

l 

x — 1 

X + 1 

l 

30. 

y = 

-3 

2x + 4 

x — 3 

x + 3 

32. 


2x 

x + 2 

y 

x + 1 

x 2 

34. 


x 2 + 1 

X — 1 

y 

X — 1 

x 2 - 4 

36. 


x 2 - 1 

X — 1 

y 

2x + 4 

x 2 - 1 

38. 


x 3 + 1 

X 

y 

r 2 
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Creadon de graficas a partir de valores y Ifmites 

En los ejercicios 39 a 42, trace la grafica de una funcion y =/(x) que 
satisfaga las condiciones dadas. No es necesario que incluya formulas, 
solamente marque los ejes coordenados y trace una grafica apropiada. 
(Las respuestas no son unicas, de manera que sus graficas podrian ser 
distintas de las que se dan en la section de respuestas). 

39. /(0) = 0,/(l) = 2, /(—1) = -2, 11m fix) = -l,y 

x —>— oo 

11m /(x) = 1 

X —>oo 

40. /(0) = 0, 11m f(x) = 0, lim fix) = 2, y 

x- >±oo x->0 + 

11 m fix) = —2 

x—>0 

41. /(0) = 0, lim fix) = 0, lim fix) = lim fix) = oo, 

X->±0O X —► 1 x->-l + 

11 m fix) = -oo y 11m fix) = -oo 
x—*1 + x—>—1 

42. /(2) = 1, /(— 1) = 0, 11m fix) = 0, 11m fix) = oo, 

x—>oo X—>0 

11 m fix) = - oo y 11m fix) = 1 

x-»0 x-»-oo 


Modifique la definition de manera que sea valida para los casos si- 
guientes. 


a. lim fix) = oo 

x-»xo 

b. 11m fix) = -oo 

X—>x 0 + 

c. lim fix) = — oo 

x—>x 0 

Use las definiciones formales del ejercicio 51 para probar los llmites 
enunciados en los ejercicios 52 a 56. 

52. 11m 4 = oo 

x—»o + x 

53. 11m | = —oo 

x—>0~ x 


54. 11m -„ = -oo 

x—*2~ X - 2 


55. 11m -- = oo 

x—»2 + X 2 


Creadon de fundones 


En los ejercicios 43 a 46, encuentre una funcion que satisfaga las con¬ 
diciones dadas y trace su grafica. (Las respuestas no son unicas. Cual- 
quier funcion que satisfaga las condiciones es aceptable. Sientase fibre 
de usar formulas definidas a pedazos si eso le ayuda). 

43. 11m fix) = 0, 11m fix) = oo y fim fix) = oo 

x->±oo x-»2 x->2 + 

44. 11m gix) = 0, lim gix) = —oo y fim gix) = oo 

x—>±<x> x—>3 x->3 + 

45. 11m h(x) = — 1, fim h(x) = 1, lim hix) = — 1 y 

x->-oo x-»oo x-»0 

fim Mx) = 1 

x—»0 + 

46. 11m kix) = 1, 11m L(x) = oo y fim L(x) = — oo 

x^±oo x—* l x—>l + 

Definidon formal de limite infinito 

Use las definiciones formales para probar los llmites enunciados en 
los ejercicios 47 a 50. 

47. 11m — 7 - = -oo 48. fim p-r = oo 

x—>0 X x—*0 \x\ 


—2 1 

49. 11m -r = -oo 50. 11m -r = oo 

x—*3 ix - 3 ) 2 x—»—5 (x + 5 ) 2 

Definidones formales de li'mites laterales infinitos 

51. La siguiente es la definition de limite lateral derecho infinito. 


Decimos que fix) tiende al infinito cuando x se aproxima 
por la derecha a x 0 , y escribimos 

11 m fix) = oo, 

X—>Xo 

si, para todo numero real positivo B, existe un numero S> 0 
correspondiente tal que para toda x 

xq < x < xq + 8 => fix) > B. 


56. 11m —-—r = oo 
x—-r 1 - x 2 

Graficadon de terminos 

Cada una de las funciones de los ejercicios 57 a 60 esta dada como la 
suma o diferencia de dos terminos. Comience por graficar los termi¬ 
nos (en el mismo sistema de ejes). Despues, emplee las graficas resul- 
tantes como gulas para graficar la funcion. 

__ , 1 TT ^ ^ 'll 

57. y = sec x + ^, — y < x < y 

1 tt . . ir 

58. y = sec x-^, — — < x < ^r 

X 2 2 

1 77 77 

59. y = tan x H — r , — — < x < -r- 

x 2 2 

an 1 rr T7 

60. y = j — tanx, — — < x < — 


Exploradones graficas: comparacion de graficas 
con formulas 

Grafique las curvas de los ejercicios 61 a 64. Explique la relation en- 
tre la formula de la curva y la grafica. 


62. y = 


V4 - x 2 


63. y 


= x 2 / 3 + 


.1/3 


64. y = sen 


77 


x 2 + \, 
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2.6 


Continuidad 


y 



FIGURA 2.49 Conecte los puntos 
marcados por una curva sin rupturas para 
los datos experimentales Q\, Q 2 , Qs, ... para 
un objeto cayendo. 


Cuando se dibujan los valores de una funcion, ya sea generados en un laboratorio o reco- 
pilados en el campo, es frecuente que los puntos se unan mediante una curva continua 
para mostrar los valores de la funcion en los tiempos que no se midieron (figura 2.49). A1 
hacerlo, suponemos que estamos trabajando con una funcion continua, de manera que los 
resultados varian de forma continua de acuerdo con los datos, en lugar de “saltar” de un 
valor a otro sin tomar en cuenta los valores intermedios. El limite de una funcion continua 
cuando x se aproxima a c puede encontrarse con solo calcular el valor de la funcion en c. 
(En la seccion 2.2 concluimos que esto es valido para las funciones polinomiales). 

Cualquier funcion y =/(x) cuya grafica pueda trazarse sobre su dominio con un movi- 
miento ininterrumpido, es decir, sin levantar el lapiz de la hoja de papel, es un ejemplo de 
funcion continua. En esta seccion investigaremos con mas precision que significa que 
una funcion sea continua. Tambien estudiaremos las propiedades de las funciones conti- 
nuas y veremos que muchas de las funciones presentadas en la seccion 1.4 son continuas. 

Continuidad en un punto 


Para entender la continuidad es necesario considerar una funcion como la de la figura 
2.50, cuyos limites investigamos en el ejemplo 2 de la seccion 2.4. 


EJEMPLO 1 Analisis de La continuidad 


y 



FIGURA 2.50 La funcion es continua en 
[0, 4], excepto enx = l,x = 2yx = 4 
(ejemplo 1). 


Encontrar los puntos en los que la funcion/de la figura 2.50 es continua, y los puntos en 
los que es discontinua. 


La funcion/es continua en todos los puntos de su dominio [0, 4], excepto en 
x = l,x = 2yx = 4. En estos puntos de la grafica se dan rupturas. Observe la relation 
entre el limite defy el valor de/en cada punto del dominio de la funcion. 

Puntos en los que/es continua: 

Perox = 0, lim f(x ) = /(0). 

JC—>0 + 

Perox = 3, lim /(x) = /(3). 

x^>3 


Pero 0 < c < 4, c A 1,2, lim /(x) = /(c). 

x—*c 


Puntos en los que/es discontinua: 


Continuidad Continuidad 

por la derecha bilateral Continuidad 



FIGURA 2.51 Continuidad en los puntos 
a,byc. 


Perox = 1, 

Perox = 2, 

Perox = 4, 

Pero c < 0, c > 4, 


lim /(x) no existe 

X —> 1 

lim f(x) = 1, pero 1 A /(2). 

lim /(x) = 1, pero 1 A /(4). 
x —>4 

estos puntos no estan en el dominio de/ 


Para definir la continuidad en un punto del dominio de una funcion, necesitamos defi- 
nir la continuidad en un punto interior (lo cual involucra un limite bilateral) y la continui¬ 
dad en un punto extremo (lo cual involucra un limite lateral) (figura 2.51). 

































2.6 Continuidad 125 


y 


y = V4 - x 2 

2 



FIGURA 2.52 Una 

funcion continua en todo 
punto de su dominio 
(ejemplo 2). 

y 

. y = C/W 


FIGURA 2.53 Una 

funcion que es continua 
por la derecha pero no por 
la izquierda, en el origen. 
Hay una discontinuidad en 
ese punto (ejemplo 3). 


DEFINITION Continuidad en un punto 

Punto interior: Una funcion y = f(x) es continua en un punto interior c de su 
dominio si 

lhn f(x) = /(c). 

X— 

Punto extremo: Una funcion y=f[x) es continua en un punto extremo izquier- 
do a o es continua en un punto extremo derecho b de su dominio si 

lim f{x) = fia) o lim _ fix) = fib), respectivamente. 

x—*a + x—»b 


Si una funcion / no es continua en un punto c, decimos que/ es discontinua en c y 
que c es un punto de discontinuidad de f. Observe que no es necesario que c este en el 
dominio de f. 

Una funcion/es continua por la derecha (o continua desde la derecha) en un punto 
x = c de su dominio si lim Y -> c + fix) = /(c). Por otro lado, es continua por la izquierda 
(o continua desde la izquierda) en c si Hm x ^ c f(x) = /(c). Por lo tanto, una funcion es 
continua en el punto extremo izquierdo a de su dominio si es continua por la derecha en a, 
y es continua en el punto extremo derecho b de su dominio si es continua por la izquierda 
en b. Una funcion es continua en un punto interior c de su dominio si y solo si es, al mis- 
mo tiempo, continua por la derecha y continua por la izquierda en c (figura 2.51). 

EJEMPLO 2 Una funcion continua en todo su dominio 

La funcion fix) = V4 - x 2 es continua en todos los puntos de su dominio, [-2, 2] (figu¬ 
ra 2.52), incluyendo x = -2, donde/es continua por la derecha y x = 2, donde/es continua 
por la izquierda. 


EJEMPLO 3 La funcion escalonada unitaria tiene una discontinuidad de salto 

La funcion escalonada unitaria t/(x), graficada en la figura 2.53, es continua por la dere¬ 
cha en x = 0, pero no es ni continua por la izquierda ni continua en el punto. Tiene una dis¬ 
continuidad de salto en x = 0. 

A continuation se resumen las condiciones que deben cumplirse para la continuidad 
en un punto. 


Condiciones para la continuidad 

Una funcion/(x) es continua en x = c si y solo si se cumplen las tres condiciones 

siguientes. 


1. /(c) existe 

(c esta en el dominio de/) 

2. lim v _> c fix) existe 

{f tiene un limite cuando x —> c) 

3. lim v ^ e fix) = fie) 

(el limite es igual al valor de la funcion) 


Para la continuidad lateral y la continuidad en un punto extremo, los limites de las 
condiciones 2 y 3 deben reemplazarse por los limites laterales apropiados. 
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EJEMPLO 4 La funcion parte entera 


4 - 
3 - 
2 - 


y = ent x 
o 

y = L-vJ 


l - 


1 12 3 


L 

4 


> a: 


o 


2 


La funcion v = [xj oy = entx, de la que se hablo por primera vez en el capitulo 1, apare- 
ce graficada en la figura 2.54. Dicha funcion es discontinua en todos los enteros, porque el 
limite no existe en ningun entero n: 

lim ent x = n — 1 y lim ent x = n 

x—*n x—*n + 

de modo que los limites laterales izquierdo y derecho no son iguales cuando x —> n. Como 
ent n = n, la funcion mayor entero es continua por la derecha en todo entero n (pero no es 
continua por la izquierda). 

La funcion parte entera es continua en cualquier numero real que no sea entero. Por 
ejemplo 


FIGURA 2.54 La funcion mayor entero 
es continua en todo punto no entero. 

Es continua por la derecha pero no 
por la izquierda, en todo punto entero 
(ejemplo 4). 


lim entx = 1 = ent 1.5. 

*—>1.5 

En general, si n - 1 < c < n, siendo n un entero, entonces 

lim ent x = n — 1 = ent c. 

x—>c 

La figura 2.55 es un catalogo de tipos de discontinuidades. La funcion de la figura 
2.55a es continua enx = 0. La funcion de la figura 2.55b seria continua si tuviera/(0) = 1. 
La funcion de la figura 2.55c seria continua si/(0) fuera 1 en lugar de 2. Las discontinuida¬ 
des de las figuras 2.55b y c son removibles (evitables). Cada funcion tiene un limite cuando 
x — * 0 y podemos evitar la discontinuidad haciendo que/(0) sea igual a ese limite. 

En la figura 2.55d las discontinuidades a lo largo de/son mas serias: lim x ^o /(x) no 
existe y no hay manera de resolver la situacion cambiando/en 0. La funcion escalonada 
de la figura 2.55d tiene una discontinuidad de salto: existen limites laterales, pero tienen 
valores distintos. La funcion/(x) = 1/x 2 de la figura 2.55e tiene una discontinuidad infi- 
nita. La funcion de la figura 2.55f tiene una discontinuidad oscilante: oscila demasiado 
para tener un limite cuando x —» 0. 



1 

y=m 


0 



(d) 



FIGURA 2.55 


Una funcion en (a) es continua en x = 0; las funciones en (b) a (f) no lo son. 
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y 



FIGURA 2.56 La funcion y = 1/xes 
continua en todo valor de x excepto en 
x = 0. Tiene un punto de discontinuidad 
en x = 0 (ejemplo 5). 


Funciones continuas 

Una funcion es continua en un intervalo si y solo si es continua en todos los puntos del 
mismo. Por ejemplo, la funcion semicirculo graficada en la figura 2.52 es continua en 
el intervalo [-2, 2], que es su dominio. Una funcion continua es aquella que es continua 
en todos los puntos de su dominio, aunque no es necesario que lo sea en todos los interva- 
los. Por ejemplo, y = 1,6c no es continua en [-1, 1] (figura 2.56) pero si lo es en su dominio 
(-oo, 0) U (0, oo). 

EJEMPLO 5 Identificacion de funciones continuas 

(a) La funcion y = 1 lx (figura 2.56) es continua, porque es continua en todos los puntos 
de su dominio. Sin embargo, tiene un punto de discontinuidad en x = 0, ya que no es- 
ta definida ahi. 

(b) De acuerdo con el ejemplo 3 de la seccion 2.3, la funcion identidad fix) = x y las fun¬ 
ciones constantes son continuas en toda la recta real. 

Las combinaciones algebraicas de funciones continuas son continuas, siempre y 
cuando esten definidas, es decir son continuas en su dominio. 


TEOREMA 9 Propiedades de Las funciones continuas 

Si las funciones fy g son continuas en x = c, entonces las combinaciones siguien- 
tes son continuas en x = c. 

1. Sumas: 

f + g 

2. Diferencias: 

f - g 

3. Productos: 

f'g 

4. Multiplos constantes: 

k- f , para cualquier numero k 

5. Cocientes: 

f/g siempre y cuando g(c) ^ 0 

6. Potencias: 

f! s , siempre y cuando este definida en un intervalo 
abierto que contenga a c, donde ry s son enteros. 


Casi todos los resultados del teorema 9 pueden comprobarse facilmente a partir de las 
reglas de los limites del teorema 1, seccion 2.2. Por ejemplo, para probar la propiedad de 
la suma tenemos 


lim (/ + g)(x) = lim(/(x) + g(x)) 

x—>c x—>c 

= lim fix) + lim g(x), 

x—>c x—*c 

= f(c ) + g(c) 

= (/ + g)(c). 

Esto prueba que/+ g es continua. 

EJEMPLO 6 Las funciones polinomiales y racionales son continuas 

(a) Cualquier funcion polinomial P(x) = a„x" + a n -\x n ~ l + ■■■ + a 0 es continua, 
porque lim P{x) = P(c) de acuerdo con el teorema 2, seccion 2.2. 


Regia de la suma, teorema 1 
Continuidad de/ g en c 
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(b) Si P{x) y Q(x) son polinomios, entonces la funcion racional P(x)/Q(x) es continua 
siempre que este definida (Q(c) A 0), segun la regia del cociente del teorema 9. 

EJEMPLO 7 Continuidad de la funcion valor absolute 

La funcion f(x) = |x| es continua en todo valor de x. Si x > 0, tenemos/(x) = x, una funcion 
polinomial. Si x < 0, tenemos/(x) = -x, otra funcion polinomial. Finalmente, en el origen, 
Hm x ^o |x = 0 = 101. 

Las funciones y = sen x y y = cos x son continuas en x = 0, de acuerdo con el ejem- 
plo 6 de la section 2.2. Ambas funciones son, de hecho, continuas en todos lados (vea el 
ejercicio 62). En consecuencia, segun el teorema 9, las seis funciones trigonometricas 
son continuas siempre que esten definidas. Por ejemplo, y = tan x es continua en 
• • • U (—7 t/2, 7t/2) U (tt/2, 37t/2) U ■ • • . 

Funciones compuestas 

Todas las composiciones de funciones continuas son continuas. La idea es que si /(x) es 
continua en x = c y g(x) es continua en x =/(c), entonces g ° f es continua en x = c (figura 
2.57). En este caso, el limite cuando x->ces g(f(c)). 


g°f 



FIGURA 2.57 La composition de funciones continuas es continua. 


TEOREMA 10 Composition de funciones continuas 

Si / es continua en c y g es continua en /(c), entonces la composicion g ° f es 
continua en c. 


Desde el punto de vista intuitivo, el teorema 10 es razonable, ya que si x esta cerca de 
c, entonces /(x) esta cerca de /(c), y como g es continua en/(c), resulta que g(f(x)) esta 
cerca de g(/(c)). 

La continuidad de composiciones se cumple para cualquier numero finito de funcio¬ 
nes. El linico requerimiento es que cada funcion sea continua donde esta aplicada. En el 
ejercicio 6 del Apendice 2 se presenta un resumen de la prueba del teorema 10. 


EJEMPLO 8 Aplicacion de los teoremas 9 y 10 

Probar que las funciones siguientes son continuas en todos los puntos de sus respectivos 
dominios. 


(a) y = Vx 2 — 2x — 5 

x — 2 
x 2 — 2 


(b) y 


x 2 / 3 

1 + X 4 


(d) y 


x senx 
x 2 + 2 


(c) y 
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2 tt it 0 it 2 tt 


FIGURA 2.58 La grafica sugiere que 
y = |(xsenx)/(x 2 + 2)| es continua 
(ejemplo 8d). 


Solucion 

(a) La funcion raiz cuadrada es continua en [0, oo) ya que es una potencia racional de la 
funcion identidad continua /(x) = x (parte 6, teorema 9). En consecuencia, la fun¬ 
cion dada es la composicion de la funcion polinomial f(x) = x 2 - 2x - 5 con la funcion 
raiz cuadrada g(t) = \ft. 

(b) El numerador es una potencia racional de la funcion identidad; el denominador es 
una funcion polinomial positiva en todos sus puntos. Por lo tanto, el cociente es con- 
tinuo. 

(c) El cociente (x — 2)/(x 2 — 2) es continuo para todo x J* ±\fl„ y la funcion es la 
composicion de este cociente con la funcion continua valor absoluto (ejemplo 7). 

(d) Debido a que la funcion seno es continua en todos sus puntos (ejercicio 62), el termino 
del numerador x sen x es el producto de funciones continuas, y el termino del denomi¬ 
nador x 2 + 2 es una funcion polinomial positiva en todos sus puntos. La funcion dada 
es la composicion de un cociente de funciones continuas con la funcion continua va¬ 
lor absoluto (figura 2.58). 

Extension continua para un punto 

La funcion y = (sen x)/x es continua en todos los puntos, excepto en x = 0. En este punto es 
parecida a la funcion y= 1/x. Pero y = (sen x)/x es distinta de y = 1/x, toda vez que tiene un 
limite finito cuando x —» 0 (teorema 7). Por lo tanto, es posible extender el dominio de la 
funcion para incluir el punto x = 0 de tal manera que la funcion extendida es continua en 
x = 0. Definimos 

x*0 

FW= j 1, x — 0. 

La funcion F(x) es continua en x = 0, ya que 

lira SC " X = F(0) 

x —*0 ■* 


(figura 2.59). 


y 



(a) 


y 



FIGURA 2.59 La grafica (a) de f(x) = (senx)/xpara —tt/2 < x £ it/ 2 no incluye el 
punto (0, 1), ya que la funcion no esta definida en x = 0. (b) Podemos eliminar la 
discontinuidad de la grafica definiendo la nueva funcion F(x) con F(0) = 1 y F(x) —f(x) 
en cualquier otro lado. Observe que F(0) = lim f{x). 

x—>Q 
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y 



(b) 


FIGURA 2.60 (a) La grafica de 
fix ) y (b) la grafica de su 
extension continua F(x) 

(ejemplo 9). 


De forma mas general, una funcion (como una funcion racional) puede tener un lirni- 
te incluso en un punto donde no este definida. Si /(c) no esta definida, pero 
lim^e /(x) = L existe, podemos definir una nueva funcion Fix) mediante la regia 

/ x f fix), si - T si en dominio de/ 

Fix) = < 

lL, six = c. 

La funcion F es continua en x = c. Para referirnos a ella, decimos que es la extension con¬ 
tinua de/para x = c. Para funciones racionales f las extensiones continuas usualmente se 
encuentran eliminando factores comunes. 


EJEMPLO 9 Una extension continua 


Probar que 


fix) 


x 2 + x — 6 
x 2 - 4 


tiene una extension continua para x = 2, y encontrar esa extension. 


Solucion A pesar de que/(2) no esta definida, si x A 2 tenemos 


fix) 


x 2 + x — 6 
x 2 — 4 


(x - 2)(x + 3) = x + 3 
(x — 2)(x + 2) x + 2 


La nueva funcion 


Fix) 


x + 3 
x + 2 


es igual a/(x) para x A 2, pero es continua en x = 2, y ahi tiene el valor 5/4. Asi, F es la ex¬ 
tension continua de /para x = 2 y 

,, x 2 + x — 6 ,, \ 5 

is x 2 — 4 -JS&'W-r 

En la figura 2.60 se muestra la grafica de f. La extension continua F tiene la misma grafi¬ 
ca, pero sin el hueco en (2, 5/4). Efectivamente, F es la funcion/con su punto de disconti¬ 
nued en x = 2 removido. 


El teorema del valor intermedio para funciones continuas 

Las funciones que son continuas en intervalos tienen propiedades que las hacen particular- 
mente utiles en matematicas y en sus aplicaciones. Una de estas es la propiedad del valor 
intermedio. Se dice que una funcion tiene la propiedad del valor intermedio si siempre 
que toma dos valores tambien toma todos los valores entre esos dos. 


TEOREMA 11 El teorema del valor intermedio para funciones continuas 

Una funcion y = f{x) que es continua en un intervalo cerrado [a, b] toma todos 
los valores entre f(a) y f(b). En otras palabras, siy 0 es cualquier valor entre f(a) y 
f(b), entonces y 0 = /(c) para algun c en [a, b\. 
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V 



Geometricamente, el teorema del valor intermedio dice que cualquier recta horizontal 
V =yo que cruza el ejey entre los numeros^a) y f(b) cruzara la curvay =/(x) al menos una 
vez sobre el intervalo [a, b\. 

La demostracion del teorema del valor intermedio depende de la propiedad de com- 
pletez (completitud) del sistema de los numeros reales, y se puede encontrar en textos mas 
y avanzados. 

La continuidad de /en el intervalo es esencial para el teorema 11. Si/es discontinua 

3 - *-* aunque sea en un solo punto, la afirmacion del teorema podria no cumplirse, como sucede 

en el caso de la funcion graficada en la figura 2.61. 

Una consecuencia para la graficacion: conectividad El teorema 11 es la razon por la 
que la grafica de una funcion continua en un intervalo no puede tener rupturas sobre el 
intervalo. Sera conexa,es decir, una curva simple sin rupturas, como la grafica de sen x. 
No tendra saltos, al contrario de lo que ocurre con la grafica de la funcion parte entera (fi¬ 
gura 2.54) ni ramas separadas, como la grafica de 1/x (figura 2.56). 

Una consecuencia para la determinacion de raices Llamamos raiz de la ecuacion o 
cero de la funcion/a una solucion de la ecuacion/(x) = 0. El teorema del valor intermedio 
nos dice que si/es continua, cualquier intervalo en donde/cambie de signo contendra un 
cero de la funcion. 

En terminos practicos, cuando vemos en una pantalla de computadora que la grafica 
de una funcion continua cruza el eje horizontal, sabemos que no lo brinca. Realmente hay 
un punto donde el valor de la funcion es cero. Esta consecuencia nos lleva a un procedi- 
miento para estimar los ceros de cualquier funcion continua que podamos graficar: 

1. Graficamos la funcion sobre un intervalo grande para ver de forma general donde es- 
tan los ceros. 

2. Hacemos un acercamiento en cada cero para estimar su valor en la coordenada x. 

Puede practicar este procedimiento utilizando su calculadora graficadora o compu¬ 
tadora para resolver algunos de los ejercicios. En la figura 2.62 se muestra la secuencia de 
pasos tipicos para encontrar una solucion grafica para la ecuacion x 1 2 3 — x — 1 = 0. 


o 


l 


/(*) = 


FIGURA 2.61 La funcion 

f 2x — 2, 1 £ x < 2 

,3, 2 < x < 4 

no toma todos los valores entre 
/(l) = 0 y /( 4) = 3; pierde todos los 
valores entre 2 y 3. 
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0.02 


0.003 


1.320 



1.330 1.3240 



1.3248 


(c) 


(d) 


FIGURA 2.62 Acercamiento al cero de la funcion f(x) = x 3 — x — 1. El cero esta cerca 
dex = 1.3247. 


EJERCICIOS 2.6 


Continuidad a partir de la grafica 

En los ejercicios 1 a 4, diga si la funcion graficada es continua en 
[-1, 3]. Si no lo es, explique en donde falla la continuidad y por que. 



Los ejercicios 5 a 10 son acerca de la funcion 


f(x) = < 


x l - 1, 
2 x, 

1 , 

—2x + 4, 

0 , 


-1 < x < 0 
0 < x < 1 
x = 1 

1 < x < 2 

2 < x < 3 


cuya grafica aparece en la figura siguiente. 


y 



Grafica para los ejercicios 5 a 10 




































2.6 Continuidad 133 


5. a. //(—1) existe? 

b. /lim t ^_i+ f(x) existe? 

c. /lirn^-i + /(x) =/(«!)? 

d. /Es/continua en .v = — 1 ? 


33. 11m cos 

(^0 


Vl9 - 3 sec 2 1 


34. lim \/csc 2 x + 5V3tanx 

x—>tt/6 


6. a. //( 1) existe? 

b. /llm^i /(x) existe? 

c. ^lirrijc—*! f(x) = /(1) ? 

d. /Es / continua en x = 1 ? 

7. a. /Esta/definida en x = 2? (Vea la definition de f). 
b. /Es/continua en x = 21 

8. /En que valores de x es continua/? 

9. /Que valor debe asignarse a /(2) para que la funcion extendida 
sea continua en x = 2? 

10. /A que nuevo valor hay que cambiar/(1) para remover la discon- 
tinuidad? 


A plica cion de la prueba de continuidad 

/En que puntos las funciones de los ejercicios 11 y 12 no son conti- 
nuas? /En que puntos, si hay alguno, es posible remover las disconti- 
nuidades? /En cuales no es posible remover? Justifique sus respuestas 
11. Ejercicio 1 de la seccion 2.4 12. Ejercicio 2 de la seccion 2.4 


/En que puntos son continuas las funciones de los ejercicios 13 a 28? 


13. y = 


15. y = 


1 


x — 2 
x + 1 


— 3x 


x - 4x + 3 
17. y = \x — 11 + senx 


19. y = 


cosx 


21 . y — esc 2x 
x tanx 


23. y = 


x 2 + 1 


25. y = V2x + 3 
27. y = (2x - l) 1 / 3 


14. y = 


16. y = 


18. y = 


20. y = 


1 


+ 4 


(x + 2) 2 
x + 3 

x 2 — 3x — 10 
1 x 2 


1 * 1 + 1 

x + 2 
cosx 

77 X 


22. y = tan 

Vx 4 + 1 

24. v = -, 

1 + sen x 

26. y = V^3x - 1 
28. v = (2 - x) 1 / 3 


Funciones compuestas 

Encuentre los limites en los ejercicios 29 a 34. ^Las funciones son 
continuas en el punto al que se aproximan? 

29. 11m sen(x — senx) 


30. 11m sen — cos (tan t) 


t—>o 

31. lim sec (ysec 2 y — tan 2 y — 1) 

y—* 1 

32. lim tan( Tcos (senx 1 / 3 ) I 

x->0 V 4 J 


Extensiones continuas 

35. Defina g(3) de manera que extienda g(x) = (x 2 — 9)/(x — 3) 
para que sea continua en x = 3. 

36. Defina h(2) de manera que extienda h(t) = (t + 3t — 10)/ 
( t — 2) para que sea continua en t = 2. 

37. Defina /(l) de manera que extienda f(s) = (s 3 — l)/(s 2 — 1) 
para que sea continua en s = 1. 

38. Defina j[V) de manera que extienda g(x) = (x 2 — 16)/ 
(x 2 — 3x — 4) para que sea continua en x = 4. 

39. ^,Para que valor de a es 


/(x) 


fx 2 - 1, x < 3 
\2ax, x a 3 


continua en toda x? 

40. ^Para que valor de b es 


g(x) 


fx, x < -2 
\bx 2 , x a —2 


continua en toda x? 

P En los ejercicios 41 a 44, grafique la funcion /'para ver si parece tener 
una extension continua en el origen. Dc ser asi, utilice las funciones 
Trace y Zoom para encontrar un punto que sea apropiado para el valor 
de la funcion extendida en x = 0. Si la funcion no parece tener una ex¬ 
tension continua, /es posible extenderla para que sea continua en el 
origen por la derecha o por la izquierda? Dc ser asi, /cual debe ser 
el valor (o valores) de la funcion extendida? 


41. /(x) 



42. f{x) 



43. fix) 


senx 

x 


44. fix) = (1 + 2*) 1 /* 


Teoria y ejemplos 

45. Se sabe que una funcion continua y =f(x) es negativa en x = 0, y 
positiva enx = 1. /Por que la ecuacion/(x) = 0 tiene al menos una 
solucion entre x = 0yx = 1? Ilustrelo con un bosquejo. 

46. Explique por que la ecuacion cos x = x tiene al menos una solucion. 

47. Rafces cubicas Pruebe que la ecuacion x 3 - 15x + 1 = 0 tiene 
tres soluciones en el intervalo [-4, 4], 

48. Un valor de la funcion Pruebe que la funcion F(x) = (x - a) 2 . 
(x - b) 2 + x toma el valor (a + b)/2 para algun valor de x. 

49. Resolucion de una ecuacion Si /fx) = x 3 - 8x + 10, pruebe que 
hay valores de c para los que/(c) es igual a (a) tt ; (b) — \^3 ; (c) 
5,000,000. 
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50. Explique por que los cinco enunciados siguientes estan solicitan- 
do la misma information. 

a. Encuentre las ralces de /(x) = x 3 — 3x — 1. 

b. Encuentre las coordenadas x de los puntos donde la curva y = x 3 
cruza la recta y = 3x + 1. 

c. Encuentre los valores de x para los que x 3 - 3x = 1. 

d. Encuentre las coordenadas x de los puntos donde la curva cu¬ 
bical = x 3 - 3x cruza la recta y = 1. 

e. Resuelva la ecuacion x 3 - 3x - 1 = 0. 

51. Discontinuidad removible De un ejemplo de una funcion 
fix) que sea continua para todos los valores de x, excepto x = 2, en 
donde tenga una discontinuidad que sea posible eliminar. Expli¬ 
que como sabe que/es discontinua en x = 2, y como sabe que la 
discontinuidad se puede eliminar. 

52. Discontinuidad no removible De un ejemplo de una funcion 
g(x) que sea continua para todos los valores de x, excepto x = -l, 
donde tenga una discontinuidad que no sea posible eliminar. Ex¬ 
plique como sabe que g es discontinua ahl, y por que no se puede 
eliminar la discontinuidad. 

53. Una funcion discontinua en todos los puntos 

a. Use el hecho de que todo intervalo no vaclo de numeros rea¬ 
les contiene numeros racionales e irracionales, para probar 
que la funcion 

1, si x es racional 
0, si x es irracional 

es discontinua en todos los puntos. 

b. if es continua por la derecha o por la izquierda en algun 
punto? 

54. Si las funciones fix) y g(x) son continuas para 0 £ x £ 1, 
ifix)/g(x) podrla ser discontinua en un punto de [0, 1]? Justifique 
su respuesta. 

55. Si la funcion producto h(x) = /(x) • g(x) es continua en x = 0, 
if(x) y g(x) deben ser continuas en x = 0? Justifique su respuesta. 

56. Composicion discontinua de funciones continuas De un ejem¬ 
plo de funciones fyg, ambas continuas en x = 0, para las que la 
composicion f ° g sea discontinua en x = 0. ^.Esto contradice el 
teorema 10? Justifique su respuesta. 

57. Funciones continuas que nunca son cero ( ',Es cierto que una 
funcion continua que nunca es cero en un intervalo nunca cambia 
de signo en ese intervalo? Justifique su respuesta. 


58. Estiramiento de una liga de hule /.Es cierto que si se estira 
una liga de hule jalando uno de sus extremos hacia la derecha y el 
otro hacia la izquierda algun punto de la misma terminara en su 
position original? Justifique su respuesta. 

59. Un teorema de punto fijo Suponga que una funcion/es conti¬ 
nua en un intervalo cerrado [0, 1] y que 0 £ fix) £ 1 para toda 
x en [0, 1], Demuestre que debe existir un numero c en [0, 1] tal 
que/(c) = c (c se denomina punto fijo de f). 

60. La propiedad de conservar el signo en funciones continuas 

Sea / definida en un intervalo (a, b), y suponga que /(c) # 0 en 
alguna c donde /es continua. Demuestre que existe un intervalo 
(c - 8, c + 8) alrededor de c donde/tiene el mismo signo que/(c). 
Observe que importante es esta conclusion. A pesar de que /esta 
definida en todo (a, b), no se requiere que sea continua en cual- 
quier punto, excepto en c. Esto, y la condition/(c) A 0, es sufi- 
ciente para hacer/distinta de cero (ya sea positiva o negativa) en 
todo un intervalo. 

61. Demuestre que/es continua en c si y solo si 

lim /(c + h) = /(c). 
o 

62. Use el ejercicio 61 y las identidades 

sen (/( + c) = sen h cos c + cos h sen c, 
cos (h + c) = cos h cos c — sen h sen c 

para probar que /(x) = sen x y g{x) = cos x son continuas en cual- 
quier punto x = c. 

Resolucion grafica de ecuaciones 

11 Use una calculadora graficadora o una computadora para resolver las 

ecuaciones de los ejercicios 63 a 70. 

63. x 3 - 3x - 1 = 0 

64. 2x 3 - 2x 2 - 2x + 1 = 0 

65. x(x — 1 ) 2 = 1 (una raiz) 

66. x x =2 

67. Vx + Vi + x = 4 

68. x 3 — 15x + 1 = 0 (una raiz) 

69. cosx = x (una raiz). Asegurese de estar usando el modo ra- 
dianes. 

70. 2 senx = x (tres raices). Asegurese de estar usando el modo 
radianes. 


2.7 


Tangentes y derivadas 


En esta seccion continuaremos el analisis de las secantes y las tangentes, que comenzamos 
en la seccion 2.1. Calcularemos los limites de las pendientes de las secantes para encontrar 
las tangentes a las curvas. 


iQue es la tangente a una curva? 

En el caso de los circulos, comprender que es una tangente resulta bastante sencillo. Una 
recta L es tangente a un circulo en un punto P si L pasa por P y es perpendicular al radio 
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FIGURA 2.63 L es tangente al 
circulo en P si pasa por P y es 
perpendicular al radio OP. 


en P (figura 2.63). Tal recta solo toca al circulo. Pero, ^que significa que una recta L sea 
tangente a cualquier otra curva C en un punto PI Generalizando a partir de la geometria 
del circulo, podemos decir que significa cualquiera de las afirmaciones siguientes: 

1. L pasa por P, es perpendicular a de la recta que se forma entre P y el centro de C. 

2. L pasa solo por un punto de C, digamos, P. 

3. L pasa por P y se ubica unicamente en uno de los lados de C. 

Aunque estas afirmaciones son validas si C es un circulo, ninguna de ellas funciona para 
todas las curvas mas generales. Pocas curvas tienen centro, y la recta que podriamos califi- 
car como tangente tal vez cortaria a C en puntos distintos, o quiza cruzaria C en el punto 
de tangencia (figura 2.64). 



pero no es tangente a C. corta a C en varios puntos. los dos lados de C, cruzando C en P. 


FIGURA 2.64 Exploracion de mitos acerca de las rectas tangentes. 


Biografia historica 

Pierre de Fermat 
(1601-1665) 


Para definir la tangencia para curvas generales, necesitamos una aproximacion dmd- 
mica que tome en cuenta el comportamiento de las secantes que pasan por P y los puntos 
cercanos Q, moviendose hacia P a lo largo de la curva (figura 2.65). Tal aproximacion 
consistiria en lo siguiente: 

1. Empezamos con lo que podemos calcular, a saber, la pendiente de la secante PQ. 

2. Investigamos el limite de la pendiente de la secante cuando Q se acerca a P a lo largo 
de la curva. 

3. Si el limite existe, lo tomamos como la pendiente de la curva en P, y definimos la tan¬ 
gente a la curva en P como la recta que pasa por P con esta pendiente. 

Estos pasos son los que realizamos en los ejemplos de la caida de la piedra y las moscas de 
la fruta en la seccion 2.1. 



FIGURA 2.65 Aproximacion dinamica de la tangente. La tangente a la curva en P es la 
recta que pasa por P cuya pendiente es el limite de las pendientes de las secantes cuando 
Q^> P por ambos lados. 
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EJEMPLO 1 Recta tangente a una parabola 

Encontrar la pendiente de la parabola y = x 2 en el punto P( 2, 4). Escribir una ecuacion pa¬ 
ra la tangente a la parabola en este punto. 


Solucion Empezamos con una recta secante que pasa por P(2, 4) y Q (2 + h, (2 + h) 2 ). 
Despues escribimos una expresion para la pendiente de la secante PQ e investigamos que 
pasa con la pendiente cuando Q se acerca a P a lo largo de la curva: 


Pendiente de la secante = = 

Ax 


Ay (2 + h) 2 


h 2 + 46 + 4-4 


h 2 + 4 h 
h 


6 + 4. 


Si h > 0, entonces Q esta arriba y a la derecha de P, como en la figura 2.66. Si h < 0, en- 
tonces Q esta a la izquierda de P (este caso no se ilustra en la figura). En cualquier caso, 
cuando Q se aproxima a P a lo largo de la curva, h se aproxima a cero y la pendiente de la 
secante se aproxima a 4: 


lim (h + 4) = 4. 
h—* 0 


Tomamos 4 para que sea la pendiente de la parabola en P. 

La tangente a la parabola en P es la recta que pasa por P con pendiente 4: 


y — 4 + 4(x — 2) Ecuacion punto-pendiente 

y = 4x - 4. 



FIGURA 2.66 Encontrar la pendiente de la parabolay = x 2 en el punto P(2, 4) (ejemplo 1). 

Determinacion de una tangente a la grafica de una funcion 

La determinacion de una tangente a una curva fue el problema matematico dominante a 
principios del siglo XVII. En optica, la tangente determina el angulo por el que un rayo de 
luz atraviesa una lente curva. En mecanica, la tangente determina la direccion del movi- 
miento de un cuerpo a lo largo de todos los puntos de una trayectoria. En geometria, las 
tangentes a dos curvas en un punto de interseccion determinan los angulos en los que estas 
se cortan. Para encontrar una tangente a una curva arbitraria y =/(x) en un punto P(x 0 , 
/(x 0 )), usamos el mismo proceso dinamico. Calculamos la pendiente de la secante a traves 
de P y un punto Q(x 0 + h, /(x 0 + h )). Despues investigamos el llmite de la pendiente 
cuando 6 —> 0 (figura 2.67). Si el limite existe, lo llamamos la pendiente de la curva en P, 
y definimos la tangente en P como la recta que pasa por P y tiene esta pendiente. 
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FIGURA 2.67 Encontrar la pendiente 
de la recta tangente en P es 

f(x o + h) - f(x 0 ) 
lim -;- . 


DEFINICIONES Pendiente, recta tangente 

La pendiente de la curvay = f(x) en el punto P(x 0 ,f(x 0 )) es el numero 
f(x 0 + h) - /(x 0 ) 

m = 11 m-.--- (siempre y cuando el llmite exista). 

h-* o h 

La recta tangente a la curva en P es la recta que pasa por P con esta pendiente. 


Siempre que damos una definicion nueva, la comprobamos mediante situaciones fa- 
miliares para asegurarnos de que es consistente con los resultados esperados en esos casos. 
El ejemplo 2 muestra que la nueva definicion de pendiente coincide con la que se dio del 
mismo concepto en la seccion 1 . 2 , cuando lo aplicamos a rectas no verticales. 

EJEMPLO 2 Comprobacion de La definicion 

Demostrar que la recta y = mx + b es su propia tangente en cualquier punto (x 0 , mx 0 + b). 


Solucion Hacemos/(x) = mx + b, y organizamos el trabajo en tres pasos. 

1. Encontrar f(x 0 ) y f(x 0 + h) 

f(x o) = mx o + b 

f(x o + h) = m(x o + h) + b = mx o + mh + b 


2. Encontrar la pendiente lim(/(xo + h) — f(xo))/h. 

h—* 0 


/(x o + h) — f{x o) (mx o + mh + b) — (mx o + b) 

lim--= lim-- 

h-* o h h-*o h 


,, mh 

= lim —r- = m 

/j-*o h 

3. Encontrar la recta tangente usando la ecuacion punto-pendiente. La recta tangente en 
el punto (x 0 , mx 0 + b) es 

V = (mx o + b) + m(x — xo) 
y = mx o + b + mx — mx o 
y = mx + b. 

Resumamos los pasos del ejemplo 2 . 


Determination de la tangente a la curva y = f(x ) en (x 0 , yo) 

1. Calcular/(x 0 ) y f(x 0 + h). 

2. Calcular la pendiente 

f(x o + h) - f(x 0 ) 

m = lim- 7 -. 

h-* o h 

3. Si el limite existe, encontrar la recta tangente como 

y = yo + m(x - x 0 ). 
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EJEMPLO 3 Pendiente y tangente de y = 1/x, x ^ 0 

(a) Encontrar la pendiente de la curva y = 1 /x cn x = a =£ 0 . 

(b) <i,En que punto la pendiente es igual a —1/4? 

(c) ^Que pasa con la tangente a la curva en el punto (a, 1 /a) a medida que cambia a ? 

Solucion 

(a) Aqul f(x) = 1/x. La pendiente en (a, 1/a) es 


1 _ I 

/(a + h) - /(a) a + h a 

lim-- = lim- 

A-*0 n h-* 0 h 


1 a — (a + h) 
A—►() A a(a 4- /;) 


= lim 


= lim t—-tt" 

A—»o haya + «) 


= lim 


-1 


A—>o a(a + /?) 


„2 ’ 


Observe como fue necesario seguir escribiendo “lim/,^o” antes de cada fraccion, has- 
ta llegar a la etapa en donde pudimos evaluar el limite sustituyendo h = 0. El numero a 
puede ser positivo o negativo, pero no cero. 

(b) La pendiente de y = 1/x en el punto donde x = a es -1/a 2 . Sera -1/4 siempre y cuando 

_J_ = _ J_ 

a 2 4- 

Esta ecuacion es equivalente a a 2 = 4, de manera que a = 2 o a = -2. La curva tiene 
pendiente -1/4 en los dos puntos, (2, 1/2) y (-2, -1/2) (figura 2.68). 

(c) Observe que la pendiente —1/a 2 siempre es negativa si a ¥= 0. Cuando a — » 0 + , la 

pendiente tiende a — oo y la tangente se hace cada vez mas inclinada (figura 2.69). 
La misma situacion ocurre cuando a —» 0 . A medida que a se aleja del origen en 
cualquier direccion, la pendiente se aproxima a 0“ y la tangente tiende a hacerse ho¬ 
rizontal. ■ 



FIGURA 2.68 Las dos rectas tangentes 
y = 1/x tienen pendiente —1/4 
(ejemplo 3). 


y 



FIGURA 2.69 Las pendientes de las 
tangentes se inclinan cerca del origen, y se 
vuelven menos inclinadas conforme el 
punto de tangencia se aleja. 












2.7 Tangentes y derivadas 139 


Razones de cambio: derivada en un punto 

La expresion 

fix o + h) - f(x 0 ) 
h 

se llama cociente de diferencias de / en x n con incremento h. Si el cociente de diferen- 
cias tiene un llmite cuando h se aproxima a cero, a dicho limite se le llama la derivada 
de /en .v n . Si interpretamos el cociente de diferencias como la pendiente de la secante, 
la derivada da la pendiente de la curva y de la tangente en el punto donde x = x 0 . Si inter¬ 
pretamos el cociente de diferencias como una razon de cambio promedio, como hicimos 
en la seccion 2.1, la derivada da la razon de cambio de la funcion respecto de x en el punto 
x = xq. Desde el punto de vista del calculo, la derivada es uno de los dos objetos matemati- 
cos mas importantes. En el capitulo 3 empezaremos un analisis complete de ella. El otro 
objeto importante es la integral, e iniciaremos su estudio en el capitulo 5. 


EJEMPLO 4 Velocidad instantanea (continuation de La seccion 2.1, 
ejemplos 1 y 2) 

En los ejemplos 1 y 2 de la seccion 2.1, estudiamos la velocidad de una piedra que cae li- 
bremente desde el reposo cerca de la superficie de la Tierra. Sabiamos que la piedra caia 
v = 16r pies durante los primeros t segundos, y usamos una secuencia de razones de cam¬ 
bio sobre intervalos pequenos para estimar la velocidad de la piedra en el instante t = 1. 
^Cual era exactamente la velocidad de la piedra en ese tiempo? 


Solucion Hacemos fit) = 16/ 2 . La velocidad promedio de la piedra a lo largo del inter- 
valo entre t=\y t=\+h segundos era 

/(I + h) - /(l) 16(1 + h) 2 - 16(1) 2 \6{h 2 + 2h) iw , , 

- h -= - h - = - h - = l6(h + 2) ' 

La velocidad de la piedra en el instante t = 1 era 

lim 16 (h + 2) = 16(0 + 2) = 32pies/seg. 
h—* 0 

Nuestra estimacion original de 32 pies/ seg era correcta. 


Resumen 

En esta seccion hemos analizado las pendientes de las curvas, la recta tangente a una cur¬ 
va, la razon de cambio de una funcion, el limite del cociente de diferencias, y la derivada 
de una funcion en un punto. Todos estos conceptos se refieren a un mismo tema, tal como 
se resume a continuacion. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 


La pendiente de y = fix') en x = xo 
La pendiente de la tangente a la curva y = fix) en x = xq 
La razon de cambio defix) respecto de x en x = Xo 
La derivada de/en x = x 0 


El limite del cociente de diferencias, lim 

h—*0 


fix0 + h) - fix o) 
h 
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EJERCICIOS 2.7 


Pendientes y rectas tangentes 

En los ejercicios 1 a 4, use la cuadrlcula y una regia para estimar de 
manera general la pendiente de la curva (en unidades de y por unida- 
des de x) en los puntos Pj y P 2 - (Es posible que sus estimaciones sean 
un poco distintas de las que aparecen al final del libro). 


1 . 


En los ejercicios 19 a 22, encuentre la pendiente de la curva en el pun- 
to indicado. 




3. 


4. 




En los ejercicios 5 a 10, encuentre una expresion para la tangente a la 
curva en el punto dado. Despues trace la curva y la tangente juntas. 

5. y = 4 — x 2 , (-1,3) 6 . y = (x - l ) 2 + 1, (1,1) 


7. y = iVx, (1,2) 8. y = 

9. y = x 3 , (-2, - 8 ) 10. y = 


1 


(- 1 , 1 ) 


- 2 ,--; 


En los ejercicios 11 a 18, encuentre la pendiente de la grafica de la 
funcion en el punto dado. Despues encuentre una ecuacion para la rec¬ 
ta tangente de la grafica en ese punto. 


11. f{x) = x 2 + 1, (2,5) 

13. g(.x) = jz~2, 0 , 3 ) 

15. hit) = t\ (2,8) 

17. fix) = Vx, (4, 2 ) 


12 . fix) = x — 2x 2 , ( 1 , — 1 ) 

U.g(x) = \, ( 2 , 2 ) 


16. h(t) = f + 3 1, (1,4) 
18. f{x) = Vx + 1 , ( 8 , 3) 


19. y = 5x 2 , x = — 1 


21 . y = 


x - 1 ’ 


x = 3 


20 . y = 1 — x 2 , x = 2 

n -'-7T7' » = ° 


Rectas tangentes con pendientes especificas 

Determine en que puntos tienen tangentes horizontales las graficas de 

las funciones de los ejercicios 23 y 24. 

23. f{x) = x 2 + 4x — 1 24. gix) = x 3 — 3x 

25. Encuentre las ecuaciones de todas las rectas con pendiente -1 que 
son tangentes a la curva y = l/(x — 1 ). 

26. Encuentre una ecuacion de la recta con pendiente 1/4 que es tan¬ 
gente a la curva y = Vx. 

Razones de cambio 

27. Objeto lanzado desde una torre Un objeto es lanzado desde 
una torre de 100 metros de altura. Despues de t segundos, la altu- 
ra del objeto es 100 - 4.9 ? 2 m. ^.Cual es su velocidad 2 segundos 
despues de haber sido lanzado? 

28. Velocidad de un cohete A t segundos del despegue, la altura de 
un cohete es de 3 ? 2 pies. (.Cual es la velocidad de ascenso del co¬ 
hete 10 segundos despues del lanzamiento? 

29. Cambio del area de un circulo ^Cual es la razon de cambio 
del area de un circulo (A = nr 2 ) respecto del radio cuando este 
es r = 3 ? 

30. Cambio de volumen de una pelota ^Cual es la razon de cam¬ 
bio del volumen de una pelota (F = ( 4 / 3 )t 7 t 3 ) respecto del radio 
cuando este es r — 2 ? 

Comprobacion de tangentes 

31. (,La grafica de 

fx 2 sen ( 1 /x), x A 0 


fix) = , 

( 0 , x = 0 

tiene una tangente en el origen? Justifique su respuesta. 

32. ^La grafica de 

, , (x sen ( 1 /x), x A 0 

gW = j „ ,, 

(0, x = 0 

tiene una tangente en el origen? Justifique su respuesta. 

Tangentes verticales 

Decimos que la curva y = fix) tiene una tangente vertical en el punto 
donde x = x 0 si lim;,^o (/(xo + h) — fixo))/h = oo o —oo . 

Tangente vertical en x = 0 (vea la figura siguiente): 

/(o + h) - /(0) /V 3 - 0 

lim- 7 -= lim- 7 - 

A-> o h h-> o h 

= Hm rrr = oo 
h-+ 0 h 2 ' 3 
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No habiendo tangente vertical en x = 0 (vea la figura siguiente): 


g(0 + h) - g(0) h 2 ^ - 0 

lim-;- = lim-,- 

h->0 h A—»0 h 

= 11m r 
A->0 h l P 

no existe, ya que el llmite es 00 por la derecha y — 00 por la izquierda. 


y 



33. ^La grafica de 

( -1, x < 0 
f(x) = < 0, x = 0 

l 1, x > 0 

tiene una tangente vertical en el origen? Justifique su respuesta. 


34. ^La grafica de 


U(x) 


( 0, x < 0 
\l, x > 0 


tiene una tangente vertical en el punto (0, 1)? Justifique su res¬ 
puesta. 

a. Grafique las curvas en los ejercicios 35 a 44. ^,En que punto 
las graficas parecen tener tangentes verticales? 

b. Confirme la respuesta que dio al inciso (a) calculando limi- 
tes, pero antes de hacerlo lea la introduction de los ejercicios 




33 y 34. 





35. 

y 

= x 2 / 5 


36. 

y = 

= X 4 / 5 

37. 

y 

= x 1 / 5 


38. 

y = 

= x 3 / 5 

39. 

y 

= 4x 2/5 - 2x 


40. 

V = 

= X 5 / 3 ~ 5x 2 / 3 

41. 

y 

= x 2 / 3 - (x - 

- 1)*/ 3 

42. 

y = 

1 

+ 

43. 

y 

= /-Vw. 

1 Vx, 

x < 0 

x > 0 

44. 

y = 

X 

1 

'Tf 

> 

II 


EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 

Graficacion de las rectas secante y tangente 

Use un software matematico para realizar los pasos siguientes en las 
funciones de los ejercicios 45 a 48. 

a. Trace y = f(x) sobre el intervalo (xo — 1/2) < x < (xo + 3). 

b. Manteniendo x 0 fija, el cociente de diferencias 

,,, f(xo + h)-f(x 0 ) 


en x 0 se convierte en una funcion del tamano del paso h. Intro- 
duzca esta funcion en su software matematico. 

c. Encuentre el limite de q cuando h —* 0. 

d. Defina las rectas secantes y — f(x o) + q • (x — x 0 ) para 

h = 3, 2 y 1. Grafiquelas juntas con/y la recta tangente sobre el 
intervalo senalado en el inciso (a). 

45. /(x) = x 3 + 2x, xo = 0 46. /(x) = x + ^ > Xo = 1 

47. /(x) = x + sen (2x), xo = tt/2 

48. /(x) = cos x + 4 sen (2x), xo = tt 


Capftulo Preguntas de repaso 

1. ^Cual es la razon de cambio promedio de la funcion g(t ) sobre el 
intervalo de t = a a( = b? ^Como esta relacionada con la recta se¬ 
cante? 

2. iQue llmite debe de calcularse para encontrar la razon de cambio 
de la funcion g{t) en t = f 0 ? 

3. De una definicion informal o intuitiva del limite 

11m /(x) = L? 

,',Por que decimos que esa definicion es “informal”? De ejemplos. 


4. ^,La existencia y el valor del limite de una funcion/(x) cuando x se 
aproxima a x 0 dependen siempre de lo que pase en x = x 0 ? Expli- 
que por que y de ejemplos. 

5. ^Que comportamiento debe tener una funcion para que el llmite 
no exista? De ejemplos. 

6. ^Que teoremas nos sirven para calcular llmites? De ejemplos de 
su utilizacion. 
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7. ^Como estan relacionados los limites laterales con los Hmites? 
^Como puede usarse (algunas veces) esta relation para calcular 
un limite o para probar que no existe? De ejemplos. 


tricas? ^De las potencias rationales y las combinaciones algebraicas 
de funciones? ^De la composition de funciones? ^Del valor abso- 
luto de funciones? 


8. ^Cual es el valor de lim 9 ^ 0 ((sen d)/6) ? ^.Importa si 0 se mide en 
radianes o en grados? Explique por que. 


19. ^En que circunstancias una funcion f(x) puede extenderse para ser 
continua en un punto x = c? De un ejemplo. 


9. iQue significa exactamente llm r ^^ 0 f(x) = L De un ejemplo en 
donde, dados/, L, x 0 y e > 0, encuentre S > 0 en la definition for¬ 
mal de llmite. 

10. De las definiciones precisas de los siguientes enunciados. 

a. llm v ^ 2 _ fix) = 5 b. llm v ^ 2 + fix) — 5 

c. llm r _>2 fix) = oo d. llm ^2 /(jc) = — oo 

11. ^Que significan exactamente llm A —>00 f(x) = L y llm x —OO 
f(x) — LI De ejemplos. 

12. iQue son llm x -» ± oo k (k constante) y llm x -> ± oo ( 1/x) ? ^Como pue¬ 
de ampliar estos resultados a otras funciones? De ejemplos. 

13. ^Como se encuentra el limite de una funcion racional cuando 
x —>* ±oo ? De ejemplos 

14. iQue son las asintotas horizontales, verticales y oblicuas? De 
ejemplos. 

15. iQue condiciones debe satisfacer una funcion para ser continua 
en un punto interior de su dominio? ^Cuales debe cumplir para 
ser continua en un punto extremo? 

16. ('.Como puede ayudarnos la observation de la grafica de una fun¬ 
cion a determinar en donde es continua esta? 

17. ^Que significa que una funcion sea continua por la derecha en un 
punto? iQue significa que sea continua por la izquierda? ^Como 
estan relacionadas la continuidad y la continuidad lateral? 

18. iQue puede decirse de la continuidad de las funciones polinomia- 
les? /,De las funciones racionales? ^De las funciones trigonome- 


20. ^Que significa que una funcion sea continua en un intervalo? 

21. iQue significa que una funcion sea continua? De ejemplos para 
ilustrar el hecho de que una funcion que no es continua en todo su 
dominio puede, sin embargo, ser continua en intervalos seleccio- 
nados dentro de su dominio. 

22. ^Cuales son los tipos basicos de discontinuidades? De un ejem¬ 
plo de cada uno. ^Que es una discontinuidad removible? De un 
ejemplo. 

23. iQue significa que una funcion tenga la propiedad del valor inter- 
medio? ^Que condiciones garantizan que una funcion tenga esta 
propiedad en un intervalo? ^Cuales son las consecuencias de gra- 
ficar y resolver la ecuacion/(x) = 0? 

24. Suele decirse que una funcion es continua si es posible graficarla 
sin separar el lapiz del papel. ^Por que? 

25. iQue significa que una recta sea tangente a una curva C en un 
punto PI 

26. iCual es el significado de la formula 


lim 

o 


fix + h) 
h 


fi x ) ? 


Interprete la formula geometrica y fisicamente. 

27. ('.Como se encuentra la tangente a la curva y = f(x) en un punto 
(x 0 , y 0 ) sobre la curva? 

28. ^.Como esta relacionada la pendiente de la curva y =f(x) en x = x 0 
con la razon de cambio de la funcion respecto de x en x = x 0 ? iCo- 
mo se relaciona con la derivada de /en x 0 ? 
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Li'mites y continuidad 

1. Grafique la funcion 


1, 

X < -1 

-x, 

-1 < x < 0 

1, 

X = 0 

-x, 

0 < x < 1 

1, 

x > 1. 


Despues, discuta con detalle los limites, los limites laterales, la 
continuidad y la continuidad lateral de/en x = -1, 0 y 1. ^.Alguna 
de las discontinuidades se puede remover? Explique. 

2. Repita las instrucciones del ejercicio 1 para 


{ 0, x < -1 

l/x, 0 < |*| < 1 

0, x = 1 

1, x > 1. 


3. Suponga que/?) y git) estan definidas para toda t, y que lim,->, 0 
fit) = — 7 y lim,^, 0 g(t) = 0. Encuentre el limite de las funcio¬ 
nes siguientes cuando f —»<o 


a. 3 fit) b. ifit)) 2 

fit) 

c. m-git) d. 


e. cos (git)) f. | /Ml 

g- f(0 + g(t) h. l//(?) 
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4. Suponga que f(x) y g(x ) estan definidas para toda x, y que 
Hm x ^(j f(x) = 1/2 y lmij-, 0 g(x) = VA. Encuentre los limites 
de las siguientes funciones cuando x —» 0. 


a. -g(x) 
c- fix) + gix) 

e. x + f(x) 


b- gix)- fix) 
d. 1 /f(x) 
fix) - cos x 

X — 1 


En los ejercicios 5 y 6, encuentre el valor que debe tener lirn^o gix) 
si el limite dado se satisface. 

5. lim ( -) = 1 6. lim (xlim g(x) ] = 2 

x—>o \ ) x—>—4 \ x—>o ) 


23. 

25. 


lim 

x -»-00 


lim 

x—*—oo 


x 2 — 4x + 8 

3x 3 
x 2 — 7x 
x + 1 


24. lim 


26. lim 


x 2 — 7x + 1 

X 4 + X 3 
'i> 12x 3 + 128 


27. 


lim 

x->oo 


senx 

x 


(Si tiene una calculadora graficadora, 
intente graficar la funcion para — 5 £ x £ 5). 


(Si tiene una calculadora graficadora, 
2 g cos 9 — 1 intente graficar/(x) = x(cos (1/x) - 1) 

e->oo 6 cerca del origen para “ver” el limite al 

infinito). 


29. 


lim 

x -»00 


x + senx + 2 Vx 
x + senx 


30. 


lim 

x —*00 


X 2 / 3 + x- 1 

X 2 / 3 + cos 2 x 


7. ^En que intervalos son continuas las siguientes funciones? 
a. fix) = x 1 / 3 b. gix) = x 3 / 4 


c. h(x) = x 2 / 3 


d. k(x) = x 


= r-VS 


8. <^En que intervalos son continuas las siguientes funciones? 
a. fix) = tanx b. g(x) = cscx 

senx 


,, , cosx 
C. h(x) = 


d. k(x) = 


Determination de limites 

En los ejercicios 9 a 16, encuentre el limite o explique por que no 
existe. 


_ x 2 ~ 4x + 4 

9. lim 


x 3 + 5X 2 - 14x 
a. cuando x —»0 


10 . lim 


x 5 + 2x 4 + x 3 


a. cuando x —> 0 
11 . lim ' ~ Vx 

X->1 1 - X 

(x + h) 2 — x 2 

13. lim- - - 

/i^o h 

1 1 


15. lim 2+ * 2 


b. cuando x - 


b. cuando x —> — 1 


12. Ilm 4^/ 

x—>a x — a 


(x + h) 2 — x 2 

14. lim 2 - 2 - 

x—»o h 


(2 + x) 3 — 
16. lim -r;- 

x—>0 -* 


En los ejercicios 17 a 20, encuentre el limite de g(x) cuando x se apro- 
xima al valor indicado. 


17. 

19. 


i lim + (4g(x)) 1 / 3 = 2 

,, 3x2+1 

lim -= oo 

*->i gw 


18. lim- -= 2 

x *2 5 X + g(x) 


5 - xf 

20. lim _ 

x ^~ 2 2 gix) 


= 0 


Limites al infinito 


Encuentre los limites en los ejercicios 21 a 30. 


21 . 


lim 

x->°o 


2x + 3 

5x + 7 


22 . 


lim 

x ->-00 


2x 2 + 3 
5x 2 + 7 


Extension continua 

31. ifix) = x(x 2 — 1)/ |x 2 — 1| puede extenderse para que sea con¬ 
tinua en x = 1 o — 1 ? Justifique sus respuestas. (Grafique la fun¬ 
cion; encontrara interesante la grafica). 

32. Explique por que la funcion/(x) = sen(l/x) no tiene una extension 
continua a x = 0. 

Q En los ejercicios 33 a 36, grafique la funcion para descubrir si tiene 
una extension continua al punto dado a. Si la tiene, use las funciones 
Trace y Zoom para encontrar un buen candidato para el valor de la ex¬ 
tension de la funcion en a. Si la funcion parece no tener una extension 
continua, ^puede extenderse para ser continua por la derecha o por la 
izquierda? Si es el caso, ^cual cree que deberia ser el valor de la fun¬ 
cion extendida? 

33 - /(x) = 7 t^’ a = 1 34 - gie) = w^h’ fl = 7T / 2 

35. h(t) = (1 + 111) 1 /*, a — 0 36. k(x) — -—a = 0 

Rakes 

El 37. Sea fix) = x 3 — x — 1. 

a. Demuestre que/tiene un cero entre — 1 y 2. 

b. Resuelva graficamente la ecuacion/(x) = 0 con un error de 
magnitud cuando mucho de 1(T S . 

c. Es posible demostrar que el valor exacto de la solucion del in- 
ciso (b) es 

fl V69 \ 1/3 A _ V69V /3 

\2 + 18 ) V 2 18 ) 

Evalue esta respuesta exacta y comparela con el valor que ob- 
tuvo en el inciso (b). 

El 38. Sea/(<?) = 0 3 - 20 + 2. 

a. Demuestre que/tiene un cero entre -2 y 0. 

b. Resuelva graficamente la ecuacion f(0) = 0 con un error de 
magnitud cuando mucho de 1(T 4 . 

c. Es posible demostrar que el valor exacto de la solucion del in¬ 
ciso (b) es 



Evalue esta respuesta exacta y comparela con el valor que ob- 
tuvo en el inciso (b). 
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Capitulo Ejercicios adicionales y avanzados 


1. Asignacion de un valor a 0° Las reglas de los exponentes (vea 
el Apendice 9) nos indican que a 0 = 1 si a es cualquier numero 
distinto de cero. Tambien senalan que 0" = 0 si n es cualquier nu¬ 
mero positivo. 

Si intentamos ampliar estas reglas para incluir el caso 0° 
obtendrlamos resultados conflictivos. La primera regia dirla que 
0° = 1, mientras que la segunda afirmarla que 0° = 0. 

No se trata de dar una respuesta del tipo verdadero o falso. 
Ninguna de las reglas es valida en todos los casos, de manera que 
no hay contradiccion. Podrlarmos, de hecho, definir 0° como 
cualquier valor que queramos, siempre y cuando convenzamos a 
los demas de aceptarlo. 

^Que valor le gustarla que tuviera 0°? Aqul hay un ejemplo 
que le ayudara a decidir. (Vea el ejercicio 2, en donde se da otro 
ejemplo). 

a. Calcule x* parax = 0.1, 0.01, 0.001 y as! sucesivamente hasta 
donde alcance su calculadora. Apunte los valores que obten- 
ga. iQue patron ve? 

b. Grafique la funcion y = x x para 0 < x < 1. A pesar de que 
la funcion no esta definida para x £ 0, la grafica se aproxima- 
ra al eje y por la derecha. ^Hada que valor de y parece dirigir- 
se? Haga un acercamiento para comprobar su suposicion. 

2. Una razon para que el valor de 0° sea distinto de 0 o 1 Cuan¬ 
do un numero x aumenta en valores positivos, tanto el numero 1 lx 
como el numero l/(ln x) se aproximan a cero. ^Que pasa con el 
numero 


f(x) = 



l /( lnx ) 


conforme x crece? Estas son dos maneras de averiguarlo. 


a. E value/para x = 10, 100, 1000 y as! sucesivamente hasta 
donde alcance su calculadora. ^Que patron ve? 

b. Grafique /en diversas ventanas de graficacion, incluyendo al- 
gunas que contengan el origen. /.Que ve? Trace los valores de 
y a lo largo de la grafica. ^Que encontro? 


3. Contraccion de Lorentz De acuerdo con la teoria de la relati- 
vidad, desde el punto de vista de un observador la longitud de un 
objeto, digamos un cohete, parece variar segun la velocidad con 
la que viaja el objeto respecto a el. Si el observador mide la longi¬ 
tud del cohete como L 0 en reposo, a una velocidad v la longitud 
del objeto parece ser 


Esta ecuacion es la formula de contraccion de Lorentz. Aqui c es 
la velocidad de la luz en el vacio, alrededor de 3 X 10 8 m/seg. 
^Que pasa con L a medida que v crece? Encuentre lim„_> c - L. 
^Por que es necesario el limite lateral izquierdo? 

4. Control del flujo de un tanque de drenaje La ley de Torricelli 
dice que si se vacia un tanque como el que se muestra en la figu¬ 
re, la razon y a la que sale el agua es una constante por la raiz cua- 
drada de la profundidad x del agua. La constante depende del 
tamano y la forma de la valvula de salida. 



Suponga que y = Vx/2 para cierto tanque. Usted esta inten- 
tando mantener una salida relativamente constante, para lo cual 
anade, de vez en cuando, agua al tanque mediante una manguera. 
^Que profundidad debe tener el agua si quiere mantener una ra¬ 
zon de salida de 

a. Vo = 1 pies 3 /min con un error no mayor a 0.2 pies 3 /min? 

b. y 0 = 1 pies 3 /min con un error no mayor a 0. 1 pies 3 /min? 

5. Expansion termica en equipos de precision Como seguramen- 
te sabe, casi todos los metales se dilatan con el calor y se contraen 
con el frio. Las dimensiones de una pieza de equipo de laboratorio 
son tan importantes, que el taller donde se fabrica tiene que estar 
a la misma temperature que el laboratorio donde se usara el equi¬ 
po. Una barra de aluminio tipica de 10 cm de ancho a 70°F tendra 

v = 10 + (t — 70) X 10~ 4 

centimetres de ancho a una temperature t cercana. Suponga que 
estamos usando una barra como esta en un detector de ondas de 
gravedad, y su ancho debe tener, cuando mucho, una diferencia 
de 0.0005 cm respecto de los 10 cm ideales. ^Que tan cerca de 
t 0 = 70°F debe mantenerse la temperature para asegurarnos de no 
exceder esta tolerancia? 

6. Marcas en una taza de medir El interior de una tipica taza de 
medir con capacidad de 1 litre es un cilindro circular recto de ra¬ 
dio 6 cm (vea la siguiente figure). El volumen de agua que pone- 
mos en la taza es, por lo tanto, una funcion del nivel h con que se 
llena la taza, siendo la formula 

V— -rr6 2 h = 36t rh. 

^Con cuanta exactitud debemos medir h para que el volumen sea 
de 1 L de agua (1000 cm 3 ) con un error no mayor de 1 % (10 cm 3 )? 
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r = 6 cm 



Una taza medidora (a), modelada como un cilindro circular recto (b) 
de radio r = 6 cm. 

Definicion formal de limite 

En los ejercicios 7 a 10, use la definicion formal de limite para probar 
que la funcion es continua en x 0 . 

7. f(x) = x 1 - 7, x 0 = l 8 - gi x ) = l/(2x), x o = 1/4 
9. /i(x) = V2x - 3, x 0 = 2 10. F(x) = V9 - x, x 0 = 5 

11. Unicidad del limite Pruebe que una funcion no puede tener dos 
llmites distintos en el mismo punto. Esto es, que si 
Ibnr->* 0 /(x) = L\ ylim x ^ x J(x) = L 2 , entonces L { = L 2 . 

12. Demuestre la regia del limite del multiplo constante: 

lim kf(x) = k lim /(x) para cualquier consonante k. 

x— x—*c 

13. Llmites laterales Si lnn t _>o + /(*) = A y lim*-^ - f( x ) = B,en- 
cuentre 

a. llm r ^o + /(x 3 — x) b. lim*-^ - /(x 3 — x) 


18. La funcion regia de Dirichlet Si x es un numero racional, en¬ 
tonces x puede escribirse de manera unica como un cociente de 
los enteros m/n, donde n > 0 y m y n no tienen factores comunes 
mayores que 1. Decimos que tal fraccion esta en su minima expre¬ 
sion. Por ejemplo, escrito en su minima expresion, 6/4 es 3/2. Sea 
/(x) definida para toda x en el intervalo [0, 1] por 


fix) 


{ l/«, six = m/n esun numero racional ensu minima expresion 
0, si x es irracional. 


Por ejemplo,/(0) =/( 1) = l,/(l/2) = 1/2,/(1/3) = /(2/3) = 1/3, 
/(1/4) =/(3/4) = 1/4 y asi sucesivamente. 

a. Pruebe que/es discontinua en todo numero racional en [0, 1], 

b. Pruebe que/es continua en todo numero irracional en [0, 1]. 
(Sugerencia: Si e es un numero positivo dado, demuestre que 
hay unicamente un numero finito de numeros racionales r en 
[0, 1] tales que f(r) > e.) 

c. Trace la grafica de / ^,Por que cree que a/se le denomina 
“funcion regia”? 

19. Puntos antipodas 11 ay alguna razon para creer que siempre 

existe un par de puntos antipodas (diametralmente opuestos) en el 
ecuador de la Tierra, donde las temperaturas son iguales? Explique. 

20. Si lim (/(x) + g(x)) = 3 y lim (/(x) - g(x)) = -1, 

x— X—*C 

encuentre lim f(x)g(x). 

x—*c 

21. Raices casi lineales de ecuaciones cuadraticas La ecuacion 
ax 2 + 2x - 1 = 0, donde a es constante, tiene dos raices si a > -1 y 
a ^ 0, una positiva y una negativa: 


r + (a) 


-1 + Vl + a 

a 


r-(fl) 


-1 - Vl + a 

a 


c. lim^o + fix 2 ~ x 4 ) d. lim^o - /(x 2 — x 4 ) 

14. Limites y continuida ^Cuales de los enunciados siguientes son 
verdaderos y cuales falsos? Si la afirmacion es verdadera, expli¬ 
que por que. Si es falsa, de un contraejemplo (es decir, un ejem¬ 
plo que compruebe su falsedad). 

a. Si lim^a /(x) existe pero lim x -» a g(x) no, entonces 
lim v ^ a (/(x) + g(x)) tampoco existe. 

b. Si lim^a /(x) no existe y g(x) no existe, entonces 

lim r ^. a (/(x) + g(x)) tampoco. 

c. Si/es continua en x, entonces tambien lo es | / 1 . 

d. Si | /1 es continua en a, entonces tambien lo es f. 

En los ejercicios 15 y 16, use la definicion formal de limite para pro¬ 
bar que la funcion tiene una extension continua en el valor dado de x. 

15 - fix) = 7VT’ X=_1 16 - 8{x) = * 2 ~x - 6 3 ’ X = 3 

17. Una funcion continua solo en un punto Sea 

^ ^ _ / x, si x es racional 
(0, si x es irracional. 

a. Demuestre que/es continua en x = 0. x = 0. 

b. Use el hecho de que todo intervalo abierto no vacio de nume¬ 
ros reales contiene numeros racionales e irracionales, para 
probar que/no es continua en valores de x distintos de cero. 


a. iQue le sucede a r + (a) cuando <7 —> 0? ^Cuando a —■ * —1 + ? 

b. iQue le sucede a r-{a) cuando a —» 0 ? ^Cuando a —> —1 + ? 

c. Justifique las conclusiones a que llego dibujando la grafica de 
r + (a) y r_(a) como funciones de a. Describa lo que ve. 

d. Para mayor justificacion, trace la grafica de 
fix) = ax 2 + 2x — 1 simultaneamente para 
a = 1, 0.5, 0.2, 0.1, y 0.05. 

22. Raiz de una ecuacion Demuestre que la ecuacion x + 2 cos x 
= 0 tiene al menos una solucion. 

23. Funciones acotadas Una funcion de variable real /esta acota- 
da por arriba en un conjunto D si existe un numero N tal que/(x) 
< N para toda x en D. Llamamos a N, cuando existe, una cota su¬ 
perior de/ en D, y decimos que /esta acotada por arriba por N. 
De manera analoga, decimos que/esta acotada por abajo en D 
si existe un numero M tal que /(x) > M para toda x en D. Llama¬ 
mos a M, cuando existe, una cota inferior de / en D, y decimos 
que/esta acotada por abajo por M. Decimos que/esta acotada 
en D si esta acotada por arriba y por abajo. 

a. Pruebe que /esta acotada en D si y solo si existe un numero B 
tal que | fix) \ £ B para toda x en D. 

b. Suponga que/esta acotada por arriba por N. Demuestre que 
si Urn,—.*,, /(x) = L , entonces L £ N. 

c. Suponga que/esta acotada por abajo por M. Pruebe que si 
lim^-*^ /(x) = L , entonces L > M. 
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24. Max { a, b } y min {a, b} 

a. Demuestre que la expresion 

. , , , a + b , b - b 

max {a, b\ = —^-1-^— 

es igual a a si a & b y es igual a b si b s a. En otras pala- 
bras, max {a, b} da el mayor de los dos numeros ay b. 

b. Encuentre una expresion similar para min {a, b}, el menor de 
ay b. 


Generalization de limites que involucran se ” ^ 

La formula lim e ^o (sen 6)/6 = 1 puede generalizarse. Si llm v _> c 
/(x) = 0 y_f{x) nunca es cero en un intervalo abierto que contenga al 
punto x = c, excepto posiblemente en c, entonces 


sen fix) 

lim f( x = 1 ■ 
*—c /(*) 


He aqui varios ejemplos. 
senx 2 

a. lim —-— = 1. 

x-*o x 


, ., senx 2 senx 2 x 2 , 

b. lim —-— = lim —r— lim .. = 1-0 = 0. 

x >0 X 2 *-*0 x 


>0 


sen (x 2 — x — 2) sen (x 2 — x — 2) 

c. 11m -—-= 11m —— --— • 

x + 1 x ^- X (x 2 x 2) 

(x 2 — x — 2) (x + l)(x — 2) 

11m -;— -= 1 • 11m -;— -= —3. 

x-*-l x + 1 x + 1 


d. 11m 


x-*i x - 1 


(1 - Vx) sen (1 - Vx) i _ \f x 

- = 11m-—-— 

x-* 1 1 - Vx 


(l - Vx)(l + Vx) 

1 • lim 


= 11m 


x — 1 
1 — x 


(x — l)(l + Vx) x ~* 1 (x — l)(l + Vx) 

Encuentre los limites en los ejercicios 25 a 30. 


sen (1 — cos x) 
25. 11m-x- 


sen (sen x) 
27. 11m-^- 

x—>o x 

senV - 4) 

29. 11m--x—^ 

x—>2 X - 2 


26. 11m 

x—»0 H 


28. 11m 

x—»o 


30. 11m 


sen V x 

sen (x 2 + x) 
x 

sen (Vx - 3) 


x-+9 x - 9 


\ 

2 ' 


Capi'tulo Proyectos de aplicacion tecnologica 

Modulo Mathematica-Maple 

Llevela al limite 
Parte I 

Parte II (Cero elevado a la potencia cero: ( ',qiie significa?) 

Parte III (Limites laterales) 

Visualizar e interpretar el concepto de limite mediante exploraciones graficas y numericas. 

Parte IV (La potencia hace la diferencia) 

Vea que tan sensibles pueden ser los limites con varias potencias de x. 

Modulo Mathematica-Maple 

Tender al infinito 

Parte I (Explorar el comportamiento de una funcion cuando x—»oo 01 -*- 00 ) 

Este modulo da cuatro ejemplos para explorar el comportamiento de una funcion cuando x—»ooox—>— 00 . 

Parte II (Razon de crecimiento) 

Observar graficas que parecen continuas, aun cuando la funcion no lo sea. Se exploran varios resultados de continuidad para obtener resultados 
que encontrara sorprendentes. 


























Derivadas 



INTRODUCCION En el capltulo 2 definimos la pendiente de una curva en un punto como 
el llmite de las pendientes de las secantes. Este llmite, llamado derivada, mide la razon a la 
que cambia la funcion, y se constituye como uno de los conceptos mas importantes del 
calculo. Las derivadas se usan para calcular la velocidad y la aceleracion, estimar la razon 
de propagation de una enfermedad, fijar niveles de production de manera que pueda maxi- 
mizarse la eficiencia, encontrar las mejores dimensiones para una lata cillndrica, averiguar 
la antiguedad de un objeto prehistorico, y para muchas otras aplicaciones. En este capitulo 
desarrollaremos tecnicas para calcular derivadas facilmente, y aprenderemos como usarlas 
para aproximar funciones complicadas. 



La derivada como una funcion 


Ensayo historico 
L a derivada 


A1 final del capltulo 2 definimos que la pendiente de una curva y =f(x) en el punto donde 
x = x 0 es 


f{x o + h) - f(x 0 ) 

lim--. 

h-* o n 

Cuando este limite existe, lo denominamos derivada de/en x 0 . A continuacion analizare- 
mos la derivada como una funcion obtenida a partir de/; para ello, tomaremos en cuenta el 
limite en cada punto del dominio de/ 


DEFINICION La funcion derivada 

La derivada de la funcion f(x) con respecto a la variable x, es la funcion/’, cuyo 
valor en x es 


fix) 


fix + h) - fix) 
lim-,- 


siempre y cuando este llmite exista. 
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= lfm 

z->x 


f(z ) - /(.v) 

Z - x 


Usamos la notacion/(x) en lugar de simplemente /en la definicion, con el proposito 
de hacer hincapie en la variable independiente x, con respecto a la cual estamos dife- 
renciando. El dominio de /' es el conjunto de puntos del dominio de/para los que existe el 
llmite, y puede ser el mismo o menor que el dominio de / Si/' existe en un punto x parti¬ 
cular, decimos que/es diferenciable (o que tiene derivada) enx. Si f existe en todos los 
puntos del dominio de/ decimos que/es diferenciable. 

Si escribimos z = x + h, entonces h = z-xyhss aproxima a 0 si y solo si z se aproxi- 
ma a x. Por lo tanto, una definicion equivalente de la derivada de una funcion es la siguien- 
te (vea la figura 3.1). 


Formula alternativa de la derivada 


/'(x) = lim 

Z—'>X 


f(z ) - f(x) 

Z — X 


FIGURA 3.1 La manera en la que 
escribimos el cociente de diferencias para 
la derivada de una funcion/depende de 
como etiquetemos los puntos involucrados. 


Calculo de derivadas a partir de la definicion 

El proceso para calcular una derivada se llama diferenciacion. Con el proposito de hacer 
hincapie en la idea de que la diferenciacion es una operation que se realiza sobre una fun¬ 
cion v =/(x), usamos la notacion 


d 

dx 


fix) 


como otra manera de denotar la derivada fix). Los ejemplos 2 y 3 de la section 2.7 ilus- 
tran el proceso de diferenciacion para las funcionesy = mx + by y= l/x. El ejemplo 2 de- 
muestra que 


Por ejemplo, 


En el ejemplo 3 vemos que 


C ! (mx + b) = m. 
dx 


d_ (l 
dx \2 X 



3 

2 ' 



A continuacion se dan dos ejemplos mas. 


EJEMPLO 1 Aplicacion de La definicion 
Derivar fix) = * . 


x 


Solucion Aqui tenemos fix) 


x — 1 
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y 


/'(*) 


I n (x + h) 

fix + h) ~ /(x) 
lim-,- 


x + h _ x 

x + h — 1 x — 1 

h 

1 (x + h){x - 1) - x(x + h - 1) a c _ ad - cb 
/'™o h ’ (x + h - l)(x - 1) 


= lim t- • 


_ = A_ 

(x + h — l)(x — 1) 


= lim 7-7T 

h—*o (x + h — 1 )(x — 1) 


-1 

(x- l) 2 ' 


EJEMPLO 2 Derivada de La funcion raiz cuadrada 

(a) Encontrar la derivada de y = Vx para x > 0. 

(b) Encontrar la recta tangente a la curva y = Vx en x = 4. 


Muchas veces es necesario conocer la 
derivada de Vx para x > 0 : 

-f V^ = ^. 

ax 2Vx 


y 



FIGURA 3.2 La curva y= Vxy 
su tangente en (4, 2). La pendiente de la 
tangente se encuentra evaluando la 
derivada en x = 4 (ejemplo 2). 


Solucion 

(a) Usamos la forma equivalente para calcular /': 

f , ( > r /( z ) - fix) 
f W = hm —— 


= lim 


Vz - Vx 


= lim 

Z-->X 


VS — Vx 


(VS — Vx)(Vz + Vx) 

1 1 


z'-*x Vz + Vx 2Vx 


(b) La pendiente de la curva en x = 4 es 

/'( 4 ) = 


2V4 4 ’ 

La tangente es la recta que pasa por el punto (4, 2) y tiene pendiente 1/4 (figura 3.2): 

y = 2 + ^ (x - 4) 

1 1 

y = 4* + !■ 

En el ejemplo 6 se considera la derivada de y = Vx cuando x = 0 en el ejemplo 6. 
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Notaciones 


Hay muchas maneras de denotar la derivada de una funcion y =/(x), donde la variable in- 
dependiente es x y la variable dependiente es y. Algunas de las notaciones alternativas de 
uso comun para la derivada son 


/,(x) = = t = f x = i f{x) = D{f)ix) = DJ(x) - 

Los simbolos d/dxy D indican la operacion de diferenciacion, por lo que se les conoce co- 
mo operadores de derivada. dv/dx se lee: “la derivada de y con respecto a x”, y df/dx y 
( d/dx)f{x ) se leen: “la derivada de/respecto ax”. Las notaciones “prima”/ y/' provienen 
de las que usaba Newton para las derivadas. Las notaciones d/dx son semejantes a las usadas 
por Leibniz. El simbolo dy/dx no debe interpretarse como una razon (hasta que introduz- 
camos la idea de “diferenciales” en la seccion 3.8). 

De igual manera, hay que tener cuidado de no confundir el significado de la notacion 
D( f), creyendo que se refiere al dominio de la funcion/’, cuando en realidad representa la 
funcion derivada f La diferencia casi siempre resulta evidente gracias al contexto. 

Para indicar el valor de una derivada en un numero especifico x = a, se usa la notacion 


/'(«) = 


dy 

dx 


df 

dx 


= J>> 


Como muestra de lo anterior, observe que en el ejemplo 2b pudimos haber escrito 


/'< 4 > = ivS 


= 1 = 1 = I 

x=4 2Vx x=4 2 V4 4 

Para evaluar una expresion, algunas veces se utiliza el corchete derecho (o de clausura, ]) 
en lugar de la barra vertical | . 


Grafica de la derivada 

Es posible obtener una grafica razonable de la derivada de y = /(x) estimando las pendien- 
tes de la grafica de f. Esto es, se localizan los puntos (x,/'(x)) en el piano xy y se unen me- 
diante una curva suave, la cual representa y =/'(x). 

EJEMPLO 3 Graficacion de una derivada 

Graficar la derivada de la funcion y =/(x), como se ilustra en la figura 3.3a. 

Solucion Trazamos las tangentes a la grafica de /en intervalos consecutivos, y usa- 
mos sus pendientes para estimar los valores de f'(x) en esos puntos. Graficamos los pares 
(x,/'(x)) correspondientes, y los unimos con una curva suave, como se esboza en la figu¬ 
ra 3.3b. 

^Que podemos aprender de la grafica de y =/'(x)? A partir de un vistazo o un examen 
rapido podemos ver: 

1 . el lugar en donde la razon de cambio de/es positiva, negativa o cero. 

2. el tamano aproximado de la razon de crecimiento en cualquier x y su tamano en rela- 
cion con el tamano de/(x). 

3. el sitio en donde la razon de cambio es creciente o decreciente 


Veamos otro ejemplo. 

EJEMPLO 4 Concentration de azucar en la sangre 

El 23 de abril de 1988, el aeroplano Dedalo (o Daedalus), de propulsion humana, rompio 
el record de los vuelos a distancia, al recorrer los 119 km que separan las islas de Creta y 
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FIGURA 3.3 Hacemos la grafica de y = f'{x) en (b) trazando las pendientes a partir 
de la grafica de y =f(x) en (a). La coordenada vertical de 5' es la pendiente de B, y 
as! sucesivamente. La grafica de /' es un registro visual de como cambia la pendiente 
de/con x. 


Santorini, en el Mar Egeo, al sureste de Grecia. Durante las 6 horas de pruebas de resistencia 
previas al vuelo, los investigadores vigilaron la concentracion de azucar en la sangre de los 
posibles pilotos. En la figura 3.4a se muestra la grafica para uno de los pilotos; en ella, la 
concentracion de azucar, en miligramos/decilitro, se ha trazado contra el tiempo, en horas. 

La grafica se compone de segmentos de recta que unen los puntos de los datos. La 
pendiente constante de cada segmento da una estimacion de la derivada de la concentracion 
entre las mediciones. Calculamos la pendiente de cada segmento a partir de la cuadricula 
de coordenadas y trazamos la derivada como una funcion escalonada en la figura 3.4b. Al 
trazar los datos de la primera hora, por ejemplo, observamos que la concentracion crece de 
aproximadamente 79 mg/dL a 93 mg/dL. El crecimiento neto fue Ay = 93 — 79 = 
14 mg/dL. Dividiendo esto entre At = 1 hora obtenemos la razon de cambio como 

Av 14 

— -y = 14 mg/dL por hora. 

Observe que no podemos estimar la razon de cambio de la concentracion en los tiem- 
pos t= 1, 2,..., 5, en los que la grafica de concentracion que trazamos alcanza una esquina 
y no tiene pendiente. La derivada escalonada no esta definida para esos tiempos. 
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Trayectoria del vuelo del Daedalus el 23 de abril de 1988 


•^FIGURA 3.4 (a) Grafica de la concentration de azucar en la sangre de un piloto del 

Daedalus durante las pruebas de resistencia, 6 horas antes al vuelo. (b) La derivada de 
la concentration de azucar en la sangre del piloto muestra que tan rapido se eleva y cae la 
concentration durante varias partes de la prueba. 


Diferenciabilidad en un intervalo; derivadas laterales 

En un intervalo abierto (finito o infinito), una fun cion y = f(x) es diferenciable si tiene de¬ 
rivada en cada punto del intervalo. Es diferenciable en un intervalo cerrado [a, b] si es di¬ 
ferenciable en el interior de (a, b) y si los limites 


lim 

A-» o + 


f(a + h) - f(a) 
h 


lim 
A-» o~ 


f(b + h) - f(b) 
h 


Derivada en a por la derecha 


Derivada en b por la izquierda 


Pendiente = 



h>0 h<0 


existen en los extremos (figura 3.5). 

Las derivadas por la derecha y por la izquierda pueden definirse en cualquier punto 
del dominio de la funcion. La relation usual entre el limite y los limites laterales se cum- 
ple para estas derivadas. De acuerdo con el teorema 6 de la seccion 2.4, una funcion tiene 
derivada en un punto, si y solo si, tiene derivadas por la derecha y por la izquierda en ese 
punto, y si estas derivadas laterales son iguales. 

EJEMPLO 5 y = \x\ no es diferenciable en el origen 

Demostrar que la funcion v = \x\ es diferenciable en ( — oo, 0) y (0, oo) pero no tiene deri¬ 
vada en x = 0. 

Solution A la derecha del origen, 

= ie ix) = ic {l ‘ x) = L il mx + b ) = m,\x \ = x 


(|X|) = ^ (_X)= ^ ( “ 1 ' X) = “ 1 


FIGURA 3.5 Las derivadas en los puntos 
extremos son limites laterales. 


A la izquierda, 


d 

dx 
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y 



y' no esta definida cn x = 0: 
derivada lateral derecha 
t derivada lateral izquierda 

FIGURA 3.6 La funcion y = |jc| no es 
diferenciable en el origen, donde la 
grafica tiene un “pico”. 


(figura 3.6). No puede haber derivada en el origen, ya que las derivadas laterales difieren 
en ese punto: 


|0 + A|-|0| \h\ 

Derivada por la derecha de lx en cero = lim -,-= lim , 

F 1 1 h —*o + h h-* o + h 

h 

= lim ~r I h I = h cuando h > 0 . 

h^0 + h 

= lim 1 = 1 
h^> 0 + 


Derivada por la izquierda de |x| en cero = lim - 

h—* 0 

= lim /* 
h-> o~ h 

= lim - 
h—*o~ 

EJEMPLO 6 y = Vx no es diferenciabLe en x — 0 


|0 + h | 


| 0 | „ \h\ 

— = lim , 
h->o~ h 


h | = —h cuando h < 0. 

1 =’-l. 


En el ejemplo 2 vimos que para x > 0, x > 0, 


dx 


Vx 


1 

2 Vx 


Aplicamos la definicion para averiguar si la derivada existe en x = 0: 


lim 

o + 


Vo + h - Vo 

h 


lim —^ 7= = oo . 
h —*0 + Vh 


Como el limite lateral derecho no es finito, no hay derivada en x = 0 y como las pendientes 
de las rectas secantes que unen el origen con los puntos [h, V/i) en la grafica de y = Vx 
se aproximan a oo, la grafica tiene una tangente vertical en el origen. 


£En que situacion una funcion no tiene derivada en un punto? 

Una funcion tiene derivada en un punto x 0 si las pendientes de las rectas secantes que pa- 
san por P(x 0 ,/(x 0 )) y un punto cercano Q en la grafica se aproximan al limite conforme Q 
se acerca a P. Si las secantes no tienden a una posicion limite o se vuelven verticales con- 
forme Q se aproxima a P, la derivada no existe. En consecuencia, la diferenciabilidad se 
caracteriza por la “suavidad” de la grafica de f Una funcion cuya grafica no cumpla con 
esta caracteristica no tendra derivada en un punto; esto puede deberse a varias razones: 

1. que la grafica describa en el punto P 2. que la grafica describa en el punto P 
una esquina, provocando que las una cuspide, ocasionando que la 

derivadas laterales difieran entre si. pendiente de PQ tienda a oo por un lado 

y a -oo por el otro. 
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3. que la grafica tenga una tangente vertical en P, dando lugar a que la pendiente de PQ 
se tienda a oo por ambos lados, o a -oo por ambos lados (en la figura se ilustra que 
tiende a -oo). 



4. que la grafica presente una discontinuidad. 



Las funciones diferenciables son continuas 

Una funcion es continua en todos los puntos donde tiene derivada. 


TEOREMA 1 Diferenciabilidad implica continuidad 
Si/tiene derivada en x = c, entonces/es continua en x = c. 


Demostracion Dado que f\c ) existe, debemos probar que lim X ^ c f(x) = /(c), o, de 
manera equivalente, que lim/,^o /(c + h) = /(c) . Si h ^ 0, entonces 


f(c + h) = /(c) + (/(c + h) ~ /(c)) 


= /(c) + 


/(c + h) - /(c) 


• h. 


h 
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Ahora tomamos limites cuando h —> 0 . De acuerdo con el teorema 1 de la seccion 2.2, 

f(c + h) — /(c) 

11m f(c + h) = 11m /(c) + 11m-,-• 11mA 

h-* o a-»o h-*o n h-* o 

= f(c) + /'(c)-0 

= /(c) + 0 

= /(c). ■ 

La aplicacion de argumentos semejantes a los limites laterales, demuestra que si/tie- 
ne derivada lateral (por la derecha o por la izquierda) en x = c, entonces/es continua por 
ese lado en x = c. 

El teorema 1, definido en la pagina anterior, afirma que si una funcion tiene una dis- 
continuidad en un punto (por ejemplo, una discontinuidad de salto), no puede ser diferen- 
ciable en dicho punto. La funcion mayor entero y = [xj = entx no es diferenciable en 
cada entero x = n (ejemplo 4, seccion 2.6). 

PRECAUCIOf El reciproco del teorema 1 es falso. No es necesario que una funcion tenga 
derivada en un punto donde es continua, como vimos en el ejemplo 5. 

y = U(x) 

La propiedad del valor intermedio para derivadas 

Como se deduce del teorema siguiente, no cualquier funcion puede ser la derivada de al- 
*•* guna funcion. 


FIGURA 3.7 La funcion 
escalonada unitaria no tiene la 
propiedad del valor intermedio y 
no puede ser la derivada de una 
funcion en la recta real. 


TEOREMA 2 

Si a y b son dos puntos cualesquiera en un intervalo donde/es diferenciable, en¬ 
tonces /' toma todos los valores entre f'(a) y f'{b). 


El teorema 2 (que no probaremos), afirma que una funcion no puede ser una derivada en 
un intervalo, a menos que satisfaga la propiedad del valor intermedio en dicho intervalo. 
Por ejemplo, la funcion escalonada unitaria de la figura 3.7 no puede ser la derivada de 
ninguna funcion de variable real en la recta real. En el capitulo 5 veremos que toda funcion 
continua es la derivada de alguna funcion. 

En la seccion 4.4 utilizaremos el teorema 2 para analizar que pasa en un punto de la 
grafica de una funcion doblemente diferenciable donde cambia su “curvatura”. 


EJERCICIOS 3.1 


Funciones derivadas y sus valores 

Calcule las derivadas de las funciones de los ejercicios 1 a 6 utilizando 
la definicion. Despues, determine los valores de las derivadas que se 
especifican. 

1. /(x) = 4-x 2 ; /'(—3), /'(0), /' (1) 

2. F{x) = (x - l) 2 + 1; F'(-1),C'(0),F'(2) 


4. k(z) = k'(-l),t(l),k'(V2) 

5. p(e)=V36; p'(l),p'(3),p'(2/3) 

6. r(s) = \ // 2s + 1 ; r'(0), r'(l), r'( 1/2) 

En los ejercicios 7 a 12, determine las derivadas indicadas. 


3.g(t) = ±; g'(-l),g'(2),g'(V3) 



si y 


2x 3 


dr 

ds 


r = 


2 


+ 1 
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9. 

ds 

si 

t 

dt 

2Z 1 + 1 

10. 

dv 


1 

dt 

si 

v=t-j 

11. 

dp 

si 

1 

dq 

P Vq + 1 

12. 

dz 

si 

1 

dw 

V3 w ~ 2 


Pendientes y rectas tangentes 

En los ejercicios 13 a 16, derive las funciones y encuentre la pendien- 
te de la recta tangente en el valor dado de la variable independiente. 

13. f{x) = x + §, x — 3 

14 ‘ i(x) = 2T^’ x = 2 

15. s = t 3 — t 2 , t = — 1 

16. v = (x + l) 3 , x = —2 

En los ejercicios 17 y 18, derive las funciones. Despues encuentre una 
ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto in- 
dicado. 

17. y = f(x) = (x,y) = (6, 4) 

Vx - 2 

18. w = g( z) = 1 + \/A — z, (z, vi') = (3,2) 

En los ejercicios 19 a 22, determine los valores de las derivadas. 


19. 

ds 

dt 

t=~ 1 

si 

5 = 1 - 3I 2 

20. 

dy 

dx 

X=Vi 

si 

y= 1 “ e 

21. 

dr 

d8 

6=0 

si 

1 

II 

22. 

dw 

dz 

z=4 

si 

w = z + Vz 


Graficas 

En los ejercicios 27 a 30, relacione las funciones graficadas con las 
derivadas graficadas en las figuras (a)-(d). 



Uso de la formula alternativa para derivadas 

Use la formula 


fix) = lim 


/(z) - f(x) 


Z — X 

para encontrar la derivada de las funciones en los ejercicios 23 a 26. 


23. f(x) = 


1 

x + 2 


24. f(x) 


_1 

(x ~ l) 2 


25. g(x) = 

26. g(x) = 1 + Vx 


31. a. La grafica de la figura siguiente se compone de segmentos de 
recta unidos por sus extremos. ^,En que puntos del intervalo 


no esta definida /' 

? Justifique su respuesta. 




(0, 2) 

iiii 

I 1 

(6, 2) 

y=m / 

1 1 / 1 > 

(—4,0) 0 

\l 

/ 6 


\ 

- \ _ 

(1,-2) 

- 4 

(4, -2) 
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b. Grafique la derivada d e f 

La grafica debe mostrar una funcion escalonada. 

32. Recuperacion de una funcion a partir de su derivada 

a. Use la informacion siguiente para graficar la funcion/en el 
intervalo cerrado [—2, 5], 

i) La grafica de/se compone de segmentos de recta cerra- 
dos, unidos por sus extremos. 

ii) La grafica empieza en el punto (—2, 3). 

iii) La derivada de /es la funcion escalonada que se muestra 
en la figura que aparece enseguida. 

y' 



1 

1 


y' 

=/'(*) 

1 

. JL 

1 

1 1 

-2 

0 

i 

>- -2 

3 

0- 

5 


b. Repita el inciso (a), suponiendo que la grafica empieza en 
(-2, 0) en lugar de (-2, 3). 

33. Crecimiento de la economia La grafica siguiente muestra el 
cambio porcentual anual promedio y = fit) del producto interno 
bruto (PIB) estadounidense en los anos 1983-1988. Grafique 
dy/dt (en donde este definida). ( Fuente: Statistical Abstracts of 
the United States, 110 a edicion, Departamento de Comercio de 
Estados Unidos, pag. 427). 



1983 1984 1985 1986 1987 1988 


34. Moscas de la fruta {Continuation del ejemplo 3, section 2.1). 
A1 principio, en un ambiente cerrado con relativamente pocos 
miembros, la poblacion inicial crece con lentitud; luego, el cre¬ 
cimiento se da con mas rapidez, ya que el numero de individuos 
reproductores ha aumentado y se cuenta todavia con recursos 
abundantes; por ultimo, el crecimiento se vuelve lento una vez 
mas a medida que la poblacion alcanza la capacidad de sustenta- 
cion del ambiente. 


P 



Tiempo (dfas) 


b. ^,En que dias parece que la poblacion crece con mas rapidez? 
^En que dias su crecimiento parece mas lento? 

Derivadas laterales 

Compare las derivadas por la derecha y por la izquierda para demos- 
trar que las funciones de los ejercicios 35 a 38 no son diferenciables 
en el punto P. 



Diferenciabilidad y continuidad en un intervalo 

En los ejercicios 39 a 44, cada una de las figuras muestra la grafica de 
una funcion sobre un intervalo cerrado D. ^,En que puntos del dominio 
se ve que la funcion es 


a. Use el metodo grafico del ejemplo 3 para graficar la derivada 
de la poblacion de la mosca de la fruta que se analizo en la 
seccion 2.1. A continuacion se reproduce la grafica de la po¬ 
blacion. 


a. diferenciable? 

b. continua pero no diferenciable? 

c. ni continua ni diferenciable? 
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Justifique sus respuestas. 

39. 



41. 

y 


/\ 

4 i , 

y=m 

D: -3 < x < 

iix. 

-3 -2 -1 0 

L^2T3 

-1 

- / 

-2 

V 


43. 

y 



40. 


y 



y 



44. 



Teoria y ejemplos 

En los ejercicios 45 a 48, 

a. Encuentre la derivada f'(x) de la funcion daday =/(x). 

b. Grafique y =/(x) y y =/'(x) una junto a la otra, usando distintos 
conjuntos de ejes coordenados, y responda las preguntas si- 
guientes: 

c. /.Para que valores de x, si los hay,/' es positiva? /.Para cuales es 
igual a cero? /.Para cuales es negativa? 

d. /.En que intervalos de valores de x, si los hay, la funcion y=f(x) 
crece conforme x aumenta? /.En que intervalos decrece confor- 
me x aumenta? /.Como se relaciona esto con lo que encontro en 
el inciso (c)? (Hablaremos mas acerca de esta relacion en el 
capitulo 4). 

45. y = -x 2 46. y = -l/x 

47. y = x 3 /3 48. y = x 4 /4 

49. /.La curva y = x 3 tiene alguna pendiente negativa? De ser asi, /.en 
donde la tiene? Justifique su respuesta. 

50. /.La curva y = 2 Vx tiene alguna tangente horizontal? De ser asi, 
/.en donde la tiene? Justifique su respuesta. 


51. Tangente a la parabola /.La parabola y = 2x 2 - 13x + 5 tiene 
una tangente cuya pendiente sea -1? De ser asi, determine la 
ecuacion para la recta y el punto de tangencia. De lo contrario, 
explique por que no la tiene. 

52. Tangente a y = Vx /.Alguna tangente a la curva y = Vx cru- 
za el eje x en x = -1? De ser asi, encuentre la ecuacion para la rec¬ 
ta y el punto de tangencia. De lo contrario, explique por que no lo 
cruza. 

53. Mayor entero en x /.Alguna funcion diferenciable en (—oo, oo) 
tiene y = ent x, el mayor entero en x (vea la figura 2.55), como su 
derivada? Justifique su respuesta. 

54. Derivada de y = |x| Grafique la derivada de /(x) = |x|. Despues 
grafique y — (|x| — 0)/(x — 0) = |x|/x./.Que puede concluir? 

55. Derivada de -/ /.Que implica saber que una funcion/(x) es di¬ 
ferenciable en x = Xo respecto a la diferenciabilidad de la funcion 
-/en x = x 0 ? Justifique su respuesta. 

56. Derivada de multiplos /Que nos dice el hecho de que la fun¬ 
cion g(t) sea diferenciable en t = 7 respecto a la diferenciabilidad 
de la funcion 3g en t = 7? Justifique su respuesta. 

57. Limite de un cociente Suponga que las funciones g(t) y h(t) 
estan definidas para todos los valores de t, y que g(0) = h(0) = 0. 
/,Puede existir lim,-*o (g(t))/(h(t)) De ser asi, /.es igual a cero? 
Justifique sus respuestas. 

58. a. Sea /(x) una funcion que satisface | /(x) | < x 2 para — 1 < x 

^ 1. Demuestre que / es diferenciable en x = 0 y determine 

/'( 0 ). 

b. Demuestre que 

f 2 1 

I xr sen —, x A 0 

fix) = | 

(0, x = 0 

es diferenciable en x = 0, y encuentre /'(0). 

59. Utilice su calculadora para graficar y = 1/(2 Vx) enuna ventana 
que tenga 0 < x < 2. Despues emplee la misma ventana para 
graficar 

Vx + h — Vx 
^ = - h - 

para h = 1,0.5, 0.1. Despues intente hacerlo para h = — 1, 
—0.5, —0.1. Explique lo que ocurre. 

E 60. Grafique y = 3x 2 en una ventana que tenga —2 s x £ 2, 
0 £ y £ 3. Despues emplee la misma pantalla para graficar 

(x + h) 3 — x 3 
^ = - h - 

para h = 2, 1, 0.2. Luego intentelo para h = —2, —1, —0.2. Ex¬ 
plique lo que ocurre. 

61. La funcion de Weierstrass, continua, pero no diferenciable en 
punto alguno La suma de los primeros ocho terminos de la 
funcion de Weierstrass, /(x) = 2^=o (2/3)" cos (9"irx) is 

g(x) = cos(irx) + (2/3) 1 cos (9ttx) + (2/3) 2 cos (9 2 7rx) 

+ (2/3) 3 cos (9 3 7tx) + • • ■ + (2/3) 7 cos (9 7 ttx). 

Grafique esta suma. Haga varios acercamientos. /.Que tanto 
“brinca” la grafica? Especifique una escala para la ventana en 
donde se pueda ver una parte suave de la grafica. 
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EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 

Use un software matematico para realizar los siguientes pasos para las 
funciones en los ejercicios 62 a 67. 

a. Grafique y = f(x) para ver el comportamiento global de la fun- 
cion. 

b. Defina el cociente de diferencias q en un punto general x, con un 
incremento general (en el tamano) h. 

c. Calcule el llmite cuando h —>* 0. ^Que formula se obtiene? 

d. Sustituya el valor x = x 0 y grafique la funcion y —fix) junto con 
su recta tangente en ese punto. 

e. Sustituya varios valores para x, mayores y menores que x 0 en la 
formula obtenida en el inciso (c). ,[,Los numeros concuerdan con 
la figura? 


f. Grafique la formula obtenida en el inciso (c). ^Que significa el 
hecho de que sus valores sean negativos? ^Que significa que 
sean cero? ^Que significa que sean positivos? ^E1 resultado con- 
cuerda con la grafica del inciso (a)? Justifique su respuesta. 

62. f(x) = x 3 + x 2 — x, xo = 1 

63. f(x) = x 1 / 3 + x 2 / 3 , xq = 1 

64. f(x) = 4x x 0 = 2 65. f{x) = x 0 = -1 

x + 1 3x + 1 

66. f(x) = sen 2x, x 0 = 7r/2 67. f(x) = x 2 cos x, Xo = rr/4 


3.2 


Reglas de diferenciacion 


En esta seccion se introducen algunas reglas que nos permiten derivar una gran variedad 
de funciones. Una vez que las hayamos comprobado seremos capaces de derivar funciones 
sin tener que aplicar la definicion de derivada. 


Potencias, multiplos, sumas y diferencias 

La primera regia de diferenciacion sostiene que la derivada de toda funcion constante es 
cero. 


REGLA 1 Derivada de una funcion constante 

Si/tiene el valor constante f(x) = c, entonces 

df d 


EJEMPLO 1 


Si/tiene el valor constante/(x) = 8 , entonces 


df d 


(x, c) 


(x + h, c) 


-y = c 


De manera similar, 


o 


X 



y 



FIGURA 3.8 La regia (d/dx)(c) = 0 es 
otra manera de decir que los valores de las 
funciones constantes nunca cambian, y que 
la pendiente de una recta horizontal es cero 
en todos sus puntos. 


Demostracion de La regia 1 Aplicamos la definicion de derivada a fix) = c, la fun¬ 
cion cuyos valores de salida tienen el valor constante c (figura 3.8). En todo valor de x 
encontramos que 


fix) 


fix + h) - fix) 
lim- 7 - 


lim C , C = limO = 0 . 

h-* o n /,->() 
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La segunda regia nos dice como derivar x" si n es un entero positivo. 


REGLA 2 Regia de potencias para enteros positivos 
Si n es un entero positivo, entonces 



nx 


n— 1 


Para aplicar la regia de potencias, restamos 1 al exponente original («) y multiplica- 
mos el resultado por n. 

EJEMPLO 2 Interpretation de la regia 2 


/ 

X 

X 2 

x 3 

x 4 


/' 

1 

2x 

3x 2 

4x 3 



Biografia historica 

Richard Courant 
(1888-1972) 


Primera demostracion de la regia 2 La formula 


z n - x n = (z - x)(z"^ 1 + z"~ 2 x + + zx n2 + x n ~ l ) 

puede verificarse multiplicando el lado derecho. Luego, de acuerdo con la forma alternati- 
va de la definicion de la derivada, 


f'(x) 


lim 


f(z) ~ fix) 

Z — X 



= lim (z" 1 + z" 2 x + ■ ■ ■ + zx” 2 + x" 1 ) 

z—>x 


Segunda demostracion de la regia 2 Si fix) = x", entonces fix + h) = (x + h) n . 
Como n es un entero positivo, de acuerdo con el teorema del binomio, podemos expandir 
(x + h) n para obtener 


,. . fix + h) - fix ) (x + h) - x 

f (x) = lim-- = lim-- 

h-> o h h-> o h 


= lim 
h->0 


x? + nx n ~ l h + 


, nin — 1) , , 

n~ lu j _1_l_n-2i.2 


h + ■■■ + nxh+ h" 


= lim 
h-* 0 


, n[n — 1) , , , 

nx" x h H-^- x n ~li 2 + • ■ ■ + nxh" 1 + h" 


= lim 
A—»0 


, n(n — 1) , , , 

nx" + - -x"~ 2 h + • • • + nxh"- 2 + h"~ l 


= nx" 1 


La tercera regia dice que, cuando una funcion diferenciable se multiplica por una 
constante, su derivada esta multiplicada por la misma constante. 
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y 



FIGURA 3.9 Las graficas de y = x 2 y 
y = 3x 2 . Triplicando la coordenada y se 
triplica la pendiente (ejemplo 3). 


Notacion de las funciones mediante 
u y v 

A1 buscar una formula de 
diferenciacion, es probable encontrar 
que las funciones con las que se trabaja 
esten denotadas mediante letras como/ 
y g. Sin embargo, cuando se aplica la 
formula lo mejor serla no emplear las 
mismas letras para denotar algo 
distinto. Para evitar este problema, en 
las reglas de diferenciacion suelen 
utilizarse letras como uy v para denotar 
las funciones, ya que probablemente no 
se hayan usado en otro lado. 


REGLA 3 Regia del multiple) constante 

Si u es una funcion diferenciable de x, v c es una constante, entonces 


d 

dx 


( cu ) 


c 


du 
dx ' 


En particular, si n es un entero positivo, entonces 


d 

dx 


( cx ") = cnx n 1 . 


EJEMPLO 3 

(a) La formula de la derivada 


d_ 

dx 


(3x 2 ) = 3 • 2x = 6x 


dice que si modificamos la escala de la grafica d ey = x 2 multiplicando cada coorde¬ 
nada v por 3, la pendiente en cada punto se multiplica tambien por 3 (figura 3.9). 


(b) Un caso especial util 


La derivada del negativo de una funcion diferenciable u es el negativo de la derivada 
de la funcion. La aplicacion de la regia 3 con c = — 1 da 


d_ 

dx 


(~u) 


d 

dx 


(-!•«) 



du 
dx ’ 


Demostracion de la regia 3 



lim 

A -»0 


cu(x + h) — cu(x ) 
h 


= dim 
h-* o 


u(x + h) — u(x) 

h 



Definicion de la 
derivada con 
f{x) = cu(x) 


Propiedad del llmite 


■ 


La siguiente regia dice que la derivada de la suma de dos funciones diferenciables es 
la suma de sus derivadas. 


REGLA 4 Regia de la derivada de una suma 

Si u y v son funciones diferenciables de x, entonces su suma u + v es diferencia¬ 
ble en todo punto donde tanto u como v sean diferenciables. En tales puntos 


d_ 

dx 


, , . du . dv 

{u + v) = Tx + Tx- 
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EJEMPLO 4 


Derivada de una suma 


y = x 4 + 12x 


dy 

dx 



d 

dx 


(12x) 


= 4x 3 + 12 


Demostracion de la regia 4 Aplicamos la definicion de derivada a /(x) = 
u(x) + v{x): 


- j - [m(x) + d(x) 1 = 11m 
dx h —*0 


= 11m 
A—*0 


[w(x + h) + v{x + A)] — [m(x) + u(x)] 


u(x + h) — u(x) v(x + h) — v(x) 


u{x + h) - u(x) v(x + h) - v(x) du . dv 

= lim-;-b lim- 7 - = —, —I— 7 -. 

h-*o n h-*0 h dx dx 


A1 combinar las reglas de la suma y del multiple) constante, obtenemos la regia de la dife- 
rencia, segun la cual la derivada de una diferencia de funciones diferenciables es la di- 
ferencia de sus derivadas. 


d_ 

dx 


(u — v ) 


+ (-!)„] 


du x dv_ _ du_ _ e/u 

dx ; dx dx dx 


La regia de la suma se extiende a sumas de mas de dos funciones, siempre y cuando la 
suma conste solamente de un numero finito de funciones. Si u \, M 2 , • • •, u n son diferencia¬ 
bles enx, entonces tambien lo es u\ + 112 + • • • + u n y 


d_ 

dx 


(u\ + u 2 + 


du\ aui 

+ Un) = + Ih + 


du 2 


+ 


du„ 

dx 


EJEMPLO 5 


Derivada de una funcion poLinomial 

y = x 3 + jx 2 — 5x + 1 
_ d_ 3 d_fA 2 ^_ d_ 

dx dx X dx\i X ) dx 

= 3x 2 + ^ • 2x — 5 + 0 

= 3x 2 + yx — 5 


(5x) + 


d_ 

dx 


(1) 


Observe que podemos derivar cualquier polinomio termino a termino, tal como lo hi- 
cimos con el polinomio del ejemplo 5. Todas las funciones polinomiales son diferencia¬ 
bles en todos los puntos. 


Demostracion de la regia de la suma para sumas de mas de dos funciones Probamos 
la afirmacion 


d_ 

dx 


( U\ + 112 + • • • + M „) 


du 1 du 2 du n 

—- -\ -- +•••-!- - 

dx dx dx 


mediante induccion matematica (vea el Apendice 1). La afirmacion es cierta para n = 2, tal 
como se acaba de probar. Este es el paso 1 de la prueba por induccion. 
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y y = x 4 -2x 2 + 2 



(- 1 . 1 ) ~ ( 1 , 1 ) 


i_i p, 

-1 0 1 

FIGURA 3.10 La curva 
y = x 4 — 2x 2 + 2 y sus tangentes 
horizontales (ejemplo 6). 


El paso 2 consiste en demostrar que si el enunciado es verdadero para cualquier ente- 
ro positivo n = k, donde k > n () = 2, entonces tambien sera valido para n = k + 1. Por lo 
tanto, supongamos que 


cl , , du\ du 2 , , au k 

-T (in + u 2 + ■■■ + u k ) - -T- + -T- + • • • + 


din 


dx 


dx dx 


Entonces 


dx 


(1) 


(Ml + U 2 + ' ' ' + Uk + 1) 

Llamemos a la funcion Ahora 
definida por esta suma u llamemos 

a esta funcion v 

= (in + u 2 + • • • + uk) + -^ 


du\ din din diik+\ 

— 1 H-- 4- • • • H-- H-— 

Jx dx dx dx 


Ecuacion 1. 


Elabiendo verificado estos pasos, el principio de induccion matematica garantiza la 
regia de la suma para cualquier entero n > 2 . ■ 

EJEMPLO 6 Determinacion de tangentes horizontales 

/.La curva y = x 4 — 2x 2 + 2 tiene alguna tangente horizontal? De ser asi, ,',cn donde la 
tiene? 

Solucion Las tangentes horizontales, si las hay, aparecen cuando la pendiente dy/dx es 
cero. Tenemos que 

-j- = —j— (x 4 — 2x 2 + 2) = 4x 3 — 4x. 
dx dx 

dv 

Ahora resolvemos la ecuacion = 0 para x: 

4x 3 - 4x = 0 
4x(x 2 — 1) = 0 

x = 0 , 1 , — 1 . 

La curva y = x 4 — 2x 2 + 2 tiene tangentes horizontales en x = 0, 1 y -1. Los puntos co- 
rrespondientes en la curva son (0, 2), (1, 1) y (-1, 1). Yea la figura 3.10. 


Productos y cocientes 


Mientras la derivada de la suma de dos funciones es la suma de sus derivadas, la derivada 
del producto de dos funciones no es el producto de sus derivadas. Por ejemplo, 


-j- (x • x) = ~j— (x 2 ) = 2 x, 
dx dx 


mientras que ~ct ^ ‘ ~ctc ^ = ^ ‘ 1 = 1 • 


La derivada de el producto de dos funciones es la suma de dos productos, como se explica 
a continuacion. 


REGLA 5 Regia de la derivada de un producto 

Si u y v son diferenciables en x, entonces tambien lo es su producto uv, y 


d 

dx 


(uv) 


dv , du 
u —j —I- v~r. 
dx dx 
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Ilustracion de la regia del producto 

Si u(x) y v(x) son positivas y 
crecientes conforme x crece, y si h > 0, 


v(x + h ) ' 


Av 

u(x) Av 

|Am Au| 

v(x) 


! ! 
i i 


u(x)v(x) 

v(x) Au 

i i 

i i 

1_i. 

0 

/ A u \ 


u{x) u(x + h) 


de manera que el area sombreada total 
en la figura es 

u(x + h)v(x + h) — u(x)v(x ) 

= u(x + h) Av + u(x + h) 

Au— AuAv. 

Dividiendo ambos lados de la ecuacion 
entre h, obtenemos 

u(x + h)v(x + h) — u(x)v(x) 
h 

= u(x + h) + v(x + h) 

n h 

a Av 
— A u—^. 
h 


La derivada del producto uv es u veces la derivada de v mas v veces la derivada de u. 
En notation prima, (uv)' = uv' + vu'. En notacion de funcioncs, 

-J^U(x)g(x)] = f(x)g'(x) + g(x)f'(x). 


EJEMPLO 7 Uso de La regia deL producto 
Encontrar la derivada de 




Solucion Aplicamos la regia del producto con u = 1/xy v = x 2 + (1/x): 




dv 
1 dx 


du 

dx 


y 


d_ (\ 
dx U 



por 


Ejemplo 3, seccion 2.7 


Demostracion de la regia 5 


d_ 

dx 


(uv) = lim 
A—»0 


u(x + h)v(x + h) — u(x)v(x) 

h 


Como /z —» 0 + , 


Au • 


Av 

h 


dv 

dx 


= 0, 


obteniendo 


d , s dv , du 
~r(uv) = u —I- v , . 
dx dx dx 


Para convertir esta fraccion en una equivalente que contenga los cocientes de diferencias 
para las derivadas de u y v, restamos y sumamos u(x + h)v(x) en el numerador: 


d u(x + h)v(x + h) — u(x + h)v(x) + u(x + h)v(x) — u(x)v(x 

-r(uv) = lim 
dx h-* o 


lim 
A—>0 


u(x + h) 


v(x + h) — v(x ) 

h 


+ v(x) 


u(x + h) — u(x) 


= \imu(x + h ) • 
A—>0 


lim 
A—»0 


v(x + h) — v(x) 
h 


+ u(x)■ 


lim 

A-»0 


i(x + h) — u(x) 


Cuando h tiende a cero, u(x + h) tiende a u(x), ya que u, siendo diferenciable en x, es 
continua en x. Las dos fracciones tienden a los valores de dv/dx en x y du/dx en x. En 
resumen 


d 

dx 


(uv) 



+ v 


du 
dx' 


En el ejemplo siguiente trabajaremos unicamente con valores numericos. 


EJEMPLO 8 Derivadas a partir de valores numericos 
Seay = uv el producto de las funciones u y v. Encontrar y'(2) si 
u( 2) = 3, u'( 2) = -4, v(2) = 1 y 

Solucion De acuerdo con la regia del producto, en la forma 

y' = (uv)' = uv' + vu ', 


v'(2) = 2. 
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tenemos 


y'( 2) = u(2)v'(2) + v(2)u'(2) 


(3)(2) + (l)(-4) = 6-4 = 2. 


EJEMPLO 9 Dos metodos para derivar un producto 
Encontrar la derivada de y = (x 2 + l)(x 3 + 3). 


Solucion 

(a) De acuerdo con la regia del producto, con u = x 2 + 1 y v = x 3 + 3, encontramos 


que 


|[(x 2 + l)(x 3 + 3)] = (x 2 + l)(3x 2 ) + (x 3 + 3)(2x) 


= 3x 4 4- 3x 2 + 2x 4 + 6x 
= 5x 4 + 3x 2 + 6x. 


(b) Este producto en particular tambien puede derivarse (quizas mejor) multiplicando la 
expresion original para y y derivando la funcion polinomial resultante: 


y = (x 2 + l)(x 3 + 3) = x 5 + x 3 4- 3x 2 + 3 

-j- = 5x 4 + 3x 2 + 6x. 
ax 


Esto concuerda con nuestro primer calculo. 


Asi como la derivada de un producto de dos funciones diferenciables no es el producto de 
sus derivadas, la derivada del cociente de dos funciones no es el cociente de sus derivadas. 
Lo que pasa en este caso queda explicado por la regia del cociente. 


REGLA 6 Regia de la derivada de un cociente 

Si u y v son diferenciables enx, y si v(x) A 0, entonces el cociente u/v es diferen- 
ciable en x y 


du dv 



En notacion de funciones 


d f/Wl g(x)/'(x) -/(x)g'(x) 


dx LgWj g 2 (x) 


EJEMPLO 10 Uso de la regia del cociente 
Encontrar la derivada de 
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Solucion 

Aplicamos la regia del cociente con u = t 2 — 1 y v = t 2 + 1: 


dy 


(; t 2 + l)-2 1 - ( t 2 - l)-2 1 


d_ 

dt 



v(du/dt) — u(dv/dt) 


dt 


(t 2 + i ) 2 

2 1 3 + 2 1 - 21 2 + 21 
(t 2 + l) 2 


V ‘ 


At 


{t 2 + l) 2 ' 


Demostracion de La regia 6 


u(x + h) u(x) 


d_ 

dx 




Para convertir la ultima fraccion en una equivalente que contenga los cocientes de diferen- 
cias para las derivadas de u y v, restamos y sumamos v(x)u(x) en el numerador, obteniendo 



u(x + h) — u(x) v(x + h) — v(x) 

v(x) -t- u(x) -t- 


= lim 


v(x + h)v(x) 


Tomando el limite en el numerador y en el denominador, obtenemos la regia del cociente. 

■ 

Potencias enteras negativas de x 

La regia de potencias para enteros negativos es la misma que para enteros positivos. 


REGLA 7 Regia de potencias para enteros negativos 

Si n es un entero negativo y x A 0, entonces 



EJEMPLG 11 




Coincide con el ejemplo 3, seccion 2.7 
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y 



FIGURA 3.11 La tangente a la curva 
y = x + (2/x) en (1, 3) del ejemplo 12. 
La curva tiene una parte en el tercer 
cuadrante que no se muestra aqul. En el 
capltulo 4 veremos como graficar 
funciones como esta. 


Demostracion de la regia 7 Usaremos la regia del cociente para esta demostracion. Si n 
es un entero negativo, entonces n = -m, donde m es un entero positivo. En consecuencia, 
x n = x~ m = l/x m y 


d_ 

dx 


(x") 


A(±) 

dx \x m ) 


K 1 )- 1 -iM') 


d_ 

dx 


(. x m ) 2 


0 — mx" 

v 2 m 


Regia del cociente con u = 1 y v = x n ' 


Ya que m > 0, — (x m ) = mx m 1 
dx 


= —mx 

_ l 


m — 1 


Ya que — m = n 


EJEMPLO 12 Tangente a una curva 
Encontrar una ecuacion para la tangente a la curva 

. 2 

y = x + x 

en el punto (1, 3) (figura 3.11). 


Solucion La pendiente de la curva es 


dy d 


dx dx ^ ^ d x 


dll 


= 1+2 


La pendiente en x = 1 es 

dy 

dx 


x=l 


1 - 2 . 

x 2 j x =i 


= 1 


2 ■ 


= 1 - 2 = - 1 . 


La recta que pasa por (1, 3) con pendiente m = — 1 es 

V — 3 = ( — 1) (x — 1) Ecuacion punto-pendiente 

y = -x + 1+3 
y = -x + 4. 


A1 resolver problemas de diferenciacion, la eleccion de cuales reglas usar puede hacer 
la diferencia entre trabajar mucho o no. Veamos el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 13 Eleccion de la regia a usar 

En lugar de usar la regia del cociente para encontrar la derivada de 

(x — l)(x 2 — 2x) 


expandimos el numerador y dividimos entre x 4 : 


(x — l)(x 2 — 2x) 


x 3 — 3x 2 + 2x _i 
- 1 - = x 


3x 2 + 2x 
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Despues usamos las reglas de la suma y de la potencia: 

% = -x~ 2 - 3(-2)x~ 3 + 2(—3)x 



-4 


Como leer los simbolos para las 
derivadas 

y' “y prima” 

y" “y doble prima” 

d 2 y 

2 “i i cuadrada y dx cuadrada” 

/" “ triple prima” 

y M “y supra n” 
d n y 

—r -.r “d a la n de v entre dx a la n” 
dx 

D" “_D a la n” 


Segundas derivadas y derivadas de orden superior 

Si y = fix) es una funcion diferenciable, entonces su derivada fix) tambien es una fun- 
cion. Si /' tambien es diferenciable, podemos derivar f para obtener una nueva funcion 
de x, denotada por f". Asl, /" = (/')'. La funcion /" se llama segunda derivada de f, ya 
que es la derivada de la primera derivada. En notacion tenemos 


fix) 


= d_ fdy\ 

dx 2 dx \ dx ) 



D\f){x) = D x 2 fix). 


El simbolo D 2 significa que la operacion de diferenciacion se realiza dos veces. 
Si y = x 6 , entonces y’ = 6x 5 y tenemos que 


v 


ff 


dy’ 

dx 



30x 4 . 


Por lo tanto, D 2 [x 6 ^ = 30x 4 . 

Si y" es diferenciable, su derivada, y'" = dy"/dx = d 2 y/dx 3 es la tercera derivada 
de y con respecto a x. Como puede imaginar, los nombres continuan con 


2 (n) _ JLy(n 

dx ' 


n d n y 

■!) = — = D n v 
dx” y 


denotando la n-esima derivada de y con respecto a x para cualquier entero positivo n. 

Podemos interpretar la segunda derivada como la razon de cambio de la pendiente de 
la tangente a la grafica dey =/(x) en cada punto. En el siguiente capitulo veremos que la 
segunda derivada revela si la grafica se dobla hacia arriba o hacia abajo a partir de la recta 
tangente conforme movemos el punto de tangencia. En la siguiente seccion, la segunda y 
la tercera derivadas se interpretan en terminos del movimiento a lo largo de una recta. 


EJEMPLO 14 Determinacion de derivadas de orden superior 
Las primeras cuatro derivadas de y = x 3 — 3x 2 + 2 son 


Primera derivada: 
Segunda derivada: 
Tercera derivada: 
Cuarta derivada: 


y 1 = 3x 2 — 6x 
y" = 6x - 6 

y'" = 6 

y< 4 > = 0. 


La funcion tiene derivadas de todos los ordenes; la quinta derivada y todas las siguientes 


son cero. 
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EJERCICIOS 3.2 


Calculo de derivadas 

En los ejercicios 1 a 12, encuentre la primera y segunda derivadas. 


1. y = -x 2 + 3 
3. 5 = 5 t 3 - 3 t 5 

, 4x 3 

5. y = --x 


2 . y = x 2 + x + 8 
4. w = 3z 7 - 7z 3 + 21z 2 


, x 3 x 2 X 

6 - - v = y + y + 4 


7. w = 3z~ 2 - 


9. y = 6x 2 — lOx — 5x 2 


11 . r = 


3s 2 2s 


i 4 

8. s = -2r 1 + ^ 
r 

10. y = 4 — 2x — x -3 

i, 12 4,1 

12. r = -^ -^ + 


0 0 3 


<r 


En los ejercicios 13 a 16, encuentre y' (a) aplicando la regia del pro- 
ducto, y (b) multiplicando los factores para obtener una suma de ter- 
minos mas simples para derivar. 

13. y = (3 — x 2 )(x 3 — x + 1) 14 . y = (x — l)(x 2 + x + 1) 


1 


15. y = (x z + 1)1 x + 5 + y I 16. y = I x + — 11 x — y + 1 


Determine las derivadas de las funciones en los ejercicios 17 a 28. 


17. y = 


2x + 5 
3x - 2 


x 2 - 4 


19 ‘ 8(X) = x + 0.5 
2i. v = (i - o(i + t 2 r i 
v? — l 
Vj +1 

1 + x - 4Vx 


23. f(s) = 

25. v = 


27. y = 


1 


18. z = 


2x + 1 


t 2 -1 


2 °- /W = t 2 + t-2 
22. w — (2x 7)" 1 (x + 5) 

5x + 1 


(x 2 — l)(x 2 + x + 1) 


24. u = 

26 
28. y = 


2 Vx 

• r = 2 (^ + v5 ) 
(x + l)(x + 2) 
(x — l)(x — 2) 


En las funciones de los ejercicios 29 y 30, encuentre las derivadas de 
todos los ordenes. 


29. y = y - |x 2 - x 30. y = 


120 


Encuentre la primera y segunda derivadas de las funciones en los ejer¬ 
cicios 31 a 38. 


x 3 + 7 

3!. y = —— 


32. s = 


t 1 + 5t - 1 


(0 — l)(d 2 + 0+1) (x 2 + x)(x 2 — X + 1) 

33. r — -; - 34. u =-;- 


35. w = 


1 + 3z 
3z 


(3 — z) 36. w = (z + l)(z — l)(z 2 + 1) 


37. p 



g 2 + 3 

( ? - l) 3 + (q + l) 3 


Uso de valores numericos 

39. Suponga que u y v son funciones de x, diferenciables en x = 0, y 
que 


u(0) = 5, m'( 0) = -3, u(0) = -1, v'(0) = 2. 
Encuentre los valores de las derivadas siguientes en x = 0. 

a - dx {uv) b - dx © c - dx (^) d - ic {lv - 2u) 
40. Suponga que u y v son funciones diferenciables en x y que 
u( 1) = 2, «'(1) = 0, u(l) = 5, t/(l) = -l. 


Determine los valores de las derivadas siguientes en x = 1. 


d , s 
a - Tx {uv) 


(" 1 

e —1 

M 

w 

dx 

w 


d. y (lv - 2u) 
dx 


Pendientes y tangentes 

41. a. Normal a una curva Encuentre una ecuacion para la recta 

perpendicular a la tangente a la curva y = x - ’ — 4x + 1 en el 
punto (2, 1). 

b. Pendiente minima ( ',Cual es la pendiente minima en la cur¬ 
va? ^En que punto de la curva se da dicha pendiente? 

c. Tangentes con pendiente especifica Encuentre ecuaciones 
para las tangentes a la curva en los puntos donde la pendiente 
de la curva es 8. 

42. a. Tangentes horizontales Encuentre ecuaciones para las tan¬ 

gentes horizontales a la curva y = x 3 — 3x — 2. Determine 
tambien ecuaciones para las rectas que son perpendiculares a 
estas tangentes en los puntos de tangencia. 

b. Pendiente minima ( ',Cual es la pendiente minima en la cur¬ 
va? ^En que punto de la curva se da dicha pendiente? Encuen¬ 
tre una ecuacion para la recta que es perpendicular a la tan¬ 
gente de la curva en este punto. 

43. Encuentre las tangentes de la serpentina de Newton (cuya grafica 
se muestra a continuacion) en el origen y en el punto (1,2). 
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44. Determine la tangente de la bruja de Agnesi (cuya grafica se 
muestra a continuation) en el punto (1, 2). 



45. Tangente cuadratica a la funcion identidad La curva y = 
ax 2 + bx + c pasapor el punto (1,2), yes tangente a la recta y=x 
en el origen. Encuentre a, by c. 

46. Funciones cuadraticas con una tangente comun Las curvas 
y = x 2 + ax + b y y — cx — x 2 tienen una recta tangente co¬ 
mun en el punto (1, 0). Encuentre a, b y c. 

47. a. Encuentre una ecuacion para la recta que es tangente a la cur¬ 

va y = x 3 — x en el punto (—1,0). 

b. Grafique juntas la curva y la tangente. La tangente interseca 
la curva en otro punto. Use las funciones Zoom y Trace 

de su calculadora graficadora para estimar las coordenadas 
del punto. 

c. Confirme su estimacion de las coordenadas del segundo pun¬ 
to de interseccion resolviendo, simultaneamente, las ecuacio- 
nes de la curva y la tangente. (Puede utilizar para ello la tecla 
Solver). 

48. a. Encuentre una ecuacion para la recta que es tangente a la cur¬ 

va y = x 3 — 6x 2 + 5x en el origen. 

b. Grafique juntas la curva y la tangente. La tangente interseca 
la curva en otro punto. Use las funciones Zoom y Trace 
de su calculadora graficadora para estimar las coordenadas 
del punto. 

Q c. Confirme su estimacion de las coordenadas del segundo 

punto de interseccion resolviendo, simultaneamente, las ecua- 
ciones de la curva y la tangente. (Utilice para ello la tecla 
Solver). 

Teoria y ejemplos 

49. La funcion polinomial general de grado n tiene la forma 

P(x) = a n x" + a n -\x n ~ ] + ••• + a 2 x 2 + a\x + «o 
donde a n # 0. Encuentre P'(x). 

50. La reaccion del cuerpo a un medicamento En ocasiones, la 
reaccion del cuerpo a una dosis de medicamento puede represen- 
tarse mediante una ecuacion de la forma 


Encuentre dR/dM. Esta derivada, como una funcion de M, se 
denomina sensibilidad del cuerpo al medicamento. En la seccion 
4.5 veremos como determinar la cantidad de medicamento a la 
que el cuerpo es mas sensible. 

51. Suponga que la funcion v en la regia del producto tiene un valor 
constante c. ^Que dice la regia del producto en ese caso? ,-,Que 
dice de esto la regia del multiplo constante? 

52. La regia de la funcion reciproca 

a. La regia de la funcion reciproca afirma que en cualquier pun¬ 
to donde la funcion v(x) es diferenciable y distinta de cero, 

d (j \ _1 dv 

dx v 2 dx ' 

Demuestre que la regia de la funcion reciproca es un caso es¬ 
pecial de la regia del cociente. 

b. Pruebe que juntas, la regia de la funcion reciproca y la del 
producto, implican la regia del cociente. 

53. Generalization de la regia del producto La regia del producto 
da lugar a la formula 


d , , dv , du 

clx iuv > = u dx + V dx 


para la derivada del producto uv de dos funciones diferenciables 

de x. 

a. ^Cual es la formula analoga para la derivada del producto 
uvw de tres funciones diferenciables de x? 

b. iCual es la formula para la derivada del producto u { u 2 u 2 u A de 
cuatro funciones diferenciables de x? 

c. ^Cual es la formula para la derivada de un producto iq, u 2 , 
u 2 ...u n de un numero n de funciones diferenciables dex? 

54. Potencias racionales 

a. Encuentre ^ (x 3 / 2 ) escribiendo x 3 / 2 como x • x 1 / 2 y usando 

la regia del producto. Exprese la respuesta como un numero 
racional elevado a una potencia racional de x. Trabaje los inci- 
sos (b) y (c) de manera similar. 

b. Encuentre -j- (x 5 / 2 ). 

c. Encuentre (x 7 / 2 ). 

dx 

d. iQue patrones puede identificar en las respuestas que dio a 
los incisos (a), (b) y (c)? Las potencias racionales son uno de 
los temas que estudiaremos en la seccion 3.6. 



donde C es una constante positiva y M es la cantidad de medi¬ 
camento absorbida en la sangre. Si la reaccion es un cambio en 
la presion de la sangre, R se mide en milimetros de mercurio. Si la 
reaccion es un cambio en la temperature, R se mide en grados, y 
asi sucesivamente. 


55. Presion en un cilindro Si un gas en un cilindro se mantiene a 
temperature constante T, la presion P se relaciona con el volumen 
V mediante la formula 

_ nRT _ an 2 
V — nb v 2 ’ 

en donde a, b, ny R son constantes. Encuentre dP/dV. (Vea la fi¬ 
gure siguiente). 
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56. Resurtido de inventarios Una de las formulas para el manejo 
de inventarios afirma que el promedio semanal del costo de en- 
cargo, pago y manejo de mercancias es 

... km hq 

A W = ~q + cm + -y. 

donde q es la cantidad que se ordena al proveedor cuando quedan 
pocos productos (zapatos, radios, escobas, o cualquiera otro); ke s 
el costo que implica hacer el pedido (es un costo fijo, sin importar 
que tan frecuentemente se hacen pedidos); c es el costo de un ar- 
ticulo (una constante); m es el numero de articulos vendidos cada 
semana (una constante); y h es el costo de manejo semanal por ar- 
ticulo (una constante que toma en cuenta factores como el espacio 
de almacenamiento, las utilidades, el pago de seguros, y vigilan- 
cia del almacen). Encuentre dA/dq y d 2 A/dq 2 . 


La derivada como razon de cambio 


En la seccion 2.1 iniciamos el estudio de las razones de cambio promedio e instantanea. En 
esta seccion continuaremos nuestro estudio, analizando aplicaciones en donde se usan las 
derivadas para modelar las razones a las que cambian las cosas en nuestro mundo. Habla- 
remos nuevamente del movimiento a lo largo de una recta, y examinaremos otras aplica¬ 
ciones. 

Es natural considerar que el cambio es aquel que se da con respecto al tiempo, pero 
tambien otras variables pueden estar involucradas. Por ejemplo, es posible que un medico 
quiera saber como se ve afectado el organismo al cambiar la dosis de un medicamento. Un 
economista podria estar interesado en estudiar como el costo de production de acero varia 
con el numero de toneladas producidas. 

Razones de cambio instantaneas 

Si interpretamos el cociente de diferencias (fix + h) - fix))/h como la razon de cambio 
promedio de / a lo largo del intervalo de x a x + h, podemos interpretar limite cuando 
h —* 0 es la razon a la que/esta cambiando en el punto x. 


DEFINICION Razon de cambio instantanea 

La razon de cambio instantanea de/con respecto axeni 0 es la derivada 


/'(* o) = lim 
h—> 0 

siempre y cuando el limite exista. 


fix o + h) - f{x 0 ) 
h 


Por lo tanto, las razones de cambio instantaneas son limites de las razones de cambio pro¬ 
medio. 

Se acostumbra usar la palabra instantanea aun cuando x no represente el tiempo. Sin 
embargo, tal termino frecuentemente se omite. Cuando decimos razon de cambio, quere- 
mos decir razon de cambio instantanea. 
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EJEMPLO 1 Como cambia eL area de un rirculo segun su diametro 
El area A de un clrculo se relaciona con su diametro mediante la ecuacion 


A=fD 2 . 


iQue tan rapido cambia el area con respecto al diametro cuando este mide 10 m? 


Solucion La razon de cambio del area con respecto al diametro es 

dA _ 77 _ 7 tD 

dD~ 4 2 

Cuando D = 10 m, el area esta cambiando a razon de ( 77 / 2 ) 10 = 5tt m 2 /m. 


Posicion en el tiempo t... y en el tiempo t + At 

|< A a->| 

S=f(t) s + As = f(t + At) 

FIGURA 3.12 Las posiciones de un cuerpo 
que se mueve a lo largo de una recta 
coordenada en el tiempo f, y un tiempo un 
poco posterior t + A. t. 


Movimiento a lo largo de una recta: desplazamiento, velocidad, 
rapidez, aceleracion y sacudida 

Supongamos que un objeto se mueve a lo largo de una recta coordenada (digamos un eje 5 ), 
de manera que conocemos su posicion s en esa recta como una funcion del tiempo t: 

s = fit). 

El desplazamiento del objeto en el intervalo de tiempo que va de f + At (figura 3.12) es 


As = fit + At) - /(f). 


y la velocidad promedio del objeto en ese intervalo de tiempo es 

desplazamiento As fit + At) — /(t) 

Vav tiempo de re corn do At At 

Para encontrar la velocidad del cuerpo en el instante exacto t, tomamos el limite de la 
velocidad promedio en el intervalo que va de f a t + At cuando At tiende a cero. Este 11- 
mite es la derivada de/con respecto a f. 


DEFINICION Velocidad 

La velocidad (velocidad instantanea) es la derivada de la funcion de posicion 
con respecto al tiempo. Si la posicion de un cuerpo en el tiempo t es s =/(t), en- 
tonces la velocidad del cuerpo en el tiempo t es 


u(t) 


ds ,, fit + At) - /(f) 

—r = lim -7- 

dt Ai—*o At 


EJEMPLO 2 Determinar La velocidad de un auto de carreras 

La figura 3.13 muestra la grafica tiempo-distancia de un auto de carreras Riley & Scott 
Mk Ill-Olds WSC modelo 1996. La pendiente de la secante PQ es la velocidad promedio 
en el intervalo de 3 segundos que va de f = 2 a f = 5 seg; en este caso, es mas o menos de 
100 pies/seg, o 68 millas/h. 

La pendiente de la tangente en P es la lectura del velocimetro en f = 2 seg, que es 
aproximadamente 57 pies/seg o 39 millas/h. La aceleracion en el periodo en cuestion 
es una constante de casi 28.5 pies/seg 2 durante cada segundo, es decir, mas o menos 
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FIGURA 3.13 La grafica tiempo-distancia para el 
ejemplo 2. La pendiente de la recta tangente en P es la 
velocidad instantanea en t = 2 seg. 


0.89 g, donde g es la aceleracion debida a la gravedad. Se estima que la velocidad tope del 
auto de carreras es de 190 millas/h. ( Fuente: Road and Track, marzo de 1997.) 

Ademas de decirnos que tan rapido se mueve el objeto en movimiento, la velocidad 
nos indica la direccion del movimiento. Cuando el objeto se mueve hacia delante (5 cre- 
ciente), la velocidad es positiva; cuando el cuerpo se mueve hacia atras (5 decreciente), la 
velocidad es negativa (figura 3.14). 




positiva, de manera negativa, de manera 

que el movimiento que el movimiento es 

es hacia delante. hacia atras. 

FIGURA 3.14 Para el movimiento s = f(t) a lo largo de una recta, 
v = ds/dt es positiva cuando s crece, y negativa cuando 5 decrece. 


Si utilizamos un automovil para ir y volver de casa de un amigo a 30 millas/h, el velo- 
cimetro mostrara 30 en el camino de ida, pero no mostrara -30 en el camino de regreso, a 
pesar de que la distancia respecto de nuestro punto de partida esta decreciendo. El veloci- 
metro siempre muestra la rapidez, que es el valor absoluto de la velocidad. La rapidez mi- 
de la razon de avance sin importar la direccion. 
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Biografia historica 

Bernard Bolzano 
(1781-1848) 


DEFINICION Rapidez 

La rapidez es el valor absolute de la velocidad. 

Rapidez = |u(?)| = 


EJEMPLO 3 Movimiento horizontal 

La figura 3.15 muestra la velocidad v = f'(t) de una particula que se mueve sobre una 
recta coordenada. La particula se mueve hacia delante en los primeros 3 segundos, hacia 
atras en los siguientes 2 segundos, se detiene durante un segundo, y se mueve nuevamente 
hacia delante. La particula alcanza su rapidez maxima en el tiempo t = 4, que se da mien- 
tras se mueve hacia atras. 



FIGURA 3.15 La grafica de la velocidad para el ejemplo 3. 


La razon a la que cambia la velocidad de un cuerpo es su aceleracion. La aceleracion 
mide que tan rapido gana o pierde rapidez el cuerpo. 

Un cambio repentino en la aceleracion es una sacudida. Las sacudidas que se dan du¬ 
rante un paseo en coche o en autobus no se deben a que la aceleracion involucrada sea ne- 
cesariamente grande, sino a que el cambio en la aceleracion es abrupto. 
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DEFINICION Aceleracion, sacudida 

La aceleracion es la derivada de la velocidad con respecto al tiempo. Si la posicion 
de un cuerpo en el tiempo t es s = f(t), entonces su aceleracion en el tiempo t es 

/a dv d 2 s 

a{t) = -r- = — 
dt dt 2 

La sacudida es la derivada de la aceleracion con respecto al tiempo: 

./a da d 2 s 


Cerca de la superficie de la Tierra, todos los cuerpos caen con la misma aceleracion 
constante. Los experimentos de caida libre realizados por Galileo (ejemplo 1, seccion 2.1,) 
nos llevan a la ecuacion 


t (segundos) 

/ = 0 • 

/ = 1 C 


t = 


2 


t 


3 


s (metros) 

r ° 

-5 

-10 

- 15 
-20 
-25 
-30 
-35 
-40 
-45 


FIGURA 3.16 Comportamiento 
de una pelota que cae desde el 
reposo (ejemplo 4). 



donde s es la distancia y g es la aceleracion debida a la gravedad terrestre. Esta ecuacion se 
satisface en el vacio, donde no hay resistencia del aire, y representa bastante bien la caida 
de objetos densos y pesados —como rocas o herramientas de acero— durante los primeros 
segundos de su caida, antes que la resistencia del aire los empiece a frenar. 

El valor de g en la ecuacion s = (1/2 )gt 2 depende de las unidades usadas para medir 
t y s. Con t en segundos (la unidad usual), el valor de g es aproximadamente 32 pies/seg 2 
(pies por segundo cuadrado) en unidades inglesas, y g = 9.8 m/seg 2 (metros por segundo 
cuadrado) en unidades metricas. (Estas constantes gravitacionales dependen de la distan¬ 
cia al centra de masa de la Tierra; por ejemplo, son ligeramente menores en la cima del 
monte Everest). 

La sacudida de la aceleracion constante de la gravedad (g = 32 pies/seg 2 ) es cero: 

J = Jt i8) = 0 - 

Un objeto no experimenta sacudidas durante la caida libre. 

EJEMPLO 4 Modelado de la caida libre 

La figura 3.16 muestra la caida libre de una bola pesada, soltada desde el reposo en el 
tiempo t = 0 seg. 

(a) /.Cuantos metros cae la bola en los primeros 2 seg? 

(b) /.Cuales son su velocidad, su rapidez y su aceleracion en ese instante? 

Solucion 

(a) La ecuacion metrica de caida libre es s = 4.9 1 2 . Durante los primeros 2 seg, la 
bola cae 

5(2) = 4.9(2) 2 = 19.6 m. 

(b) En cualquier tiempo t, la velocidad es la derivada de la posicion: 

v{t) = s'(t) = £(4.9 1 2 ) = 9.8 1 . 
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O V = 0 


g 256 - aa t = ? 
B. 

3 

< 


t 

v 0 — 

(a) 


s, v 



(b) 


FIGURA 3.17 La roca del ejemplo 5. 

(b) Las graficas de s' y v como funciones 
del tiempo; s es mas grande cuando 
v = ds/dt = 0. La grafica de s’ no es la 
trayectoria de la roca, sino la grafica de 
la altura contra el tiempo. La pendiente de la 
grafica es la velocidad de la roca, dibujada 
aqul como una recta. 


En t = 2, la velocidad es 


v{2) = 19.6m/seg 

en la direccion de descenso (5 esta creciendo). La rapidez en t = 2 es 
Rapidez = |u(2)j = 19.6m/seg. 

La aceleraeion en cualquier tiempo t es 

a{t) = v'{t) = s"(t ) = 9.8m/seg 2 . 

En t = 2, la aceleraeion es 9.8 m/seg 2 . 

EJEMPLO 5 Modelado del movimiento vertical 

Una explosion de dinamita lanza una roca pesada directamente hacia arriba, con una 
velocidad de 160 pies/seg (alrededor de 109 millas/h) (figura 3.17a). La roca alcanza 
una altura de s = 160 1 - 16r pies despues de t segundos. 

(a) ^Que altura alcanza la roca? 

(b) /.Cuttles son la velocidad y la rapidez de la roca cuando esta a 256 pies del suelo du¬ 
rante el ascenso?, /.durante el descenso? 

(c) /.Cual es la aceleraeion de la roca en cualquier tiempo t durante el vuelo (despues de 
la explosion)? 

(d) /.Cuando choca la roca nuevamente contra el suelo? 

Solucion 

(a) En el sistema coordenado que hemos elegido, s mide la altura desde el suelo, de ma- 
nera que la velocidad es positiva en el trayecto hacia arriba y negativa en el camino 
hacia abajo. Cuando la roca esta en su punto mas alto, es el instante del vuelo en el 
que la velocidad es 0. Para encontrar la altura maxima, todo lo que tenemos que hacer 
es determinar en que momenta v = 0 y evaluar s en ese tiempo. 

En cualquier tiempo t, la velocidad es 

v = ~ ^/t — 16 1 2 ) = 160 — 32/pies/seg. 

La velocidad es cero cuando 

160 — 32 1 = 0 o t = 5 seg. 

La altura de la roca en t = 5 seg es 

■W = j( 5) = 160(5) - 16(5) 2 = 800 - 400 = 400 pies. 

Vea la figura 3.17b. 

(b) Para encontrar la velocidad de la roca a 256 pies en el camino de subida y otra vez en 
el camino de bajada, primero determinamos los dos valores de t para los que 

s{t) = 160 1 - 16 1 2 = 256. 

Para resolver esta ecuacion, escribimos 

16? 2 - 160/ + 256 = 0 
16(f 2 - 10/ + 16) = 0 
(/ - 2 )(/ - 8 ) = 0 

/ = 2 seg, t = 8 seg. 
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y (dolares) 



0 x x + h 


(toneladas/semana) 

FIGURA 3.18 Produccion semanal de 
acero; c(x) es el costo de producir x 
toneladas por semana. El costo de producir 
h toneladas adicionales es c(x + h) — c{x). 


y 



0 x x + 1 


FIGURA 3.19 El costo marginal dc/dx es 
aproximadamente el costo extra Ac de 
producir Ax = 1 unidad mas. 


La roca esta a 256 pies sobre el suelo 2 segundos despues de la explosion, y una vez 
mas 8 segundos despues de la misma. Las velocidades de la roca en esos tiempos son 

v(2) = 160 - 32(2) = 160 - 64 = 96 pies/seg. 
u(8) = 160 - 32(8) = 160 - 256 = -96 pies/seg. 

En ambos tiempos la rapidez de la roca es igual a 96 pies/seg. Como u(2) > 0, la ro¬ 
ca se mueve hacia arriba (s esta decreciendo) en t = 2 seg; en t = 8 se mueve hacia 
abajo, ya que u(8) < 0. 

(c) En cualquier tiempo durante el vuelo que sigue a la explosion, la aceleracion de la ro¬ 
ca es una constante 

a = ^ = J^(160 — 32t) = —32 pies/seg 2 . 

La aceleracion siempre es hacia abajo. Conforme la roca sube se va frenando; cuando 
cae, su rapidez aumenta. 

(d) La roca choca contra el suelo en el tiempo positivo t para el que 5 = 0. La ecuacion 
160t - 16/ 2 = 0 se factoriza en 16f( 10 - 1 ) = 0, de manera que sus soluciones son t = 0 
y t = 10. La explosion ocurrio en t = 0 y la roca se lanzo hacia arriba para regresa al 
suelo 10 segundos despues. 


Derivadas en economi'a 

Los ingenieros usan los terminos velocidad y aceleracion para referirse a las derivadas de 
las funciones que describen movimiento. Los economistas tambien tienen un termino es¬ 
pecial para denominar las razones de cambio y las derivadas: los llaman marginales. 

En una operation de manufactura, el costo de produccion c(x) es una funcion de x, el 
numero de unidades producidas. El costo marginal de produccion es la razon de cambio 
del costo con respecto al nivel de produccion, de manera que es dc/dx. 

Supongamos que c(x) representa la cantidad de dinero necesaria para producir x to¬ 
neladas de acero en una semana. Producir x + h unidades por semana cuesta mas, y la dife- 
rencia entre los costos, dividida entre h, es el incremento promedio en costo de producir 
cada tonelada por semana: 

c(x + h) — c(x) incremento promedio en el costo por tonelada por semana 
h para producir las siguientes h toneladas de acero. 

El limite de esta razon cuando /i —» 0 es el costo marginal de producir mas acero por 
semana cuando el nivel produccion semanal es de x toneladas (figura 3.18). 

dc c(x + h ) — c(x) 

, = lim-.- = costo marginal de produccion. 

dx /,—> o n 

Algunas veces el costo marginal de produccion ha sido definido, a grandes rasgos, co¬ 
mo el costo extra de producir una unidad: 

Ac _ c(x + 1) - c(x) 

ZVx ~ 1 ’ 

que es aproximado mediante el valor de dc/dx en x. Esta aproximacion es aceptable si la 
pendiente de la grafica en c no cambia rapidamente cerca de x. Entonces, el cociente de di- 
ferencias esta cerca de su limite dc/dx, que es la elevacion de la recta tangente si Ax = 1 
(figura 3.19). La aproximacion funciona mejor para valores grandes de x. 
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Los economistas suelen representar la funcion de costo total mediante un polinomio 
cubico 

c(x) = ax 3 + fix 2 + yx + 8 

donde 8 representa los costos fijos, como el alquiler, la calefaccion, la capitalization del 
equipo y los costos de administration. Los demas terminos representan costos variables, 
tales como el costo de las materias primas, los impuestos y la mano de obra. Los costos fi¬ 
jos son independientes del numero de unidades producidas, mientras que los variables de- 
penden de la cantidad producida. Por lo general, un polinomio cubico es suficientemente 
complicado para modelar el comportamiento del costo en un intervalo relevante. 

EJEMPLO 6 Costo marginal e ingreso marginal 
Supongamos que cuesta 

c(x ) = x 3 — 6x 2 + 15x 

dolares producir x radiadores cuando la produccion es de 8 a 30 unidades, y que 

r(x) = x 3 — 3x 2 + 12x 

nos da el ingreso, en dolares, que se genera al vender x radiadores. En un taller de su 
propiedad usualmente se producen 10 radiadores al dia. ^Aproximadamente cuanto mas 
costara producir un radiador adicional cada dia y, de acuerdo con su estimation, en cuanto 
se incrementa el ingreso al vender 11 radiadores al dia? 

Solution El costo de producir un radiador mas cada dia cuando la produccion actual es 
de 10 es, aproximadamente, c'(10): 

c'(x) = Jr (x 3 — 6x 2 + 15x) = 3x 2 — 12x + 15 
c'(10) = 3(100) - 12(10) + 15 = 195. 

El costo adicional sera mas o menos de $195. El ingreso marginal es 

r'(x) = Jr; (x 3 — 3x 2 + 12x) = 3x 2 — 6x + 12. 

La funcion ingreso marginal estima el crecimiento del ingreso que resultara de vender una 
unidad adicional. Si generalmente vendemos 10 radiadores al dia, cabe esperar que nues- 
tro ingreso crecera aproximadamente a 

r'(10) = 3(100) - 6(10) + 12 = $252 

si aumentamos las ventas a 11 radiadores diarios. 


EJEMPLO 7 Tasa marginal de impuesto 

Para entender mejor el lenguaje de las razones marginales, consideremos las tasas margi- 
nales de los impuestos. Si la tasa de impuesto marginal sobre el ingreso de un individuo es 
28% y su ingreso se incrementa $1000, es facil imaginar que pagara $280 de impuesto adi¬ 
cional al fisco. Esto no significa que debera pagar de impuesto el 28% de su ingreso total, 
sino que, en su nivel de ingresos actual, /, la razon del aumento de impuestos T con respecto 
al ingreso es dT/dl = 0.28. La persona en cuestion pagara $0.28 mas de impuestos por 
cada unidad monetaria adicional que gane. Por supuesto, si sus ingresos se elevan mucho, 
podria caer en un rango de contribution mas alto, lo cual ocasionaria que su tasa marginal 
se elevara. 
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Sensibilidad aL cambio 

Cuando un cambio pequeno en x da lugar a un gran cambio en el valor de una funcion/(x) 
decimos que la funcion es relativamente sensible al cambio en x. La derivada f'(x) es una 
medida de esa sensibilidad. 

EJEMPLO 8 Datos geneticos y sensibilidad al cambio 

Al trabajar en su jardin con chicharos y otras plantas, el monje austriaco Gregor Johann 
Mendel (1822-1884) dio la primera explicacion cientifica de hibridacion. 

Sus cuidadosos registros mostraron que si p (un numero entre 0 y 1) es la frecuencia 
del gen (dominante) de los chicharos que determina que tengan la cascara lisa, y (1 —p) es 
la frecuencia del gen que determina que tengan la cascara rugosa, entonces la proporcion 
de chicharos con cascara lisa en la siguiente generation sera de 

y = 2p(l - p) + p 1 = 2p - p 1 . 

La grafica de y contra p que se muestra en la figura 3.20a sugiere que el valor de y es mas 
sensible a un cambio en p cuando p es pequena que cuando es grande. Este hecho aparece 
en la grafica de la derivada en la figura 3.20b, que muestra que dy/dp esta cerca de 2 
cuando p esta cerca de 0, y cerca de 0 cuando p esta cerca de 1. 



FIGURA 3.20 La grafica de y = 2p ~ p 2 , describe la 
portion de chicharos de cascara lisa, (b) La grafica de 
dy/dp (ejemplo 8). 


Desde el punto de vista de la genetica, esto implica que, introducir unos cuantos genes 
dominantes mas en una poblacion altamente recesiva (donde la frecuencia de chicharos 
con cascara rugosa sea pequena, por ejemplo), tendra efectos mas importantes en genera- 
ciones posteriores que los que tendria un incremento similar en poblaciones altamente do¬ 
minantes. 


EJERCICIOS 3.3 


Movimiento a lo largo de una recta coordenada 

En los ejercicios 1 a 6, se dan las posiciones s =f(t) de un cuerpo que se 
mueve en una recta coordenada, tomando s en metros y t en segundos. 

a. Encuentre el desplazamiento del cuerpo y la velocidad promedio 
para el intervalo de tiempo dado. 


b. Determine la rapidez y la aceleracion del cuerpo en los extremos 
del intervalo. 

c. , : ,En que momenta durante el intervalo, si es que esto pasa, cam- 
biara la direction del cuerpo? 

1 . s = t 1 - 3t + 2, 0 < t < 2 

2. 5 = 6t - t 2 , 0 < t < 6 
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3 . s — — ? 3 + 3 1 ~ — 3?, 0 £ ? £ 3 

4. s = (? 4 / 4) - ? 3 + ? 2 , 0 < ? < 3 



6. s 


25 

t + 5’ 


-4 < ? < 0 


7. Movimiento de una particula En el tiempo ? la posicion de un 

cuerpo que se mueve a lo largo del eje s es s = ? 3 — 6? 2 + 9? m. 

a. Determine la aceleracion del cuerpo cada vez que la veloci- 
dad es cero. 

b. Encuentre la rapidez del cuerpo cada vez que la aceleracion 
es cero. 

c. Encuentre la distancia total recorrida por el cuerpo entre 
? = Oy t = 2. 

8. Movimiento de una particula En el tiempo l> 0, la veloci- 

dad de un cuerpo que se mueve a lo largo del eje s es v = t — 

4t + 3. 

a. Encuentre la aceleracion del cuerpo cada vez que la velocidad 
es cero. 

b. ^En que momenta el cuerpo se esta moviendo hacia delante? 
^En que momenta lo hace hacia atras? 

c. ^En que momenta aumenta la velocidad del cuerpo? ^En que 
momenta disminuye? 


Aplicaciones de cafda libre 

9. Caida libre en Marte y en Jupiter Las ecuaciones de calda li¬ 
bre (s en metros, ? en segundos) son s = 1.86? 2 en la superficie 
de Marte, y 5 = 11,44? 2 en la superficie de Jupiter. ^Cuanto tiempo 
tardara una roca que cae desde el reposo en alcanzar una veloci¬ 
dad de 27.8 m/seg (alrededor de 100 km/h) en cada planeta? 

10. Movimiento de un proyectil lunar Una roca se lanza verti- 
calmente hacia arriba desde la superficie lunar, a una velocidad 
de 24 m/seg (alrededor de 86 km/h); el proyectil alcanza una al- 
tura de i = 24? — 0.8? 2 metros en ? segundos. 

a. Encuentre la velocidad y la aceleracion de la roca en el tiempo 
?. (En este caso, la aceleracion es la de la gravedad en la Luna). 

b. ^Cuanto tarda la roca en alcanzar el punto mas alto? 

c. iQue altura alcanza? 

d. ^Cuanto tarda la roca en alcanzar la mitad de la altura maxima? 

e. ^Cuanto tiempo esta la roca en el aire? 

11. Encuentre g en un pequeno planeta sin atmosfera En un pla¬ 
neta sin atmosfera, unos exploradores usaron una pistola de resor- 
te para lanzar verticalmente hacia arriba una pelota desde la su¬ 
perficie, con una velocidad de lanzamiento de 15 m/seg. Debido 
a que la aceleracion de la gravedad en la superficie del planeta era 
g s m/seg 2 , los exploradores esperaban que la pelota alcanzara una 
altura de s = 15? - (1 /2)g s f metros ? segundos despues. La pelota 
alcanzo su maxima altura 20 segundos despues del lanzamiento. 
^Cual es el valor de g s l 

12. Bala rapida Una bala calibre 45 disparada hacia arriba desde la 
superficie lunar, alcanzarla una altura de s = 832? — 2.6? 2 pies 
despues de ? segundos. En la Tierra, en ausencia de aire, su altura 
serla de s = 832? — 16? 2 pies despues de ? segundos. ^Cuanto 


tiempo estarla la bala en el aire en cada caso? iQue altura maxi¬ 
ma alcanzarla la bala en cada caso? 

13. Caida libre desde la torre de Pisa Si Galileo hubiera dejado 
caer una bala de canon desde la torre de Pisa, a 179 pies sobre el 
nivel del piso, la altura de la bala a ? segundos de la caida habrla 
sido s = 179 — 16? 2 . 

a. ^Cuales habrlan sido la velocidad, la rapidez y la aceleracion 
de la bala en el tiempo ?? 

b. ^Cuanto habrla tardado la bala en llegar al suelo? 

c. <^Cual habrla sido la velocidad de la bala en el momento del 
impacto? 

14. La formula de la caida libre de Galileo. Galileo desarrollo 
una formula para determinar la velocidad de un cuerpo durante la 
caida libre, rodando hacia abajo pelotas, desde el reposo, por un 
tablon inclinado, y buscando una formula llmite que pronosticara 
el comportamiento de las mismas cuando el tablon estuviera en 
posicion vertical y aquellas cayeran libremente; vea la parte (a) de 
la figura siguiente. Galileo descubrio que, para cualquier angulo 
dado del tablon, la velocidad de la pelota durante ? segundos de 
movimiento era un multiplo constante de ?. Esto es, la velocidad 
estaba dada por una formula de la forma v = kt. El valor de la 
constante k dependla de la inclinacion del tablon. 

En notacion moderna, parte (b) de la figura, con la distancia 
en metros y el tiempo en segundos, lo que Galileo determino ex- 
perimentalmente fue que, para cualquier angulo dado 0 , la veloci¬ 
dad de la pelota, a ? segundos de empezar a rodar, era 

v = 9.8(sent?)r m/seg. 


Posicion de 
caida libre 




a. <^Cual es la ecuacion para la velocidad de la pelota en caida libre? 

b. A partir del trabajo realizado en el inciso (a), ^cual es la ace¬ 
leracion constante que un cuerpo experimenta en caida libre 
cerca de la superficie de la Tierra? 

Conclusiones sobre el movimiento a partir 
de graficas 

15. La figura siguiente muestra la velocidad v = ds/dt = /(?)(m/ 
seg) de un cuerpo moviendose a lo largo de una recta coordenada 



(m/seg) 



3 


0 

1 4 6 8 10 

3 



a. ^Cuando retrocede el cuerpo? 

b. ^Cuando (aproximadamente) el cuerpo se esta moviendo a ve¬ 
locidad constante? 
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c. Grafique la rapidez del cuerpo para 0 £ t < 10. 

d. Grafique la aceleracion, donde este definida. 

16. Una partlcula P se mueve sobre la recta numerica que se muestra 
en la parte (a) de la figura. La parte (b) muestra la position de P 
como una funcion del tiempo t. 


f. ^Cuando alcanzo el cohete la maxima aceleracion? 

g. ,(En que momenta la aceleracion era constante? ^Cual era su 
valor en ese momento (redondee al entero mas cercano)? 

18. La figura siguiente muestra la velocidad v = /(f) de una partlcula 
que se mueve sobre una recta coordenada. 


P 

—s>— *->s{cm) 

(a) 


j (cm) 


2 

0 

2 

4 


•s = /(f) 


• f(seg) 


(6, -4) 


(b) 


a. <(Cuando se esta moviendo P a la izquierda? ^Cuando lo hace 
a la derecha? ^,En que momento esta inmovil? 

b. Grafique la velocidad y la rapidez de la partlcula (donde esten 
definidas). 

17. Lanzamiento de un cohete Cuando se lanza el modelo de un 
cohete, la carga propulsora se quema durante algunos segundos, 
acelerando el cohete hacia arriba. Al agotarse el combustible, el 
cohete sigue subiendo durante algun tiempo y despues empieza 
a caer. En ese momento, una pequena carga explosiva abre un pa- 
racaidas que frena la caida del cohete para evitar que este se rom- 
pa al aterrizar. 

La figura muestra los datos de la velocidad del vuelo del co¬ 
hete. Use los datos para contestar las preguntas siguientes. 

a. <(Que tan rapido estaba subiendo el cohete cuando el motor se 
detuvo? 

b. ^Durante cuantos segundos se quemo el combustible? 



Tiempo despues del lanzamiento (seg) 


c. ((Cuando alcanzo el cohete el punto mas alto? ,(Cual era su 
velocidad en ese momento? 

d. <(Cuando se abrio el paracaidas? (,Que tan rapido caia el cohe¬ 
te en ese momento? 

e. <(Cuanto tiempo cayo el cohete antes de que se abriera el para¬ 
caidas? 


V 


\y=m 

_I I I I I I L 

0 l\ 2 3 4 5 6 7 


i —* t (seg) 


a. ,(Cuando se mueve la partlcula hacia delante? ^Cuando lo hace 
hacia atras? ^Cuando aumenta la velocidad y cuando la baja? 

b. ,(En que momento la aceleracion de la partlcula es positiva? 
,(En que momento es negativa? ^Cuando es igual a cero? 

c. oCudndo se mueve la partlcula a su mayor rapidez? 

d. <(E n que momento la partlcula queda inmovil durante mas de 
un instante? 

19. Caida de dos pelotas En la siguiente figura se muestra una fo- 
tografia con flash multiple de dos pelotas cayendo desde el repo- 
so. Las reglas verticales estan marcadas en centimetres. Use la 
ecuacion $ = 490f 2 (la ecuacion de la caida libre con i en centi¬ 
metres y t en segundos) para responder las siguientes preguntas. 
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a. ^,Cuanto tardan las pelotas en caer los primeros 160 cm? 

<(Cual fue su velocidad promedio en ese periodo? 

b. iQue tan rapido estaban cayendo las pelotas al alcanzar la 
marca de 160 cm? ^Cual era su aceleracion en ese momento? 

c. iQue tan rapido se estaba disparando el flash de la camara 
(disparos por segundo)? 

20. Viaje en autobus La grafica siguiente muestra la posicion s de 
un autobus que viaja por una carretera. El autobus empezo su tra- 
yecto en t= 0 y regreso 15 horas despues, en t= 15. 

a. Use la tecnica descrita en el ejemplo 3 de la section 3.1 para 
graficar la velocidad del autobus v = ds/dt para 0 < t < 15. 
Despues repita el procedimiento con la curva de la velocidad, 
para graficar la aceleracion del autobus dv/dt. 

b. Suponga que s = 15f 2 — t 3 . Grafique ds/dt y d 2 s/dt 2 , y 
compare sus graficas con las del inciso (a). 



FIGURA 3.22 La grafica del ejercicio 22. 



I _I_I__I_LJ_I__I_I_I_ 

0 5 10 15 


Tiempo transcurrido, t (hr) 

21. Las graficas de la figura 3.21 muestran la posicion s, la velocidad 
v = ds/dt, y la aceleracion a = d 2 s/dt 2 de un cuerpo que se 
mueve a lo largo de una recta coordenada como funciones del 
tiempo t. ^,Cual grafica es cual? Justifique sus respuestas. 


y 



FIGURA 3.21 La grafica del ejercicio 21. 


22. Las graficas de la figura 3.22 muestran la posicion s, la velocidad 
v = ds/dt y la aceleracion a = d 2 s/dt 2 de un cuerpo que se mueve 
a lo largo de una recta coordenada como funciones del tiempo t. 
<(Cual grafica es cual? Justifique sus respuestas. 


Economia 

23. Costo marginal Suponga que el costo, en dolares, de producir x 
lavadoras es c(x) = 2000 + lOOx — O.lx 2 . 

a. Encuentre el costo promedio por lavadora en la production de 
las primeras 100 unidades. 

b. Encuentre el costo marginal cuando se producen 100 unidades. 

c. Muestre que el costo marginal cuando se producen 100 lava¬ 
doras es aproximadamente igual al costo de producir una 
lavadora mas despues de haber producido las 100 primeras, 
calculando este costo directamente. 

24. Ingreso marginal Suponga que el ingreso obtenido al vender x 
lavadoras es 

r(x) = 20,000 ^1 - 

dolares. 

a. Determine el ingreso marginal cuando se producen 100 lava¬ 
doras. 

b. Use la funcion r'(x) para estimar el incremento en el ingreso 
como resultado del aumento en la produccion, de 100 a 101 
lavadoras a la semana. 

c. Encuentre el limite de r'(x) cuando x —» oo . ^Como inter- 
preta este numero? 

Aplicaciones adicionales 

25. Poblacion de bacterias Cuando se agrego un bactericida a un 
cultivo de nutrientes en donde estaban creciendo bacterias, la 
poblacion de estas continuo aumentando por algun tiempo, 
pero despues el crecimiento se interrumpio y la poblacion 
empezo a declinar. El tamano de la poblacion en el tiempo t 
(horas) era b = 10 6 + 10 4 t — 10 3 t 2 . Encuentre las razones de 
crecimiento en 

a. t = 0 horas. 

b. t = 5 horas. 

c. t = 10 horas. 
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26. Drenado de un tanque El numero de galones de agua que hay 
en un tanque t minutos despues de que este empezo a vaciarse es 
Q(t) = 200(30 - t) 2 . (,Que tan rapido salla el agua al transcurrir 10 
min? ^Cual es la razon promedio a la que el agua sale durante los 
primeros 10 min? 

27. Drenado de un tanque Para drenar por complete un tanque de 
almacenamiento se necesitan 12 horas; el fluido del tanque sale al 
abrir una valvula en su base. La profundidad y del fluido en el 
tanque t horas despues de abrir la valvula esta dada por la formula 



a. Encuentre la razon dy/dt{m/h ) a la que el tanque esta drenan- 
do en el tiempo t. 

b. ^En que momento esta descendiendo mas rapido el nivel del 
fluido en el tanque? ^En que momento lo hace mas despacio? 
iCuales son los valores de dy/dt en esos tiempos? 

c. Grafique juntas y y dy/dt, y discuta el comportamiento de y 
en relacion con los signos y valores de dy/dt. 

28. Inflado de un globo El volumen V = (4/3)77r 3 de un globo es- 
ferico cambia de acuerdo con su radio. 

a. ( ',A que razon (pie 3 /pie) cambia el volumen con respecto al ra¬ 
dio cuando r = 2 pies? 

b. ^Cuanto crece aproximadamente el volumen cuando el radio 
cambia de 2 a 2.2 pies? 

29. Despegue de un aeroplano Suponga que la distancia recorrida 
por un aeroplano a lo largo de una pista antes del despegue esta 
dada por D = (10/9)! 2 , donde D se mide en metros desde el punto 
de inicio, y t se mide en segundos desde el momento en que se 
quitan los frenos. El aeroplano despegara en el instante que alcan- 
ce 200 km/h. ^Cuanto tiempo tarda en despegar y que distancia 
recorrera en ese tiempo? 

30. Brotes de lava volcanica A pesar de que la erupcion del volcan 
hawaiano Kilauea Iki, en noviembre de 1959, empezo con una li- 
nea de brotes de lava a lo largo de la pared del crater, mas tarde la 
actividad se concentro en un solo orificio ubicado en el piso del 
crater. En un momento dado, la lava lanzada desde dicho orificio 
alcanzo una altura de 1900 pies (un record mundial). ^Cual fue la 
velocidad de salida de la lava en pies por segundo? ^En millas por 
hora? ( Sugerencia: Si v 0 es la velocidad de salida de una particula 


de lava, su altura t segundos mas tarde sera s = v 0 t - 16 1 2 pies. 
Empiece por determinar el tiempo en el que ds/dt = 0. Desprecie 
la resistencia del aire). 

Q En los ejercicios 31 a 34 se da la funcion de position s =f(t ) de un ob- 
jeto que se mueve a lo largo del eje s como una funcion del tiempo t. 
Grafique/junto con la funcion velocidad v(t) = ds/dt = f'(t ) y la 
funcion de aceleracion a(t) = d 2 s/dt 2 = f"(t). Comente el compor¬ 
tamiento del objeto en relacion con los signos y valores de u y a. In- 
cluya en su comentario temas como los siguientes: 

a. ^En que momento el objeto esta momentaneamente en reposo? 

b. ^Cuando se mueve a la izquierda (abajo) o a la derecha (arriba)? 

c. ^Cuando cambia de direction? 

d. ,[,En que momento aumenta o disminuye su rapidez? 

e. ^Cuando se mueve a su maxima velocidad? ^.Cuando lo hace 
a la minima? 

f. ^Cuando esta mas lejos del origen? 

31. 5 = 200f — 16r 2 , 0 ^ t £ 12.5 (un objeto pesado lanzado 
verticalmente desde la superficie terrestre, a 200 pies/seg) 

32. 5 = t 2 - 3t + 2, 0 < t < 5 

33. s = t 3 — 6t 2 + It, 0S(<4 

34. 5 = 4 - It + 6f 2 - P, 0 < t < 4 

35. Carrera de caballos pura sangre En un hipodromo un caballo 
de raza pura realiza una competencia de 10 estadios (un estadio 
equivale a 220 yardas, aunque usaremos en este ejercicio estadios 
y segundos como unidades). A medida que el caballo pasa cada 
marca de estadio (F), un juez registra el tiempo transcurrido (t) 
desde el inicio de la carrera, con los resultados que se muestran 
en la tabla: 

F01234567 8 9 10 

t 0 20 33 46 59 73 86 100 112 124 135 

a. ^Cuanto tarda el caballo en terminar la carrera? 

b. ^Cual es la rapidez promedio del caballo durante los primeros 
5 estadios? 

c. ^Cual es la rapidez aproximada del caballo cuando pasa por la 
marca de los 3 estadios? 

d. ^En que parte de la carrera el caballo corre mas rapido? 

e. ^En que parte de la carrera el caballo acelera mas rapido? 



Derivadas de fundones trigonometricas 


Muchos de los fenomenos de los que requerimos informacion muestran un comportamiento 
mas o rnenos periodico (campos electromagneticos, ritmos cardiacos, mareas, clima). Las 
derivadas de senos y cosenos juegan un papel clave en la descripcion de cambios periodi- 
cos. En esta seccion se mostrara como derivar las seis fundones trigonometricas basicas. 


Derivada de la funcion seno 

Para calcular la derivada de/(x) = sen x, para x medido en radianes, combinamos los limites 
del ejemplo 5a y del teorema 7 de la seccion 2.4, con la identidad para la suma de angulos: 

sen (x + h) = sen x cos h + cos x sen h. 
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Si fix) = senx, entonces 

£U , ,, fix + h) - f{x) 

/ (x) = lim- -r - 

h-* o h 

sen (x + h) — senx 

= lim-y- 

h-> o h 


lim 

h-> 0 


(senx cos A + cosx sen h) — senx 


senx (cos A — 1) + cosx sen h 

lim-- 

h-*o n 


= lim ( sen 
h—*0 


cos h — 1 


4- lim ( cos 
h-*0 


sen h 


,, cos h — 1 . ,, sen h 

sen x • lim--b cos x • lim —— 

h-> o h h-> o n 


senx • 0 + cosx • 1 
cosx. 


Definition de derivada 


Identidad del seno para 
la suma de angulos 


Ejemplo 5(a) y teore- 
ma 7, seccion 2.4 


La derivada de la funcion seno es la funcion coseno: 

d / \ 

^-(senx) = cosx. 
dx 


EJEMPLO 1 Derivadas que involucran el seno 

(a) y = x 2 — senx: 


(b) y = x 2 sen x: 


(C) y = 


senx 


dy ~ d ( \ 

—r = lx -sen x 

dx dr \ > 


d_ 

dx 

= 2x — cosx. 


Regia de la diferencia 


dy 7 d / \ 

—j — — X' , ! SCIl .V 1 + 2x senx Regia delpn ducto 


dx dx 

= x 2 cosx + 2xsenx. 


dy dx 
dx 


x m ^i (senxj — senx• 1 


Regia del cociente 


xcosx — senx 


x 2 


Derivada de la funcion coseno 

Con la ayuda de la formula de la suma de angulos para el coseno, 
cos (x + h) = cosx cos h — senx sen h, 
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tenemos 



FIGURA 3.23 La curva y' = —sen x 
como la grafica de las pendientes de las 
tangentes a la curva y = cos x. 


d cos(x + h) — cosx 

-r(cosx) = 11 m-- 

dx h-> o h 

(cos x cos h — sen x sen h) — cosx 

= lim-;- 

h-* o h 

cosx (cos h — 1 ) — sen x sen h 

= lim-- 

h-* o h 

,, cos h — 1 sen h 

= lim cosx-,-lim senx-,— 

h-* o n h^o h 

,, cos h — 1 sen h 

= cos x • lim-;-sen x • lim —,— 

A-» o n h-* o n 


= cosx • 0 — senx • 1 
= —senx. 


Definicion de derivada 


Identidad de la suma de 
angulos para el coseno 


Ejemplo 5(a) y 
teorema 7, seccion 2.4 


La derivada de la funcion coseno es el negativo de la funcion seno: 


- 7 -(cosx) = —senx 
dx 


La figura 3.23 muestra una manera de ver este resultado. 
EJEMPLO 2 Derivadas que invoLucran eL coseno 


(a) y = 5x + cosx: 


dy 

dx 


|(5x ) + ^(cosx) 
5 — senx. 


(b) y = senxcosx: 


dy 

dx 


senx -j- (cosx) + cosx-r:(senx 


senx(—senx) + cosx(cosx) 
cos 2 x — sen 2 x. 


Regia de la suma 


Regia del producto 


(C) V 


cosx 

1 — senx' 


dy 

dx 


(l — senx) (cosx) — cosxJ^(l — senx) 


dx 


(1 - senx ) 2 

(1 — senx)(—senx) — cosx (0 — cosx) 


(1 — senx ) 2 


1 — senx 
(1 — senx) 2 

1 

1 — senx' 


Regia del cociente 


sen 2 x + cos 2 x = 1 
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Movimiento armonico simple 

El movimiento que describe un objeto bamboleandose libremente hacia arriba y hacia aba- 
jo, en el extremo de un resorte o una cuerda elastica, es un ejemplo de movimiento armoni¬ 
co simple. El ejemplo siguiente describe un caso en donde no hay fuerzas opuestas como 
la friccion o la flotation que desaceleren el movimiento. 

EJEMPLO 3 Movimiento en un resorte 

Un objeto que cuelga de un resorte (figura 3.24) se estira 5 unidades desde su posicion de 
reposo y se suelta en el tiempo t = 0 para que se mueva hacia arriba y hacia abajo. Su posi¬ 
cion en cualquier tiempo t posterior es 

s = 5 cos t. 


FIGURA 3.24 Un cuerpo que cuelga del 
extremo de un resorte y despues se 
desplaza, oscila hacia arriba y hacia abajo 
de la posicion de reposo. Su movimiento 
esta descrito por funciones trigonometricas 
(ejemplo 3). 


^Cuales son su velocidad y su aceleracion en el tiempo f? 

Solution Tenemos que 

Posicion: 5 = 5 cos t 

Velocidad: v = = -j- (5 cos t) = —5 sen t 

dtdt 


S, V 



FIGURA 3.25 Las graficas de la posicion 
y la velocidad del cuerpo del ejemplo 3. 


Aceleracion: a = ^ = ^(—5 sent) = —5 cost. 

Observe todo lo que podemos aprender de estas ecuaciones: 


1. Conforme pasa el tiempo, el cuerpo se mueve hacia abajo y hacia arriba entre s = -5 
y 5 = 5 en el eje s. La amplitud del movimiento es 5. El periodo del movimiento es 27 t. 

2. La velocidad v = —5 sent alcanza su mayor magnitud, 5, cuando cos t = 0, como 
muestran las graficas de la figura 3.25. Ahora bien, la rapidez del cuerpo, |u| = 5 
| sen t| , es mayor cuando cos t = 0, esto es, cuando 5 = 0 (la posicion de reposo). La 
rapidez del cuerpo es cero cuando sen t = 0. Esto ocurre cuando 5 = 5 cos t = ±5, en 
los extremos del intervalo del movimiento. 

3. El valor de la aceleracion siempre es exactamente el opuesto del valor de posicion. Cuan¬ 
do el cuerpo esta arriba de la posicion de reposo, la gravedad lo tira hacia abajo. Cuando 
el cuerpo esta debajo de la posicion de reposo, el resorte lo jala hacia arriba. 

4. La aceleracion, a = -5 cos f, es cero solamente en la posicion de reposo, donde cos t = 0 
y la fuerza de la gravedad y la fuerza del resorte se compensan entre ellas. Cuando el 
cuerpo esta en cualquier otro lado, las dos fuerzas son desiguales y la aceleracion no 
es cero. La aceleracion alcanza su maxima magnitud en los puntos mas alejados de la 
posicion de reposo, donde cos t = ± 1. 


EJEMPLO 4 Sacudida 

En el caso del movimiento armonico simple del ejemplo 3, la sacudida es 

j = = -t ( — 5 cos t) = 5 sen f. 

J dt dt y ’ 

La sacudida alcanza su magnitud mas grande cuando sen t = ± 1, no en los extremos del 
desplazamiento, sino en la posicion de reposo, donde la aceleracion cambia de direction 
y de signo. 


Derivadas de las demas funciones trigonometricas basicas 

Como sen x y cos x son funciones diferenciables de x, las funciones relacionadas 

senx . cosx 1 1 

tan x — cos x , cot x — sen x , sec x — cos x y esc x — sen 
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son diferenciables en todo valor de x en el que esten definidas. Sus derivadas, calculadas a 
partir de la regia del cociente, estan dadas por las formulas siguientes. Observe el signo 
negativo en las formulas de las cofunciones. 


Derivadas de las demas funciones trigonometricas 


^j(tanx) = sec 2 x 


-^(secx) = sec x tan x 
dx 


dx 

d 

dx 


(cotx) = — csc 2 x 
(cscx) = —esc x cotx 


Para mostrar los calculos tlpicos, obtendremos la derivada de la funcion tangente. Las 
demas derivadas se dejan para el ejercicio 50. 

EJEMPLO 5 

Encontrar d( tan x)jdx. 


Solucion 


d_ 

dx 



d ( senx 


cosx 


dx 


(senx) — senx (cosx) 


dx \ cos x 
cosx cosx — senx (—senx) 
cos 2 x 

cos 2 x + sen 2 x 

cos 2 x 

1 2 

- y- = sec X 

COS X 


cos 2 x 


Regia del cociente 


EJEMPLO 6 

Encontrar v" si v = secx. 


Solucion 


v = secx 
y' = secx tan x 

y" = ^ (secx tan x) 

= secx (tanx) + tanx(secx) 

= secx(sec 2 x) + tan x (secx tan x) 
= sec 3 x + secx tan 2 x 
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La diferenciabilidad de las funciones trigonometricas en todo su dominio es otra prue- 
ba de su continuidad en cualquier punto de su dominio (teorema 1, seccion 3.1). De esta 
manera podemos calcular limites de combinaciones algebraicas y composiciones de fun¬ 
ciones trigonometricas por sustitucion directa. 

EJEMPLO 7 Determinacion de un Limite trigonometrico 

V2 + secx _ V2 + sec 0 _ V2 + 1 _ Vj3 _ _ 
v^ocos(7r — tanx) cos(77 — tanO) cos(7r — 0) — 1 


EJERCICIOS 3.4 


Derivadas 

En los ejercicios 1 a 12, encuentre dy/dx. 


26. Determine y (4) = rf 4 y/rfx 4 si 


a . y — —2 senx. 


b. y = 9 cosx. 


1. y = — lOx + 3 cosx 

3. y = cscx - 4Vx + 7 

5. y = (secx + tanx)(secx — tanx) 

6. y = (senx + cosx) secx 
cotx 


2. y = y + 5 senx 


, 1 

4. v = x cotx-r 

x 


7. y = 


1 + cotx 


8- y = 


cosx 
1 + senx 


o 4 , 1 

9. y = „„„ „ + 


10 . y = COSX + X 


cosx 1 tanx ™ J x 

11. y = x^senx + 2xcosx — 2 senx 

12. y = x 2 cosx — 2xsenx — 2cosx 
En los ejercicios 13 a 16, encuentre ds/dt. 

13. s = tan t — t 14. s = t 1 — sec 1 + 1 

1 + esc t ,, sen t 


15. 5 = 


1 — CSC t 


16. s = 


1 — cos t 


Rectas tangentes 

En los ejercicios 27 a 30, grafique las curvas en los intervalos dados, 
junto con sus tangentes en los valores de x dados. Senale cada curva y 
cada tangente con su ecuacion correspondiente. 

27. y — senx, —3ir/2 £ x £ 2tt 

X = — 7T, 0, 3-7T/2 

28. y = tanx, — tt/ 2 < x < tt/2 
x = — tt/3, 0, trj 3 

29. y = secx, —7r/2 < x < tt/2 
x = —tt/3, ir/4 

30. v = 1 + cosx, — 377-/2 £ x £ 2tt 
x = — tt/3, 3tt/2 

| ^,Las graficas de las funciones de los ejercicios 31 a 34 tienen alguna 
tangente horizontal en el intervalo 0 £ x £ 2tt? De ser asi, <^en don- 
de la tienen? Si su respuesta es negativa, explique por que. Para com- 
probar visualmente sus hallazgos, grafique las funciones con ayuda de 
su calculadora graficadora. 


En los ejercicios 17 a 20, determine dr/d6. 

17. r = 4 — 0 2 sen0 18. r = Osenfl + cos 8 

19. r = sec 6 esc 6 20. r = (1 + sec 6) sen 9 

En los ejercicios 21a 24, encuentre dp/dq. 


21. 

P = 

5 + ' 

COt 

22. p = 

(1 + esc q) cos q 

23. 


sen q + cos q 

24. p = 

tan q 

P 

cos q 

1 + tang 


25. Determine y" si 


a. y = esex. b. y = secx. 


31. y = x + senx 

32. y = 2x + senx 

33. y = x — cotx 

34. y = x + 2 cosx 

35. Encuentre todos los puntos de la curva y = tanx, — ir/2 < 
x < 77-/2 , donde la recta tangente es paralela a la recta y = 2x. 
Trace juntas la curva y la tangente (o tangentes), senalando cada 
una con su ecuacion correspondiente. 

36. Encuentre todos los puntos de la curva y = cotx, 0 < x < 7r, 
donde la recta tangente es paralela a la recta y = —x. Trace jun¬ 
tas la curva y la tangente (o tangentes), senalando cada una con su 
ecuacion correspondiente. 
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En los ejercicios 37 y 38, determine una ecuacion para (a) la tangente 
a la curva en P, y (b) la tangente horizontal a la curva en Q. 

37. 38. 


48. ^Hay un valor de b que haga que 


\x + b, x < 0 
(cosx, x & 0 


y y 




Lfmites trigonometricos 

Encuentre los limites en los ejercicios 39 a 44. 


39. lim sen 


1 1 


40. lim VT + cos (77 cscx) 


77/6 


41. lim sec 

x ->0 


cosx + 77 tan 


4 sec x 


- 1 


.... , 77 + tanx 

42. lim sen ---- 

»o \tanx — 2 sec x 


43. lim tan 1 — , 

t-> 0 V t 


sen t 


( tt6 
Vsenfl 


44. lim cos 


sea continua en x = 0? ^Existe alguno que la haga diferenciable en 
x = 0? Justifique sus respuestas. 

49. Encuentre d 999 /dx 999 (cos x). 

50. Deduzca la formula para las derivadas, respecto de x, de 
a. sec x. b. esc x. c. cot x. 

51. Grafique y = cosx para —tt £ x £ 277. En la misma pantalla 
de su calculadora graficadora, grafique 

sen(x + h) — senx 


para h = 1, 0.5, 0.3 y 0.1. Despues intente hacerlo, en una nueva 
ventana, para h = — 1, —0.5 y —0.3. i,Que pasa cuando h—* 0 + ? 
^Que sucede cuando h—* 0 ~? ^Que fenomeno se ilustra aqui? 

52. Grafique y = — sen.r para -77 s 1 < 277 . En la misma pantalla, 
grafique 


y = 


cos(x + h) 
h 


cosx 


para h = 1, 0.5, 0.3, Despues intente hacerlo, en una nueva ven¬ 
tana, para h = -1, -0.5 y -0.3. ^Que pasa cuando h —» 0 + ? ^Que 
sucede cuando h—* 0~? ^Que fenomeno se ilustra aqul? 

53. Cociente de diferencias centradas El cociente de diferencias 
centradas 

f(x + h) - fix - h) 

2 h 

se usa para aproximar /'(x) en calculo numerico, porque ( 1 ) su li- 
mite cuando h—* 0 es igual a f'(x) si fix) existe, y ( 2 ) usual- 
mente da una mejor aproximacion de f'(x) para un valor dado de 
h que el cociente de diferencias de Fermat 

f(x + h) - f(x) 
h 


Movimiento armonico simple 

Las ecuaciones de los ejercicios 45 y 46 dan la posicion s = f(i) de un 
cuerpo que se mueve sobre una recta coordenada (s en metros, t en se- 
gundos). Encuentre la velocidad, rapidez, aceleracion y sacudida del 
cuerpo en el tiempo t = 77/4 sec. 

45. s = 2 — 2 sen t 46. s = sen t + cos t 


Teona y ejemplos 

47. ^Hay un valor de c que haga que 


fix) 


sen 2 3x 
x 2 
C, 


x ¥= 0 
x = 0 


sea continua en x = 0? Justifique su respuesta. 


Vea la figura siguiente. 


y 
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a. Para ver que tan rapidamente converge el cociente de diferen- 
cias centradas de/(x) = senx a f'{x) = cosx, grafique 
y= cos x junto con 


sen(x + h) — sen(x — h) 
y = - 2 h - 

en el intervalo [— 77 , 2tt] para h = 1, 0.5 y 0.3. Compare los 
resultados con los que obtuvo en el ejercicio 51 para los mis- 
mos valores de h. 

b. Para ver que tan rapidamente converge el cociente de diferen- 
cias centradas de/(x) = cosx a f'(x) = — senx, grafique 
y = -sen x junto con 

cos(x + h) — cos(x — h) 


en el intervalo [— 77 , 277 ] para h = 1, 0.5 y 0.3. Compare los 
resultados con los que obtuvo en el ejercicio 52 para los mis- 
mos valores de h. 

54. Una advertencia acerca de los cocientes de diferencias centra¬ 
das ( Continuation del ejercicio 53). El cociente 

/(x + h) — f(x — h) 

2 h 

puede tener llmite cuando h—>0 aunque/no tenga derivada en x. 
Como ejemplo de ello, tomamos /(x) = |x| y calculamos 

|0 + h\ - [0 - h\ 

11m- — -. 

h^> 0 2 h 

Como vera, el llmite existe aun cuando /(x) = |x| no tiene deriva¬ 
da en x = 0. Moraleja: Antes de usar el cociente de diferencias 
centradas asegurese de que la derivada existe. 

55. Pendientes en la grafica de la funcion tangente Grafique juntas 
y = tan x y su derivada en ( — 77 / 2 , 77 / 2 ). ^La grafica de la funcion 
tangente parece tener una pendiente mas pequena o una mas gran¬ 
de? ^La pendiente es negativa en algun punto? Justifique sus res- 
puestas. 


56. Pendientes en la grafica de la funcion cotangente Grafique 
juntas y = cot x y su derivada para 0 < x < 77 . ^La grafica de la 
funcion cotangente parece tener una pendiente mas pequena o 
una mas grande? ^La pendiente es positiva en algun punto? Justi¬ 
fique sus respuestas. 

57. Explorando (sen kx))/x Grafique juntas y = (sen 2x)/x, y = 
(sen 2x) y y = (sen 4x)/x en el intervalo —2 < x £ 2. ^En donde 
parece que cada grafica corta el eje ,v? ^Realmente la graficas 
cortan el eje? iQue cree que harian las graficas de y = (sen 5x)/x 
y y = (sen(-3x))/x cuando x —» 0? ^.Por que? ^Que pasarla con la 
grafica de y = (sen kx)/x para otros valores de k7 Justifique sus 
respuestas. 

58. Radianes versus grados: derivadas en modo grados ,',Que su- 
cede con las derivadas de sen x y cos x si x se mide en grados en 
lugar de hacerlo en radianes? Para averiguarlo, siga estos pasos. 

a. Con su calculadora graficadora o computadora en el modo 
grados, grafique 


y estime lim^o fW. Compare su estimacion con 77/ 1 80 . 
^,Hay alguna razon para creer que el llmite debiera ser 
77/180? 

b. Con su calculadora graficadora todavia en modo grados, 
estime 

,, cos h — 1 
lim ,-. 

A—»0 h 

c. Ahora regrese a la deduccion de la formula para la derivada 
del sen x que se comento en el texto, y lleve a cabo los pasos 
indicados usando los llmites en el modo grados. ^Que formu¬ 
la obtuvo para la derivada? 

d. Deduzca la formula de la derivada de cos x usando los llmites 
en el modo grados. ^Que formula obtuvo para la derivada? 

e. Las desventajas de derivar las formulas en modo grados se 
hacen evidentes a medida que se calculan derivadas de orden 
superior. Intentelo. ^.Cuales son las segunda y tercera deriva¬ 
das, en modo grados, de sen x y cos x? 


3.5 


Regia de la cadena y ecuaciones parametricas 


Sabemos como derivar y = f{u) = senuyu = g(x) = x 2 — 4, pero, qcomo derivar una 
funcion compuesta como F(x) = f{g{x)) = sen(x 2 — 4)? Las formulas de diferencia- 
cion que hemos estudiado hasta aqui no nos dicen como calcular F'(x). Entonces, qcomo 
encontrar la derivada de F = f 0 g? La respuesta es, con la regia de la cadena, que dice 
que la derivada de la composicion de dos funciones diferenciables es el producto de sus 
derivadas evaluadas en puntos apropiados. La regia de la cadena es una de las reglas de di- 
ferenciacion mas importantes y mas usadas. En esta seccion se describira dicha regia y co¬ 
mo usarla. Despues la aplicaremos para describir curvas en el piano y sus rectas tangentes 
de otra manera. 
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Derivada de una funcion compuesta 

Empecemos con ejemplos. 


EJEMPLO 1 Relacion entre derivadas 


3 1 1 

La funcion y = yx = (3x) es la composicion de las funciones y = ^u y u = 3x. 

qComo se relacionan las derivadas de estas funciones? 



Tenemos 


dy 

dx 


Como ^ = 2 ‘ 3, vemos que 


3 

2 ’ 


FIGURA 3.26 Cuando el engrane A da x 
vueltas, el engrane B da u vueltas y el 
engrane C da y vueltas. Comparando las 
circunferencias o contando los dientes, 
vemos que y = u/2 (C gira media vuelta por 
cada vuelta de B) y u = 3x. (B gira tres veces 
por una de A). De manera que y = 3x/2. Asi, 
dy/dx = 3/2 =(l/2)(3) = (dv/du)(du/dx). 


£,Es un accidente que 


dy 

du 


dy 

dx 


dy 

dx 


dy 

du 


dy 

du 


du 
dx' 


du , 
dx ' 


du _ ^ 
dx 


Si consideramos la derivada como una razon de cambio, nuestra intuicion nos permiti- 
ra ver que esta relacion es razonable. Si y =f (u) cambia a la mitad de velocidad que u, y 
u = g (x) cambia tres veces mas rapido que x, cabe suponer que y cambiara 3/2 veces mas 
rapido que x. Este efecto se parece mucho a un engranaje multiple (figura 3.26). 


EJEMPLO 2 

La funcion 

y = 9x 4 + 6x 2 + 1 = (3x 2 + l) 2 

es la composicion de y = u 2 y u = 3x 2 + 1. A1 calcular las derivadas, vemos que 

2m • 6x 

2(3x 2 + 1) • 6x 
36x 3 + 12x. 


dv ' du 
du dx 


A1 calcular la derivada a partir de la formula expandida, obtenemos 


dy 

dx 


J > 4 + fe 2+ ') 

36x 3 + 12x. 


Una vez mas, 


cfy'du = dy 
du dx dx ' 


La derivada de la funcion compuesta /(g(x)) en x es la derivada de / en g(x), multipli- 
cada por la derivada de g en x. Esto se conoce como la regia de la cadena (figura 3.27). 
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Composicion/° g 



FIG LIRA 3.27 Multiplicacion de razones de cambio. La derivada de / ° g en 
x es la derivada de/en g(x) por la derivada de g en x. 


TEOREMA 3 La regia de la cadena 

Si f(u) es diferenciable en el punto u = g(x), y g(x) es diferenciable en x, entonces 
la funcion compuesta (/ 0 g)(x) = f(g(x )) es diferenciable en x, y 

(/ ° g)'M = f'(g(x)) • g'{x ). 

En la notation de Leibniz, si y = f{u) y u = g(x), entonces 

<fy = cfy'du 

dx du dx ’ 

donde dy/du se evalua en u = g(x). 


"Prueba" intuitiva de la regia de la cadena: 

Sea Au el cambio en u correspondiente a un cambio de Ax en x, esto es, 

Am = g(x + Ax) — g(x) 

En consecuencia, el cambio correspondiente en y es 

Ay = f(u + An ) - f(u). 

Seria tentador escribir 


y tomar el limite cuando Ax —» 0: 

dy 

dx 


= Ay Am 

Ax Au Ax 


v A - v 
lim 

A . y -^0 Ax 
lim 

Ajc—»0 Am 
lim 

Ajc— >0 Am 

Ay 
lim —— 


An 

Ax 


lim 

A.v 


Au 
o Ax 


,, Am 

. . lim —- 

A«—»0 An Ax-*o Ax 


d)^du 

du dx ’ 


(1) 


(Observe que An —» 0 conforme 
Ax —» 0 ya que g es continua). 
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La unica falla en este razonamiento radica en que, en la ecuacion (1), podrla ocurrir que 
A u = 0 (aun cuando Ax A 0) y, por supuesto, no podemos dividir entre 0. La prueba ne- 
cesita un enfoque distinto para evitar esta falla; en la section 3.8 haremos una demostra- 
cion mas precisa. ■ 

EJEMPLO 3 Aplicacion de la regia de la cadena 

Un objeto se mueve a lo largo del eje x, de manera que su position en cualquier tiempo 
t & 0 esta dada por x(t) = cos {t 2 +1). Determinar la velocidad del objeto como una 
funcion de t. 

Solution Sabemos que la velocidad es dx/dt. En este caso, x es una funcion compuesta: 
x = cos(w) y u = t 2 + 1. Tenemos 

= — sen(u) x = cos («) 
du _ „ 2 , 

~r — At. U — t 1 + 1 

dt 

De acuerdo con la regia de la cadena, 

dx _ dx_ _ du 
dt du dt 

= — sen(w) • 2t ^evaluadoen u 

= —sen(t 2 + 1 ) • 21 
= - 2 tsen(t 2 + 1 ). 

Como vimos en el ejemplo 3, una dificultad al utilizar la notacion de Leibniz, es que no 
dice especificamente en donde deben evaluarse las derivadas. 


Regia "de afuera hacia adentro" 

Algunas veces ayuda pensar en la regia de la cadena de esta manera: si y = f(g(x)), en- 
tonces 

J x = f'(g(x)) -g'(x). 

En palabras, derivar la funcion de “afuera” (externa),/ y evaluarla en la funcion de “aden¬ 
tro” (interna), g(x); despues multiplicar por la derivada de la “funcion de adentro” (interna). 

EJEMPLO 4 Diferenciacion de afuera hacia adentro 
Derivar sen (x 2 + x) con respecto a x. 

Solucion 

sen (x 2 + x) = cos (x 2 + x) • (2x + 1) 

lo de adentro lo de aden- derivada de 

tro dejarlo lo de adentro 
igual 


Uso repetido de la regia de la cadena 

Algunas veces tenemos que usar la regia de la cadena dos o mas veces para encontrar una 
derivada. Veamos un ejemplo de tal situacion. 
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Biografia historica 

Johann Bernoulli 
(1667-1748) 


EJEMPLO 5 Cadena de tres eslabones 
Encontrar la derivada de g(t) = tan (5 - sen 2 1). 

Solucion Observe que, en este ejemplo, la tangente es una funcion de 5 - sen 2 1 , mien- 
tras que el seno es una funcion de 2 t, que a su vez es una funcion de t. De esta manera y de 
acuerdo con la regia de la cadena, 

g'U) = (tan (5 - sen 2 ?)) 

= sec 2 (5 — sen 2t)‘ J“(5 — sen 2/) 

= sec 2 (5 — sen 2t)- ^0 — cos2t-J^(2r) 

= sec 2 (5 — sen 2/) • (—cos2t) *2 
= — 2(cos 2t) sec 2 (5 — sen2t). 


Derivada de u con 
u — 5 — sen 2t 

Derivada de 5 — sen u 
con u = 2 1 


La regia de la cadena con potencias de una funcion 

Si/es una funcion diferenciable de u y si u es una funcion diferenciable de x, sustituyendo 
y = f(u) en la formula de la regia de la cadena 

dy = dydu 

dx du dx 


nos lleva a la formula 


d_ 

dx 


f(u) 


/'(h) 


du 
dx ’ 


Un ejemplo de como funciona este procedimiento es el siguiente: si n es un entero po- 
sitivo o negativo y /(«) = u n , las reglas de las potencias (reglas 2 y 7) nos dicen que 
/'(w) = . Si u es una funcion diferenciable de x, entonces podemos usar la regia de 

la cadena para extenderla a la regia de la cadena de potencias: 



nu 


n— 1 


du 
dx ’ 



= nu‘ 


i 


EJEMPLO 6 Aplicacion de la regia de la cadena de potencias 


(a) Jr;(5x 3 — x 4 ) 7 = 7(5x 3 — x 4 ) 6 J^(5x 3 — x 4 ) 

= 7(5x 3 - x 4 ) 6 (5 • 3x 2 - 4x 3 ) 
= 7(5x 3 - x 4 ) 6 (15x 2 - 4x 3 ) 

< b > I Grh) = - 2r ‘ 

= — l(3x - 2)- 2 ^(3x - 2) 

= — l(3x - 2)- 2 (3) 

= 3 

(3x - 2) 2 


Regia de la cadena de potencias con 
u = 5x 3 — x 4 , n = 1 


Regia de la cadena de potencias con 
u = 3x — 2, n = — 1 


En el inciso (b) tambien podriamos haber obtenido la derivada con la regia del co- 
ciente. 
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sen" x significa (senx)", n + — 1. 


EJEMPLO 7 Determinacion de pendientes de tangentes 

(a) Encontrar la pendiente de la recta tangente a la curva y = sen 5 x en el punto donde 
X = 7t/3 . 

(b) Demostrar que la pendiente de toda recta tangente a la curva y = 1/(1 — 2x) 3 es 
positiva. 


Solucion 


, dy , 4 d 

(a) ~r = 5 sen x • —r~ sen x 
ax ax 

= 5 sen 4 x cos x 


Regia de la cadena de potencias con u = sen x, n = 5 


La recta tangente tiene pendiente 


dy 

dx 


x = tt/3 



45 

32' 



I" - ^ 

-3(1 - 2x)- 4 -^(1 - 2x) 

-3(1 - 2x)- 4 -(-2) 

6 

(1 - 2x) 4 


Regia de la cadena de potencias con u = (1 — 2.x), n = —3 


En cualquier punto (x, y) de la curva, x ^ 1/2, y la pendiente de la recta tangente es 

dy = 6 

dx (l - 2x) 4 ’ 


que es cociente de dos numeros positivos. 


EJEMPLO 8 Radianes versus grados 

Es importante recordar que las formulas de las derivadas de sen x y cos x se obtuvieron ba- 
jo la suposicion de que x se media en radianes, no en grados. La regia de la cadena nos da 
una nueva interpretacion de la diferencia entre ambas unidades de medida. Como 180° = ir 
radianes, x° = ttx/ 180 radianes, donde x° se refiere al angulo x medido en grados. 

De acuerdo con la regia de la cadena, 


A 

dx 


d / 

TTX \ 

7T / 

TTX j 

TT 

-rsen 
ax \ 

,180/ 

180 C0S \ 

, 180 / 

~ 180 


Vea la figura 3.28. De manera similar, la derivada de cos(x°) es — (ir/180) sen(x°). 

El factor tt/ 180, estorboso en la primera derivada, representaria una complicacion 
al derivar repetidamente. Esto nos lleva a comprender de inmediato la ventaja de usar ra¬ 
dianes. 


Ecuaciones parametricas 

En lugar de describir una curva expresando la coordenada v de un punto P(x,y) en esta como 
una funcion de x, algunas veces es mas conveniente describir la curva expresando ambas 
coordenadas como funciones de una tercera variable t. La figura 3.29 muestra la trayecto- 
ria de una particula en movimiento, descrita por un par de ecuaciones x = fit) y y = g(t). 







196 Capi'tulo 3: Derivadas 



FIGURA 3.28 Sen(x°) oscila solamente tt/ 180 veces tanto como oscila senx. Su pendiente 
maxima es tt /\80 en x = 0. 



FIGURA 3.29 La trayectoria trazada 
por la particula que se mueve en el piano 
xy no siempre es la grafica de una 
funcion de x o una funcion de y. 


Para estudiar el movimiento, t denota usualmente el tiempo. Ecuaciones como estas son 
mejores que una formula cartesiana, porque nos indican la posicion de la particula (x, y) = 
(fit), g(t)) en cualquier tiempo t. 


DEFINICION Curva parametrica 

Si x y y estan dadas como funciones 

* = /(*), y = gf) 

en un intervalo de valores de t, entonces el conjunto de puntos (x, y) = (f(t ), g(t)) 
definido por estas ecuaciones es una curva parametrica. Las ecuaciones son 

ecuaciones parametricas de la curva. 


y 



FIGURA 3.30 Las ecuaciones x = cos t y 
y = sen t describen el movimiento sobre el 
circulo x 2 + y 2 = 1. La flecha muestra la 
direccion de crecimiento de t (ejemplo 9). 


La variable t es un parametro de la curva, y su dominio / es el intervalo del parame- 
tro. Si / es un intervalo cerrado, a ^ t ^ b,e 1 punto (/(«), g(a)) es el punto inicial de la 
curva. El punto (f(b), g(b)) es el punto final. Cuando damos ecuaciones parametricas y 
un intervalo del parametro de una curva, decimos que hemos parametrizado la curva. En 
conjunto, las ecuaciones y el intervalo constituyen una parametrizacion de la curva. 

EJEMPLO 9 Movimiento en un circulo, en sentido contrario a Las manecillas del reloj 
Graficar las curvas parametricas 

(a) x = cos t, y = sen t, 0 s ( < 2 rr. 

(b) x = a cos t, y = a sen t, 0 s t < 2 tt . 

Solucion 

(a) Como x 2 + y 2 = cos 2 1 + sen 2 1 = 1,1a curva parametrica esta a lo largo del circulo 
unitario x 2 + y 2 = 1. Conforme t crece de 0 a 2tt , el punto (x, y) = (cos t, sen t) em- 
pieza en ( 1 , 0 ) y traza el circulo completo una vez en sentido contrario al movimiento 
de las manecillas del reloj (figura 3.30). 

9 9 9 9 9 9 

(b) Para x = a cos t,y = a sen t, 0 s f < 2tt , tenemos xr + yr = a cos t + a sen" t = 
a 2 . La parametrizacion describe un movimiento que empieza en el punto (a, 0) y reco- 
rre el circulo x 2 + V 2 = a 2 una vez en sentido contrario al movimiento de las manecillas 
del reloj, regresando al punto (a, 0) en t = 2tt. 
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y = x 2 , x > 0 

\ ; 

p(Vt, t) 

t = 1 

\ 

/(l, 1) 

- 

0 Inicia en 
t = 0 

FIGURA 3.31 Las ecuaciones x = Vf 
y y = t y el intervalo 0 describen el 
movimiento de una particula que traza la 
mitad de la parabola derecha y = x 2 
(ejemplo 10). 


EJEMPLO 10 Movimiento a lo largo de una parabola 

La posicion P(x,y) de una particula que se mueve en el piano xy esta dada por las ecuacio¬ 
nes y el intervalo del parametro 

x = Vt, y = t, fa 0 . 

Identificar la trayectoria trazada por la particula y describir el movimiento. 

Solucion Intentamos identificar la trayectoria eliminando t de las ecuaciones x = Vt y 
y = t. Con algo de suerte, obtendremos una relacion algebraica reconocible entre xy y. 
Encontramos que 

y = t = ( Vt ) 2 = x 2 . 

En consecuencia, las coordenadas de la posicion de la particula satisfacen la ecuacion 
y = x 2 , de manera que la particula se mueve a lo largo de la parabola y = x 2 . 

Sin embargo, seria un error concluir que la particula recorre toda la parabola y = x 2 en 
su trayectoria; solo recorre la mitad de la parabola. La coordenada x de la particula nunca 
es negativa. La parabola empieza en (0, 0) cuando t= 0, y sube en el primer cuadrante con- 
forme t crece (figura 3.31). El intervalo del parametro es [0, oo) y no hay punto final. ■ 


EJEMPLO 11 Parametrizacion de un segmento de recta 

Encontrar la parametrizacion para el segmento de recta con extremos en (—2, 1) y (3, 5). 

Solucion Usando (-2, 1), creamos las ecuaciones parametricas 

x = —2 + at, y = 1 + bt. 

Estas ecuaciones representan una recta, como podemos ver al resolver cada una de ellas 
para t e igualarlas para obtener 

x + 2 = y ~ 1 

a b ■ 

Esta recta pasa por el punto (-2, 1) cuando t = 0. Determinamos a y b de manera que la 
recta pase por (3,5) cuando t = 1 . 

3 = —2 + a ==> a = 5 x = 3 cuando t = 1. 
5 = 1 + b => b = 4 y = 5 cuando t = 1. 

Por lo tanto, 

x = —2 + 5t, y = 1 + At, 0 ^ t ^ 1 

es una parametrizacion del segmento de recta con punto inicial en (-2, 1) y punto final en 
(3, 5). 


Pendientes de curvas parametrizadas 

Una curva parametrizada x = f(t) y y = g(t) es diferenciable en t si /'y son diferencia- 
bles en t. En un punto de una curva parametrizada diferenciable donde y tambien es una 
funcion diferenciable de x, las derivadas dy/dt, dx/dt y dy/dx se relacionan mediante la re¬ 
gia de la cadena: 

dy = <fy'dx 

dt dx dt ' 

Si dx/dt ^ 0, podemos dividir ambos lados de esta ecuacion entre dx/dt para despejar 
dy/dx. 
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Formula parametrica para dy/dx 


Si existen las tres derivadas y dx/dt A 0, 


dy dv/ dt 

( 2 ) 

dx dx/dt ' 


EJEMPLO 12 Diferenciacion con un parametro 

Si x = 2t +3 y y = t 2 — 1, encontrar el valor de dy/dx en t = 6 . 

Solucion La ecuacion (2) da dy/dx como una funcion de t: 

dy = dv/dt = 2t = _ x - 3 

dx dx/dt 2 2 

Cuando t = 6 , dy/dx = 6 . Observe que tambien podemos encontrar la derivada dy/dx como 
una funcion de x. 

EJEMPLO 13 Movimiento a Lo Largo de la elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 

Describir el movimiento de una particula cuya position P(x, y) en el tiempo t esta dada por 

x = a cos t, y = b sen t, 0 s t < 2tt . 

Encontrar la recta tangente a la curva en el punto (a/V^, b/V^), donde t = tt/ 4. (Am- 
bas constantes, ay b, son positivas.) 


Solucion Encontramos la ecuacion cartesiana para las coordenadas de la particula elimi- 
nando t de las ecuaciones 


cos t = 


x_ 
a > 


sent = 


y 
b ' 


La identidad cos 2 t + sen 2 t 


1 , nos lleva a 



x v 

^ = 1 . 

a 2 b 2 


Las coordenadas de la particula (x, y) satisfacen la ecuacion (x 2 /a 2 ) + O’ 2 / b 2 ) = 1, de ma- 
nera que la particula se mueve a lo largo de la elipse. Cuando / = 0, las coordenadas de la 
particula son 


x = acos(O) = a, y = bsen(0) = 0, 


asi que el recorrido empieza en (a, 0). Conforme t crece, la particula sube y se mueve 
hacia la izquierda, siguiendo una trayectoria en sentido contrario al movimiento de las ma- 
necillas del reloj. Recorre la elipse una vez, regresando a su punto inicial (a, 0) en / = 2 tt. 
La pendiente de la recta tangente a la elipse cuando t = tt/A es 


dy 


dx 


t = 7T / 4 


dv/dt 

dx/dt 


t=Trj 4 


b cos t 
—a sen t 


b/V2 
-a/V2 


f=7r/4 

_b 
a • 
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Encontrar d 2 y/dx 2 en terminos de t 

1. Expresary' = dy/dx en terminos de t. 

2. Encontrar dy'/dt. 

3. Dividir dy'/dt entre dx/dt. 


La recta tangente es 

b 

" V~2 

y 

O 

y = — \ x + \Z~2b . 

Si las ecuaciones parametricas definen y como una funcion doblemente diferenciable 
de x, podemos aplicar la ecuacion ( 2 ) a la funcion dy/dx = y' para calcular d 2 y/dx 2 como 
una funcion de ?: 



^Z = A( '\ = dy '/ dt 

dx 2 dx y dx/dt 


Ecuacion (2) con y' en lugar de y 


Formula parametrica para d 2 y/dx 2 

Si las ecuaciones x =f(t), y = g{t) definen y como una funcion doblemente dife¬ 
renciable de x, entonces cualquier punto donde dx/dt ^ 0 , 

d 2 y dy' / dt 

dx 2 dx/dt ' ^ 


EJEMPLO 14 Determinacion de d 2 y/dx 2 para una curva parametrizada 
Encontrar dry/dx 2 como una funcion de t si x = t — t 2 , y = t — t 3 . 


Solution 


1. Exprese y' = dy/dx en terminos de t. 

, = dy = dy/dt = l - 3 1 2 
y dx dx/dt 1 - 2 ? 

2. Derive y' con respecto a t. 


<¥_ = d _ ( 1 - 3 1 2 \ 

dt dt \ 1 — 2t ) 


2-6 1 + 6 1 2 
(1 - 2 1) 2 


Regia del cociente 


3. Divida dy'/dt entre dx/dt. 


d 2 v _ dy'/dt _ (2-6 1 + 6f 2 )/(l - 2?) 2 _ 2 - 6t + 6 1 2 
dx 2 dx/dt 1-2? (1 - 2?) 3 


Ecuacion (3) ■ 


EJEMPLO 15 Entrega de paquetes de emergencia 

Un avion de la Cruz Roja lanza paquetes con comida y medicamentos de emergencia para 
abastecer una zona de desastre. Si el avion descarga los paquetes justo por encima del ex- 
tremo de un campo abierto de 700 pies de largo, y si el cargamento se mueve a lo largo de 
la trayectoria 

x = 120? y y = —16? 2 + 500, ?>0 
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FIGURA 3.32 La trayectoria de la carga 
arrojada del ejemplo 15. 


6 los paquetes caeran en el campo? Las coordenadas de x y y estan medidas en pies, y el 
parametro t (tiempo desde la descarga) en segundos. Encontrar la ecuacion cartesiana para 
la trayectoria de descenso del cargamento (figura 3.32) y la razon de descenso del carga- 
mento en relacion con su movimiento hacia delante cuando toca el suelo. 


Solucion El cargamento toca el suelo cuando y = 0, lo que ocurre en el tiempo t cuando 
— 16t 2 + 500 = 0 


t = 


5V5 


-seg. 


Poniendo y = 0. 
t > 0 


La coordenada x en el tiempo de la descarga es x = 0. En el tiempo en que la carga toca el 
suelo, la coordenada x es 


x = 120/ = 120 



pies. 


Como 300V5 « 670.8 < 700, la carga si aterriza en el campo. 

Encontramos una ecuacion cartesiana para las coordenadas de la carga, eliminando t 
de las ecuaciones parametricas: 


y = -161 2 + 500 

= - 16 (ilo ) 2 + 500 


Ecuacion parametrica de y 

Sustituimos t de la 
ecuacion x = 120 1. 


900 x 


Una parabola 


La razon de descenso en relacion con el movimiento de la carga hacia delante cuando 
esta toca el suelo es 


dy 

dx 


dv/dt 


f= 5 V 5/2 dx/dt 
-32 1 


t= 5 V 5/2 


120 


t= 5 V 5/2 


2V5 


-1.49. 


En consecuencia, los paquetes estan descendiendo mas o menos 1.5 pies por cada pie de 
movimiento hacia delante cuando tocan el suelo. 



| x(t) = 2 

1 y(t) = 160f-16f 2 

y 


f *(t) = t 

t y(t) = 160f-16f 2 


APLICACI0N TECN0L0C Simulacion de movimiento en una recta vertical 

Las ecuaciones parametricas 

x(t) = c, y{t) = f(t ) 

iluminaran pixeles a lo largo de la recta vertical x = c. Si fit) denota la altura del movi¬ 
miento de un cuerpo en el tiempo t, graficar x{t), y(t)) = ( c,f{t )) simulara el movimiento 
real. Intentelo con la roca del ejemplo 5, seccion 3.3 con, digamos, x{t) = 2 y y{t) = 160 1 
- I6t 2 en modo de puntos con t pasos de 0.1. ( ',A que se debe que varie el espaciamiento 
entre los puntos? ( ',Por que la graficadora parece detenerse al alcanzar la parte superior? 
(Intente graficar para 0 0 < t < 5 y 5 < / < 10 por separado). 

Para un segundo experimento, grafique las ecuaciones parametricas 

x{t) = t, y(t) = 160/ — 16/ 2 


en modo punto 
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junto con la recta vertical que Simula el movimiento, nuevamente en modo de puntos. 
Use lo que aprendimos acerca del comportamiento de la roca a partir de los calculos del 
ejemplo 5 para escoger un tamano de ventana donde se vea todo el comportamiento in- 
teresante. 


Parametrizaciones estandares y reglas de diferenciacion 


CiRCULO x 2 + y 2 = a 2 \ 

x = a cos t 
y = a sen t 
0 < t < 277 


x 2 y 

Elipse —r + = 1: 

a 2 b 2 

x = a cos t 
y = b sen t 
0 <l< 277 


Funcion y = /(x): 


Derivadas 


x = t 

y = fit) 


dy dy/ dt 
dx dx/dt ’ 


d 2 y dy'/dt 
dx 2 dx/ dt 


EJERCICIOS 3.5 


Calculo de derivadas 

En los ejercicios 1 a 8, dadas y = f(u) y u = g(x), encuentre 
dy/dx =f'(g(x))g'(x). 

1 . y = 6u — 9, u — (l/2)x 4 2 . y = 2m 3 , u = 8 x — 1 
3. y — sen u, u = 3x + 1 4 . y = cos u, u = —x/3 

5 . y — cos u, u = senx 6 . y — sen u, u = x — cosx 

7 . y — tanu, u = lOx — 5 8. y = —seen, u = x 2 + lx 

En los ejercicios 9 a 18, escriba la funcion en la forma y — f(u ) y u = 

g(x). Despues encuentre dy/dx como una funcion de x. 


9. y = (2x + l ) 5 


10. y = (4 - 3x ) 9 


11 . v = 1 - 


13. y = V + x — y 


12. , - 2 - l 


u - y -1 f + h 


15. y = sec(tanx) 16. y = cot( tt - y 

17. y = sen 3 x 18. y = 5cos~ 4 x 

Determine las derivadas de la funciones en los ejercicios 19 a 38. 


19. p = V3^ 


20 . q = V 2 r - 


4 4 

21. s = —sen 37 + .— cos 5 1 

377 077 


, 3777 \ / 377 1 

22. 5 = sen l I + cos I 


23. r = (csc0 + cote) 1 24. r = -(seed + tanfl) 1 

25. y = x 2 sen 4 x + x cos~ 2 x 26. y = 4 sen -5 x — /r cos 3 x 

3 


27. y = ^(3x-2) 2 + ( 4 - ^ 


28. y = (5 - 2x)- j + g I * + 1 


29. y = (4x + 3) 4 (x + l) -3 30. y = (2x - 5) -1 (x 2 - 5x) 6 

31. h(x) = xtan( 2 Vx) + 7 32. k(x) = x 2 sec^y^ 

m - (rf^) 2 34. M - (HT)" 

35. r = sen (0 2 ) cos (20) 36. 7 = secVdtan 


37. q = sen 


^V? + i 

En los ejercicios 39 a 48, encuentre dy/dt 


., sent 
38. q = cot I —— 


39. y = sen 2 (777 — 2 
41. y = (1 + cos 27) ' 


40. y = sec 2 77 7 
42. y = (1 + cot(7/2)) 
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43. y = sen(cos(2t — 5)) 

45. P = (l + tan 4 (,Q) 

47. y = V 1 + cos ( t 2 ) 

Segunda derivada 

Encuentre y" en los ejercicios 49 a 52. 

49. y = ^1 + 50 . y = (l - Vx)^ 1 

51 . y = ^cot(3x — 1) 52 . y = 9 tan 

Determinacion de valores numericos 
de las derivadas 

En los ejercicios 53 a 58, encuentre el valor de (/ ° g)' en el valor 
dado de x. 

53. f(u) = u 5 + 1, u = g(x) = Vx, x = 1 

54. f(u) = 1 - u = g(x) = t - , x = -1 

55. /(«) = cot^J, m = g(x) = 5Vx, x = 1 

56. /(«) = U 4-'—, M = g(x) = 7TX, x = 1/4 

cos 4 M 

2 // -j 

57. f(u) = —^-, u = g(x) = 10x 2 + x + 1, x = 0 

u + 1 

58. f(u) = , u = g(x) = ^ - 1, x = -1 

59. Suponga que las funciones fy g y sus derivadas con respecto a x 


tienen los valores siguientes enx = 2yx = 3. 


X 

fix) 

g(x) 

fix) 

g’(x) 

2 

8 

2 

1/3 

-3 

3 

3 

-4 

2tt 

5 


44. y = cos I 5 sen 


46. y = ^(l + cos 2 (7t)) 3 
48. y = 4 sen (vTTVi) 


Encuentre las derivadas con respecto a x de las combinaciones 
siguientes en el valor dado de x. 

a. 2/(x), x = 2 b. /(x) + g(x), x = 3 

c. /W'g(x), x = 3 d. f(x)/g(x), x = 2 

e- f(g(x)), x = 2 f. \//(x), x = 2 

g- = 3 h. V/ 2 (x) + g 2 (x), x = 2 


60. Suponga que las funciones/y g y sus con derivadas con respecto 


a x tienen los valores siguientes en x = 0 y x = 1. 


X 

fix) 

gix) 

fix) 

g’ix) 

0 

1 

1 

5 

1/3 

l 

3 

-4 

-1/3 

-8/3 


Encuentre las derivadas con respecto a x de las combinaciones 
siguientes en el valor dado de x. 

a. 5/(x) - g(x), x = 1 b. /(x)g 3 (x), x = 0 

/(x) 

c - g(x) + ! - ^ = 1 d - /feW). JC = 0 

e- g(/(x)), x = 0 f. (x 11 + /(x)/ 2 , x = 1 

g- f(x + g(x)), x = 0 

61. Determine ds/dt cuando 6 = 3ir/2six = cos 9 y dd/dt = 5. 

62. Encuentre dv/dt cuando x = 1 si y = x 2 + lx — 5 y 
dx/dt = 1/3. 

Eleccion en la composicion 

^Que sucede si se puede escribir una funcion como una composicion 
de distintas maneras? ^Se obtiene la misma derivada en cada caso? La 
regia de la cadena dice que si. Intentelo con las funciones de los ejer¬ 
cicios 63 y 64. 

63. Encuentre dv/dx si y = x usando la regia de la cadena con y 
como una composicion de 

a. y = («/5) + 7 y u = 5x — 35 

b. y = 1 + (l/u) y « = l/(x — 1). 

64. Encuentre dy/dx si y = x 3 / 2 usando la regia de la cadena cony 
como una composicion (compuesta) de 

a. y = m 3 y u = Vx 

b. y = Vu y h = x 3 . 

Tangentes y pendientes 

65. a. Encuentre la tangente a la curva y = 2 tan(irx/4) enx = 1. 
b. Pendientes en la curva tangente /.Cual es el valor minimo 

que puede tener la pendiente de la curva en el intervalo 
—2 < x < 2? Justifique surespuesta. 

66. Pendientes en las curvas seno 

a. Determine las ecuaciones para las tangentes a las curvas y = 
sen 2x y y = -sen(x/2) en el origen. ^Hay algo especial en la 
manera como se relacionan las tangentes? Justifique su res- 
puesta. 

b. iQue puede decirse acerca de las tangentes de las curvas y = 
sen mx y y = -sen(x//wj en el origen (m es una constante # 0)? 
Justifique su respuesta. 

c. Para una m dada, ^cuales son los valores maximos que 
pueden tener las pendientes de las curvas y = sen mx y 
y = -sen(x/m)? Justifique su respuesta. 

d. La funcion y = sen x completa un periodo en el intervalo 

[0, 2tt\ , la funcion y = sen 2x completa dos periodos, la fun¬ 
cion y = sen(x/2) completa medio periodo, y asi sucesivamen- 
te. iHay alguna relacion entre el numero de periodos que 
completa y = sen mx en [0, 2 tt] y la pendiente de la curva y = 
sen mx en el origen? Justifique su respuesta. 

Determinacion de ecuaciones cartesianas 
a partir de ecuaciones parametricas 

En los ejercicios 67 a 78 se dan las ecuaciones parametricas e interva- 
los del parametro para el movimiento de una partlcula en el piano xy. 
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Identifique la trayectoria de la particula, encontrando una ecuacion 
cartesiana para ella. Grafique la ecuacion cartesiana. (Las graficas va- 
riaran segun la ecuacion que se utilice). Indique la parte de la grafi- 
ca trazada por la particula y la direccion del movimiento. 

67. x = cos 2 1, y = sen 2f, 0 £ t £ it 

68. x = cos (77 — t), y = sen(ir — t), 0 £ f s tt 

69. x = 4 cos t, y — 2 sen t, 0£i£ 2 t t 

70. x = 4 sen t, y = 5 cos t, 0 £ ( £ 2ir 

71. x = 3 1, y = 9f 2 , -00 < t < 00 

72. x = — Vt, y — t, (20 

73. x = 2t — 5, y = At - 1, -00 < t < 00 

74. x = 3 — 3 1, y = 2r, 0 s t < 1 

75. x = t, y = Vl - t 2 , -1 < t < 0 

76. x = VV + 1, y = Vt, t & 0 

77. x = sec 2 t — 1, y = tant, —tt/2 < t < -7r/2 

78. x = —sect, y = tant, —ir/2 < t < ir/2 

Determination de ecuaciones parametricas 

79. Encuentre las ecuaciones parametricas y un intervalo del parame- 
tro para el movimiento de una particula que empieza en (a, 0) y 
traza el circulo x 2 + y 2 = a 2 

a. una vez en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj. 

b. una vez en sentido contrario a las manecillas del reloj. 

c. dos veces en el sentido de las manecillas del reloj. 

d. dos veces en sentido contrario a las manecillas del reloj. 

(Hay muchas maneras de hacerlo, asi que sus respuestas podrian 
diferir de las que se dan al final del libro). 

80. Determine las ecuaciones parametricas y un intervalo del parame- 
tro para el movimiento de una particula que empieza en ( a , 0) y 
traza la elipse (x 2 /a 2 ) + {y 2 /b 2 ) = 1 

a. una vez en el sentido de las manecillas del reloj. 

b. una vez en sentido contrario a las manecillas del reloj. 

c. dos veces en el sentido de las manecillas del reloj. 

d. dos veces en sentido contrario a las manecillas del reloj. 
(Como en el ejercicio 79, hay muchas respuestas correctas). 

En los ejercicios 81 a 86, encuentre una parametrizacion para la curva 
indicada. 

81. el segmento de recta con extremos (-1, -3) y (4, 1). 

82. el segmento de recta con extremos (-1, -3) y (3, -2). 

83. la mitad inferior de la parabola x — 1 =y 2 

84. la mitad izquierda de la parabola y = x 2 + 2x 

85. el rayo (media recta) con punto inicial (2, 3), que pasa por el pun- 
to (-1,-1) 

86. el rayo (media recta) con punto inicial (-1, 2), que pasa por el 
punto (0, 0) 

Tangentes a curvas parametrizadas 

En los ejercicios 87 a 94, encuentre una ecuacion para la recta tangente 
a la curva en el punto definido por el valor de t dado. Tambien deter¬ 
mine el valor de r^y/r/x 2 en ese punto. 


87. x = 2 cos t, y = 2 sen t, t = ir/4 

88 . x = cos t, y = V~3 cos t, t = 2-77/3 

89. x — t, y = Vt, t = 1/4 

90. x = -Vt + 1, y = VTt, t = 3 

91. x = 2t 2 + 3, y = t 4 , t = -1 

92. x = t — sent, y = 1 — cost, t = -tt/3 

93. x = cos t, y = 1 + sen t, t — tt/2 

94. x = sec 2 t — 1, y = tan t, f = — 77-/4 

Teoria, ejemplos y aplicaciones 

95. Funcionamiento demasiado rapido de maquinaria Suponga 
que un piston describe un movimiento recto hacia arriba y hacia 
abajo, y que su posicion en el tiempo t segundos es 

s = A cos(2rrht), 

con Ay b positivos. El valor de A es la amplitud del movimiento, 
y el de b es la frecuencia (el numero de veces que el piston se 
mueve hacia arriba y hacia abajo en cada segundo). <(Que efecto 
tendra duplicar la frecuencia en la velocidad, aceleracion y sacu- 
dida del piston? (Una vez que lo descubra sabra por que la maqui¬ 
naria se descompone cuando funciona demasiado rapido). 

96. Temperaturas en Fairbanks, Alaska La grafica de la figura 
3.33 muestra la temperatura promedio, en grados Fahrenheit, en 
Fairbanks, Alaska, durante un ano tipico de 365 dias. La ecuacion 
que aproxima la temperatura el dia x es 

+ 25. 

a. ^,En que dia la temperatura se incrementa mas rapido? 

b. ^Alrededor de cuantos grados por dia aumenta la temperatura 
cuando el incremento se da mas rapido? 


y 



y = 37 sen 


2tt 

365 


(x - 101) 


FIGURA 3.33 Temperatura media normal del aire en 
Fairbanks, Alaska, trazada como puntos de datos, y la 
funcion de aproximacion seno (ejercicio 96). 

97. Movimiento de una particula La posicion de una particula que 
se mueve a lo largo de una recta coordenada es s = Vl + At, 
con s en metros y t en segundos. Determine la velocidad y la ace¬ 
leracion de la particula en t = 6 seg. 

98. Aceleracion constante Suponga que la velocidad de un cuerpo 
en caida es v = kVs m/seg (k es una constante) en el instante 
que el cuerpo ha caido s m desde el punto de inicio. Muestre que 
la aceleracion del cuerpo es constante. 
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99. Caida de un meteorito La velocidad de un meteorito pesado 
que entra en la atmosfera terrestre es inversamente proporcional 
a Vj cuando esta a s kilometres del centro de la Tierra. Muestre 
que la aceleracion del meteorito es inversamente proporcional a s 2 . 

100. Aceleracion de una partlcula Una partlcula se mueve a lo 
largo del eje x con velocidad dx/dt =/(x). Muestre que la acele¬ 
racion de la partlcula es f(x)f'(x). 


para h = 1.0, 0.7 y 0.3. Experimente con otros valores de h. 
^Que pasa cuando h~* 0? Explique este comportamiento. 

El Las curvas en los ejercicios 107 y 108 se Hainan curvas de Bowditch o 
figuras de Lissajous. En cada caso, encuentre el punto en el interior 
del primer cuadrante, donde la tangente de la curva es horizontal y de¬ 
termine las ecuaciones de las dos tangentes en el origen. 


101. La temperatura y el periodo de un pendulo En el caso de 
oscilaciones de amplitud pequena (balanceos cortos), podemos 
modelar sin problema la relacion entre el periodo T y la longitud 
L de un pendulo simple con la ecuacion 



donde g es la aceleracion constante de la gravedad en el lugar don¬ 
de esta el pendulo. Si medimos g en centimetres por segundo al 
cuadrado, mediremos L en centimetres y T en segundos. Si el 
pendulo es metalico, su longitud variara con la temperatura, au- 
mentando o disminuyendo a una razon aproximadamente pro¬ 
porcional a L. En slmbolos, si u es la temperatura y A la constante 
de proporcionalidad, 


Suponiendo que este es el caso, muestre que la razon a la que 
cambia el periodo del pendulo respecto a la temperatura es AT/2. 

102. Regia de la cadena Suponga que f(x) = x 2 y g(x) - |x|. En- 
tonces, ambas composiciones 



Use la regia de la cadena para demostrar que la regia de potencias 
(d/dx)x n = nx"~ l se cumple para las funciones x" en los ejercicios 
109 y 110. 

109. x 1 / 4 = VVx 110. x 3/4 = VxVx 

EXPL0RACI0NES CON C0MPUTAD0RA 

Polinomios trigonometricos 

111. Como muestra la figura 3.34, el “polinomio” trigonometrico 
5 = f(t) = 0.78540 - 0.63662 cos 2t - 0.07074 cos 6 1 


if ° g)(x) = M 2 = x 2 y ig ° f )to = lx 2 ! = x 2 


—0.02546 cos lOt — 0.01299 cos 14 1 


son diferenciables en x = 0 aun cuando g no sea diferenciable en 
x = 0. ^Esto contradice la regia de la cadena? Explique. 

103. Tangentes Suponga que u = g(x) es diferenciable en x = 1, y 
que y = f(u) es diferenciable en u — g(l). Si la grafica de 
y = f(g(x)) tiene una tangente horizontal en x = 1, ^podemos 
concluir algo sobre la tangente a la grafica de g en x = 1 o sobre 
la tangente a la grafica de/en u = g( 1)? Justifique su respuesta. 

104. Suponga que u = g(x) es diferenciable en x = -5, y =f(u) es dife¬ 
renciable en u -g(-5) y (/ ° g)'(— 5) es negativa. ^Puede decir- 
se algo sobre de los valores de g'(—5) y f'(g(— 5))? 

105. La derivada de sen 2x Grafique la funcion y = 2 cos 2x para 
—2 < x < 3.5. Despues, grafique en la misma pantalla 


da una buena aproximacion de la funcion serrucho s = g{t) en el 
intervalo [—77,77], iQue tan bien aproxima la derivada de / a la 
derivada de g en los puntos donde dg/dt esta definida? Para en- 
contrarlo, lleve a cabo los pasos siguientes. 

a. Grafique dg/dt (donde este definida) en [— 77, 77]. 

b. Encuentre df/dt. 

c. Grafique df/dt. ^En donde la aproximacion de dg/dt por 
df/dt parece ser mejor? ^.En donde parece menos buena? 

Las aproximaciones mediante polinomios trigonometricos 
son importantes en las teorlas del calor y de oscilacion pero, 
como veremos en el ejercicio siguiente, no debemos esperar 
mucho de ellas. 


sen 2(x + h) — sen 2x 


para h = 1.0, 0.5, Experimente con otros valores de h, incluyen- 
do valores negativos. iQue pasa cuando h—* 0? Explique este 
comportamiento. 

106. La derivada de cos(x 2 ) Grafique y = -2x sen(x 2 ) para —2 £ x 
< 3. Despues, grafique en la misma pantalla 

cos ((x + h) 2 ) — cos (x 2 ) 



FIGURA 3.34 La aproximacion de la 
funcion serrucho por un “polinomio” 
trigonometrico (ejercicio 111). 
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112. ( Continuation del ejercicio 111). En el ejercicio 111, el polino- 
mio trigonometrico f(t) que aproxima la funcion serrucho g{t) en 
[-77, tt] tenia una derivada que aproximaba la derivada de la fun¬ 
cion serrucho. Sin embargo, es posible que un polinomio trigo¬ 
nometrico aproxime una funcion de manera razonable y que, al 
mismo tiempo, su derivada no aproxime tan bien la derivada de 
la funcion. Como ejemplo, el “polinomio” 

5 = h{t) = 1.2732 sen 2t + 0.4244 sen 6f + 0.25465 sen lOf 
+ 0.18189 sen 14? + 0.14147 sen 18f 

graficado en la figura 3.35, aproxima la funcion escalonada 
s = k(t). No obstante la derivada de h no se parece a la derivada 
de k. 


s 



FIGURA 3.35 La aproximacion de una 
funcion escalonada por un “polinomio” 
trigonometrico (ejercicio 112). 


a. Grafique dk/dt (donde este definida) en [-77, 77]. 

b. Encuentre dh/dt. 

c. Grafique dh/dt para ver lo mal que se ajusta a la grafica de 
dk/dt. Comente lo que ve. 

Curvas parametrizadas 

Use un software matematico para realizar los pasos siguientes en las 
curvas parametrizadas de los ejercicios 113-116. 

a. Grafique la curva para el intervalo dado de los valores de t. 

b. Encuentre dy/dx y d 2 y/dx 2 en el punto t 0 . 

c. Encuentre una ecuacion para la recta tangente a la curva en 
el punto definido por el valor dado f 0 . Grafique juntas la cur¬ 
va y la recta tangente. 


113. 

X = 

1 3 

3*’ - v = 

-t 2 
2 ’ 

II 

O 

VI 

-K* 

VI 

0 

1/2 



114. 

X = 

21 3 - 16f 2 

+ 25 1 +5, y — + t 

- 3, 

0 < t 

< 6, 


*0 = 

3/2 






115. 

X = 

t — cos t. 

y = 

1 + sen t, —77 £ t 

— 7 T, 

to — 

77/4 

116. 

X = 

e‘ cos t, y 

= e‘ 

sen t, 0 s ( < 77 , 

to = 

77/2 



3.6 


Diferenciacion implicita 


y 



Casi todas las funciones de las que hemos hablado hasta aqui se han definido mediante 
una ecuacion de la forma y =fix) que expresa _v explicitamente en terminos de la variable 
x. Hemos aprendido reglas para derivar funciones definidas de esta manera. En la seccion 
3.5 tambien aprendimos como encontrar la derivada dy/dx, cuando la curva esta definida 
parametricamente, mediante las ecuacionesx = x(t) y y=y(t). Una tercera situacion ocurre 
cuando encontramos ecuaciones como 

x 2 + y 2 — 25 = 0, y 2 — x = 0, o x 3 + y 3 — 9xy = 0. 

(Vea las figuras 3.36, 3.37 y 3.38). Estas ecuaciones definen una relacion implicita entre 
las variables x y y. En algunos casos, podremos despejar y de tales ecuaciones como una 
funcion explicita (o quizas como varias funciones) de x. Cuando no es posible dar a la 
ecuacion F(x, y) = 0 la forma y = f(x ) para derivarla de la manera usual, tal vez se pueda 
encontrar dy/dx mediante diferenciacion implicita. Esto consiste en derivar ambos lados 
de la ecuacion con respecto a x y despues resolver la ecuacion resultante para y' . En esta 
seccion se describe la tecnica, misma que utilizaremos para extender la regia de potencias 
para diferenciacion con el proposito de que incluya exponentes racionales. En los ejemplos 
y ejercicios de esta seccion siempre se supondra que la ecuacion dada determinay implici- 
tamente como una funcion diferenciable de x. 


FIGURA 3.36 El circuit) combina las 
graficas de dos funciones. La grafica de y 2 
es el semicirculo inferior, y pasa por 
(3, -4). 


Funciones definidas implicitamente 

Empecemos con un ejemplo. 
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FIGURA 3.37 La ecuacion y 2 -x = 0 o 
y 2 = x como se suele escribir, define dos 
funciones diferenciables de x en el 
intervalo x a 0. El ejemplo 1 muestra 
como encontrar las derivadas de estas 
funciones sin resolver la ecuacion y 2 = x 
para x. 


y 



FIGURA 3.38 La curva x 2 + y 2 - 9xy = 0 

no es la grafica de ninguna funcion de x. 
Sin embargo, la curva se puede dividir en 
arcos separados que son las graficas de 
funciones de x Esta curva en particular, 
llamada folium, fire descrita por Descartes 
en 1638. 


EJEMPLO 1 Diferenciacion impil'dta 
Encontrar dy/dx si y 2 = x. 

Soludon La ecuacion y 1 = x define dos funciones diferenciables de x que podemos en¬ 
contrar, a saber, y\ = Vi y y 2 = ~ Vx (figura 3.37). Sabemos como calcular la derivada 
de cada una de ellas para x > 0: 

dv\ _ l dy 2 __l 

dx 2Vx y dx 2Vx ' 


Pero supongamos que solo sabemos que la ecuacion y 2 = x define y como una o mas fun¬ 
ciones diferenciables de x para x > 0, sin saber exactamente como son estas funciones. ( ',Es 
posible encontrar dy/dx en tales condiciones? 

La respuesta es si. Para encontrar dy/dx simplemente derivamos ambos lados de la 
ecuacion y 2 = x con respecto a x, tratando a y = /(x) como una funcion diferenciable 
de x: 


2 

y = x 
dy 

2 ^ =1 


La regia de la cadena da — (y 2 ) = 

|[/(*)r= 2 / W /' W =2,f 


dx' 


dy = j_ 

dx 2y ’ 


Esta formula da las derivadas que calculamos para ambas soluciones explicitas, y\ = Vx 
y yi = -Vx: 


dy\ _ l _ l dy^ _ j_ _ i _i_ 

dx 2y, 2Vx y dx 2 y 2 2 (-Vx) 2Vx ‘ 


EJEMPLO 2 Pendiente de un circulo en un punto 

Encontrar la pendiente del circulo x 2 + _v 2 = 25 en el punto (3, -4). 


Soludon El circulo no es la grafica de una sola funcion de x. Ma s bien es la combina- 
cion de dos graficas de funciones diferenciables yi = V25 — x 2 y y 2 = — V25 — x 2 
(figura 3.36). El punto (3, -4) esta en la grafica de y 2 de manera que podemos encontrar la 
pendiente calculando explicitamente: 


dy 2 

dx 


i=3 


—2x 


2V25 - x 2 


x=3 


-6 

2V25 - 9 


3 

4 ' 


Pero tambien podemos resolver el problema mas facilmente, derivando implicitamente la 
ecuacion dada del circulo con respecto a x: 


d_ 

dx 




2x + 



dy 

dx 



0 


x 

V 


La pendiente en (3, -4) es — ^ 


(3,-4) 



3 

4 • 
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Observe que, a diferencia de la formula de la pendiente para dy 2 /dx, que solo se aplica 
a los puntos que estan debajo del eje x, la formula dy/dx = —x/y se aplica a todos los 
puntos donde el circulo tiene una pendiente. Observe tambien que la derivada involucra 
ambas variables, x y y, no solo a la variable independiente x. 



FIGURA 3.39 La grafica de 

+ senxy del ejemplo 3. El ejemplo 
muestra como encontrar las pendientes en 
esta curva definida implicitamente. 


Para calcular las derivadas de otras funciones definidas implicitamente, procedemos 
como en los ejemplos 1 y 2. Tratamos a y como una funcion implicita diferenciable de x y 
aplicamos las reglas usuales de diferenciacion a ambos lados de la ecuacion definida. 


EJEMPLO 3 Diferenciar implicitamente 
Lncontrar dy/dx si y 2 = x 2 + sen xy (figura 3.39). 


Solucion 


dv 


y 2 = x 2 + sen xy 


dx 


M = + i( sen ^) 


dx 


2 y% = 2x + (cos xy)j-{xy) 


dx ' 


dx 

dv ( dy 

2y ~ck = 2x + ( cos w + x dZ 


dx 


dy 


2 y-j^ — (cosxy)(x^ ] = 2x + (cosxy)y 


dx 


Diferenciar ambos lados con 
respecto ax... 

... tratar a y como una 
funcion de x y usar la regia 
de la cadena 

Tratar a xy como un producto. 


Agrupar los terminos con dy/dx... 


(2y — xcosxy) 


dy 

dx 


2 x + y cos xy 


... y factorizar dy/dx. 


dy 2x + y cos xy 
dx 2y — xcosxy 


Resolver para dy/dx dividiendo. 



Observe que la formula para dy/dx se aplica dondequiera que la curva definida implicita¬ 
mente tenga una pendiente. Observe asimismo que la derivada no solo involucra la varia¬ 
ble independientementex, sino a ambas variables, xyy. 


Diferenciacion implicita 

1. Diferenciar ambos lados con respecto ax, tratando ay como una funcion dife¬ 
renciable de x. 

2. Agrupar los terminos con dy/dx en un lado de la ecuacion. 

3. Resolver para dy/dx. 


FIGURA 3.40 El perfil de una lente, 
mostrando la refraccion de un rayo de luz 
conforme pasa a traves de su superficie. 


Lentes, tangentes y rectas normales 

En la ley que describe como cambia de direccion la luz conforme entra en una lente, los 
angulos importantes son aquellos que hace la luz con la recta perpendicular a la superficie 
de la lente en el punto de entrada (angulos A y B en la figura 3.40). La recta se llama la 
normal a la superficie en el punto de entrada. Si vemos la lente de perfil, como en la figu¬ 
ra 3.40, la normal es la recta perpendicular a la tangente a la curva del perfil en el punto 
de entrada. 
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FIGURA 3.41 El ejemplo 4 muestra 
como encontrar las ecuaciones para la 
tangente y la normal del folium de 
Descartes en (2, 4). 


EJEMPLO 4 Tangente y normal al folium de Descartes 

Mostrar que el punto (2, 4) esta en la curva x 3 +y 3 - 9xy = 0. Despues, encontrar la tangen¬ 
te y la normal a la curva en ese punto (figura 3.41). 


Solucion El punto (2, 4) esta en la curva, ya que sus coordenadas satisfacen la ecuacion 
dadapara esta: 2 3 + 4 3 - 9(2)(4) = 8 + 64 - 72 = 0. 

Para encontrar la pendiente de la curva en (2, 4), primero usamos diferenciacion im- 
plicita para encontrar una formula para dy/dx: 


x 3 + y 3 — 9xy = 0 


dx ' 




dx 


dx 


dy 


dy 


dx 


3r+ 3 ^ t x - 9 \x± + y^ \ = ° 


dx 


dx 


(3y 2 - 9x) ^ + 3x 2 - 9y = 0 


Diferenciar ambos lados 
con respecto a x. 

Tratar xy como un 
producto y a y como una 
funcion de x. 


3 iy 2 - 3x) = 9y - 3x 2 

dy 3v — x 2 

-j- = -. 

dx y — 3x 


Despues evaluamos la derivada en (x, y) = (2, 4): 


dy 

dx 


3 y 


(2,4) y 


3x 


(2, 4) 


3(4) - 2 2 = _8_ = 4 
4 2 - 3(2) 10 5' 


La tangente en (2, 4) es la recta que pasa por (2, 4) con pendiente 4/5: 

y = 4 + f ( x ~ 2 ) 


4 , 12 

y = 5* + -y- 


La normal a la curva en (2,4) es la recta perpendicular a la tangente en dicho punto, la rec¬ 
ta que pasa por (2, 4) y tiene pendiente — 5/4: 


y 



(x - 2) 



La formula cuadratica nos permite resolver una ecuacion de segundo grado como 
y 2 — 2xy + 3x 2 = 0 para v en terminos de x. Hay una formula para las tres ralces de una 
ecuacion cubica, que es como la formula cuadratica, pero mucho mas complicada. Si se 
usa esta formula para resolver la ecuacion x 3 + y 3 = 9xy para y en terminos de x, las tres 
funciones determinadas por la ecuacion son 


y = fix) 



~ - 27x 3 + 
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y 


y = 


1 

2 


-f(x) ± 




- 27x 3 



En el ejemplo 4 fue mucho mas facil usar diferenciacion implicita que calcular dy/dx 
directamente a partir de las formulas anteriores. Para encontrar las pendientes en curvas 
definidas por ecuaciones de grado superior, por lo general, se requiere diferenciacion im¬ 
plicita. 


Derivadas de orden superior 

Tambien podemos usar la diferenciacion implicita para encontrar derivadas de orden supe¬ 
rior. Veamos un ejemplo. 

EJEMPLO 5 Encontrar impli'citamente una segunda derivada 
Encontrar dry/dx 2 si 2x J — 3 y 2 = 8. 


Solucion Para empezar, derivamos ambos lados de la ecuacion con respecto a x para en¬ 
contrar _>>' = dy/dx. 

K 2 * 1 - 3 -’’ 2 ) -l< 8 > 

6x 2 — 6 yy' = 0 Tratar y como una funcion de x. 

x 2 — yy' = 0 
x 2 

y' — -y, cuando y A 0 


Ahora aplicamos la regia del cociente para encontrar y" . 

2xy - x 2 y' 2x 


dx \y 


y 


y 


r 


Finalmente, sustituimos y' = x l /y para expresar y" en terminos de x y y. 


" — 2 x_£^.|^| _ 2 x x 4 


cuando _v A 0 


Potencias racionales de funciones dlferenciables 

Sabemos que la regia 


dx 


x" = nx n 1 


se satisface cuando n es un entero. Usando diferenciacion implicita podemos probar que 
tambien se satisface cuando n es cualquier numero racional. 


TEOREMA 4 Regia de potencias para potencias racionales 

Si p/q es un numero racional, entonces x p ^ q es diferenciable en todo punto inte¬ 
rior del dominio de x, y 

— x p/i = — v-OV ?)- 1 
dx q 
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EJEMPLO 6 Uso de La regia de potencias racionales 


(a) 

d_ 

dx 

b 1 ' 2 ) 

= 1 x -l/2 = 1 

2 2Vx 

parax > 0 


(b) 

d_ 

dx 

b 2/3 ) 

= -x -1 / 3 

3 X 

parax ^ 0 


(c) 

d 

dx 

ti 4 ' 3 ! 

m 

1 

H 

|cn 

1 

II 

parax ^ 0 

• 


Demostracion del teorema 4 Sean p y q enteros con q > 0 y supongamos que 
y = ~^lx? =x p / q . Entonces 


y * = x e 


Como p y q son enteros (para los que ya tenemos la regia de potencias), y suponiendo que 
y es una funcion diferenciable de x, podemos derivar ambos lados de la ecuacion con res- 
pecto a x y obtener 


qy 


-i <fy 

dx 


px y 


Si y ^ 0, podemos dividir ambos lados de la ecuacion entre qy q 1 para resolver para dy/dx, 
obteniendo 


dy px p 1 
dx qy qi 

= p * P ~ l 
? ’( x p /«)* _1 

_ P x p ' L 
d xP-p/i 

= P-. X (P-V-(P-Plq) 
q x 

= —. x (plq)~ l 
q x 


y = 

P, n p 

q{q ~ 1) =p - q 


Una ley de exponentes 


lo cual prueba la regia. ■ 

En el capitulo 7, dejaremos el supuesto de diferenciabilidad usado en la prueba del 
teorema 4; ahi demostraremos la regia de potencias para cualquier exponente real distinto 
de cero. (Vea la section 7.3). 

Combinando el resultado del teorema 4 con la regia de la cadena, obtenemos una 
extension de la regia de la cadena de potencias a potencias racionales de u: Si p/q es un 
numero racional y u es una funcion diferenciable de x, entonces if' q es una funcion dife¬ 
renciable de x y 


d_ 

dx 


u p/q = 


— u (p/q)- 1 
q u 


du 
dx ’ 


siempre y cuando u 0 si (p/q) < 1. La restriction es necesaria, ya que 0 podria estar en el 
dominio de u p ' q pero no en el dominio de u <p,,qpi , como veremos en el ejemplo siguiente. 
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EJEMPLO 7 Uso de Las reglas de potencias racionales y de La cadena 

funcion definida en [—1, 1] 

(a) -j- ^ 1 — = —- ^1 — ^(— 2x) 

_ —X 

3/4 

derivada definida solo en (— 1, 1) 

(b) J^(cos xY 1 / 5 = — y (cosx)~ 6 / 5 (cosx) 

= — f (cosx) -6 / 5 ( — senx) 

= y (senx) (cos x)' 6 / 5 


i 1 -x 2 ) 


EJERCICIOS 3.6 


Derivadas de potencias racionales 


Encuentre dr/dd en los ejercicios 33 a 36. 


Encuentre dy/dx en los ejercicios 

1 a 

10 


1. 

y = 

X 9 / 4 

2. 

y = 

= X- 3 / 5 

3. 

y = 

f/lx 

4. 

y = 

= 

5. 

y = 

iVx + 6 

6. 

y = 

= —2Vx - 1 

7. 

y = 

(2x + 5 r 1 / 2 

8. 

y = 

= (1 - 6x) 2 / 3 

9. 

y = 

x(x 2 + 1 ft 2 

10. 

= 

= x(x 2 + l) -1 / 2 


Encuentre la primera derivada de las funciones de los ejercicios 11 a 18. 


33. e l/2 + r 1 / 2 =1 34. r — iVd = |d 2/3 + |d 3/4 

35. sen ( rd ) = ^ 36. cos r + cot 8 = rd 

Segundas derivadas 

En los ejercicios 37 a 42, use diferenciacion implicita para encontrar 
dy/dx y despues d 2 y/dx 2 . 


11 . s=<!/? 

13. y = sen [(21 + 5) _2/3 ] 

15. /(x) = Vl - Vi 
17. h{d) = NKl + cos (29) 

Diferenciacion implicita 


12. r = xKr 3 

14. z = cos[(l — 6l) 2,/3 ] 

16. g(x) = 2(2x -1 / 2 + l) -1 / 3 
18. k(d ) = (sen (6 + 5)) 5/4 


37. x 2 + y 2 = 1 38. x 2 / 3 + y 2 / 3 = 1 

39. y 2 = x 2 + 2x 40. y 2 - 2x = 1 - 2y 

41. 2Vy = x - y 42. xy + y 2 = 1 

43. Si x 3 + y 3 = 16, encuentre el valor de d 2 v/dx 2 en el punto (2, 2). 

44. Si xy + y 2 = 1, encuentre el valor de dry/dx 2 en el punto 

(o,-i). 


Use diferenciacion implicita para encontrar dy/dx en los ejercicios 19 
a 32. 


19. x 2 y + xy 2 = 6 
21 . 2xy + y 2 = x + y 
23. x 2 (x - y) 2 = x 2 - y 2 


20. x 3 + y 3 = 18xy 
22 . x 3 - xy + y 3 = 1 
24. (3xy + l) 2 = 6y 


Pendientes, tangentes y normales 

En los ejercicios 45 y 46, encuentre la pendiente de la curva en los 
puntos dados. 

45. y 2 + x 2 = y 4 - 2x en (-2, 1) y (—2, -1) 

46. (x 2 +y 2 ) 2 = (x-yf en (1, 0)y (1,-1) 


2S - y = z i 

X + 1 

27. x = tany 
29. x + tan(xy) = 0 

31. ysen fy) = 1 - xy 


, x - y 
26. x 2 = —^ 
x + y 

28. xy = cot(xy) 

30. x + seny = xy 

32. y 2 cos ( -Jr j = 2x + 2y 


En los ejercicios 47 a 56, verifique que el punto dado esta en la curva 
y encuentre las rectas que son (a) tangente y (b) normal a la curva en 
el punto dado. 

47. x 2 + xy - y 2 = 1, (2, 3) 

48. x 2 + y 2 = 25, (3, -4) 

49. x 2 y 2 = 9, (-1,3) 
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50. y 2 - 2x - 4v -1 = 0, (-2, 1) 

51 . 6x 2 + 3xy + 2y 2 + \ly - 6 = 0, (-1, 0) 

52. x 2 - V3xy + 2y 2 = 5, (V3, 2) 

53. 2xy + 17 sen v = 27T, (1, tt/2) 

54. x sen 2 y = y cos 2x, (ir/4, tt/2) 

55. y = 2 sen (ttx — y), (1,0) 

56. x 2 cos 2 y — seny = 0, (0, it) 

57. Tangentes paralelas Encuentre los dos puntos donde la curva 
x 2 + xy + y 2 = 7 cruza el eje x y muestre que las tangentes a la cur¬ 
va en esos puntos son paralelas. ^Cual es la pendiente cornun de 
estas tangentes? 

58. Tangentes paralelas a los ejes coordenados En la curva x 2 + 
xy-Vy 2 —!, encuentre los puntos (a) donde la tangente es paralela 
al eje x y (b) donde la tangente es paralela al eje y. En el ultimo 
caso dx/dv no esta definida, pero dy/dx si. ^Que valores tiene 
dx/dy en esos puntos? 

59. La curva ocho Determine las pendientes de la curva y 4 = y 2 - x 2 
en los dos puntos que se muestran aqul. 


y 



60. La cisoide de Diocles (cerca de 200 a. C.) Encuentre las 
ecuaciones de la tangente y la normal de la cisoide de Diocles: 
y 2 (2 — x) = x 3 en (1, 1). 

y 



61. La curva del diablo (Gabriel Cramer, autor de la regia de 
Cramer, 1750) Encuentre las pendientes de la curva del diablo 
y 4 - 4y 2 = x 4 - 9X 2 en los cuatro puntos indicados. 



62. Y\ folium de Descartes (Vea la figura 3.38) 

a. Encuentre la pendiente del folium de Descartes, x 3 +y 3 - 9xy 
= 0 en los puntos (4, 2) y (2, 4). 

b. ^En que otro punto distinto del origen el folium tiene una tan¬ 
gente horizontal? 

c. Encuentre las coordenadas del punto A en la figura 3.38, 
donde el folium tiene una tangente vertical. 


Parametrizaciones definidas implfcitamente 

Suponiendo que las ecuaciones de los ejercicios 63 a 66 definen im- 
plicitamente xy y como funciones diferenciables x = f{t),y = g(t), 
determine la pendiente de la curva x = f(t),y — g(t), en el valor 
dado de t. 

63. x 2 - 2 tx + 2 1 2 = 4, 2y 3 - 3< 2 = 4, t = 2 

64. x = \/5 — Vt, y(t — 1 ) = Vt, t = 4 

65. x + 2x 3 / 2 = t 2 + t, yVV + 1 + 2tVy = 4, t — 0 

66. x sen t + 2x = t, t sen t — 2t = y, t = n 

Teona y ejemplos 

67. ^Cuales de las siguientes expresiones podrian ser ciertas si 
/"(x) = X-V3 ? 

a- fix) = f * 2/3 - 3 b. f{x) = - 7 

c. /'"(x) = -|x^ 3 d. fix) = |x 2 / 3 + 6 

68. iQue tienen de especial las tangentes a las curvas y 2 = x 3 y 2x 2 + 
3y 2 = 5 en los puntos (1, ± 1) ? Justifique su respuesta. 

y 
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69. Normal que interseca (l F,n que otro punto la recta normal a la 
curva x 2 + 2xy — 3 y 2 = 0 en (1, 1) interseca la curva? 

70. Normales paralelas a una recta Encuentre las normales a la 
curva xy + 2x — y = 0 que son paralelas a la recta 2x + y = 0 . 

71. Normales a una parabola Demuestre que si es posible dibujar 
las tres normales desde el punto (a, 0) a la parabola x = y 2 que se 
muestra aqui, entonces a deber ser mayor que 1/2. Una de las nor¬ 
males es el eje x. ^Para que valor de a son perpendiculares las 
otras dos normales? 



72. iQue conceptos geometricos estan detras de las restricciones en 
los dominios de las derivadas de los ejemplos 6(b) y 7(a)? 

En los ejercicios 73 y 74, encuentre dy/dx (tratando y como una fun- 
cion diferenciable de x) y dxldy (tratando x como una funcion diferen- 
ciable de y) ^Como parecen estar relacionadas dy/dx y dx/dyl Expli- 
que la relacion geometricamente, en terminos de las graficas. 

73. xy 3 + x 2 y = 6 74. x 3 + y 2 = sen 2 y 

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 

75. a. Dado que x 4 + Ay 2 = 1, encuentre dy/dx de dos maneras: (1) 
resolviendo paray y derivando la funcion resultante de la for¬ 
ma usual, y (2) mediante diferenciacion implicita. ^Obtuvo el 
mismo resultado en ambos casos? 
b. Resuelva la ecuacion x 4 + 4y 2 = 1 para y y grafique juntas 
las funciones resultantes para obtener la grafica completa de la 
ecuacion x 4 + 4V 2 = 1. Despues, agregue las graficas de las 
primeras derivadas de estas funciones a su pantalla. ^Podria 
predecir el comportamiento general de las graficas de las 


primeras derivadas a partir de la observacion de la grafica de 
x 4 + 4y 2 = 1 ? /.Podria predecir el comportamiento general 
de la grafica de x 4 + 4y 2 = 1 a partir de la observacion de la 
grafica de las derivadas? Justifique sus respuestas. 

76. a. Dado que (x - 2) 2 + y 2 = 4, encuentre dy/dx de dos maneras: 
(1) resolviendo paray y derivando las funciones resultantes 
con respecto a x y (2) mediante diferenciacion implicita. <^Ob- 
tuvo el mismo resultado en ambos casos? 
b. Resuelva la ecuacion (x - 2) 2 + y 2 = 4 para y y grafique juntas 
las funciones resultantes para obtener la grafica completa de la 
ecuacion (x - 2) 2 +y 2 = 4. Despues agregue las graficas de 
las primeras derivadas de la funcion a su pantalla.^Podria pre¬ 
decir el comportamiento general de las graficas de las derivadas 
a partir de la observacion de la grafica de (x-2 ) 2 + y 2 = 4? 
^Podria predecir el comportamiento general de la grafica de 
(x - 2) 2 + y 2 = 4 a partir de la observacion de la grafica de las 
derivadas? Justifique sus respuestas. 

Use un software matematico para realizar los pasos siguientes en los 
ejercicios 77 a 84. 


a. Dibuje la ecuacion con el graficador implicito del software. 
Verifique que el punto dado P satisface la ecuacion. 

b. Usando diferenciacion implicita, encuentre una formula para 
la derivada dy/dx y evaluela en el punto dado P. 

c. Use la pendiente determinada en el inciso (b) para encontrar 
una ecuacion para la recta tangente a la curva en P. Despues 
trace juntas, en una sola grafica, la curva implicita y la recta 
tangente. 

77. x 3 - xy + y 3 = 7, P(2, 1) 

78. x 5 + y 3 x + yx 2 + y 4 = 4, P(l, 1) 

79. y 2 + y = yrr//, P(0,1) 


80. 

81. 


82. 


83. 


84. 


y' + cosxy = x 2 , P(1,0) 

x + tan(^=2, 

xy 3 + tan(x + y) = 1, 0 

2y 2 + (xy) 1/3 = x 2 + 2, P(l, 1) 
xVl + 2y + y = x 2 , P(l, 0) 


3.7 


Razones de cambio o tasas relacionadas 


En esta seccion veremos problemas cuya incognita es la razon a la que cambia cierta varia¬ 
ble. En cada caso, la tasa es la derivada que tiene que calcularse a partir de conocer la razon 
a la cual cambia alguna otra variable (o quizas varias variables). Para encontrarla escribi- 
mos una ecuacion que relacione las variables involucradas, y la derivamos para obtener 
una ecuacion que relacione la tasa que buscamos con las razones de cambio que conoce- 
mos. El problema de encontrar una tasa que no se puede medir facilmente a partir de otras 
tasas que si se pueden determinar se llama problema de razones de cambio relacionas. 
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FIGURA 3.42 La razon de cambio del 
volumen de un fluido en un tanque 
cillndrico se relaciona con la razon de 
cambio del nivel del fluido en el tanque 
(ejemplo 1). 


Ecuaciones de tasas relacionadas 

Suponga que estamos bombeando aire en un globo esferico. Tanto el volumen como el ra¬ 
dio del globo crecen con el tiempo. Si V es el volumen y r cs el radio del globo en un ins- 
tante determinado, entonces 



Usando la regia de la cadena, derivamos para encontrar la ecuacion de tasas relacionadas 

dV _ dVdr _ ^ 2 dr 

dt dr dt dt' 

De manera que si conocemos el radio r del globo y la razon dV/dl en la que el volumen es¬ 
ta creciendo en un instante dado, podemos resolver esta ultima ecuacion para dr/dt a fin 
de encontrar que tan rapido crece el radio en ese instante. Observe que es mas facil medir 
directamente la razon de cambio de crecimiento del volumen que medir el crecimiento del 
radio. La ecuacion de tasas relacionadas nos permite calcular dr/dt a partir de dV/dt 

A menudo la clave para relacionar variables en problemas de tasas relacionadas con- 
siste en hacer un dibujo que muestre las relaciones geometricas entre ellas, como se ilustra 
en el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO 1 Vaciado de un tanque 

qQue tan rapido baja el nivel de liquido en un tanque cilindrico vertical, si drenamos aquel 
a una razon de 3000 L/min? 

Solucion Hacemos un dibujo para representar un tanque cilindrico vertical medio lleno, 
y llamamos r a su radio y h a la altura del liquido (figura 3.42). Denominemos V al volu¬ 
men del liquido. 

Conforme pasa el tiempo, el radio permanece constante, pero V y h cambian. Pensa- 
mos en V y h como funciones diferenciables del tiempo y usamos t para representar el 
tiempo. Sabemos que 

Drenamos a razon de 3000 L/min. 

— — — 3000. 

dt volumen esta decreciendo. 

Queremos encontrar 

dh 
dt' 

Para encontrar dh/dt, primero escribimos una ecuacion que relacione h con V. La 
ecuacion depende de las unidades elegidas para V, r y h. Con V en litros y r v h en metros, 
la ecuacion apropiada para determinar el volumen del cilindro es 

V = mO-nr 2 }! 

ya que un metro cubico contiene 1000 L. 

Como V y h son funciones diferenciables de t, podemos derivar ambos lados de la 
ecuacion V = 10007 rr 2 h con respecto a t para obtener una ecuacion que relacione dh/dt 
con dV/dt\ 

= 100077T 2 — . 
dt dt ' 

Sustituimos el valor conocido dV/dt = —3000 y resolvemos para dh/dt\ 

dh = -3000 = 3 

dt IOOO 777' 2 77 -r 2 
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El nivel del llquido bajara a razon de 3/(Trr 2 ) m/min. 

La ecuacion dh/dt = —j/tti' 2 muestra como la razon a la que el nivel del llquido ba- 
ja, depende del radio del tanque. Si r es pequeno, dh/dt sera grande; si r es grande, dh/dt 
sera pequeno. 

Si r = 1 m: fft ~ ~ ^ ~ —0.95 m/min = —95 cm/min. 

Si r = 10 m: jT = ~ TTjTi— ~ —0.0095 m/min = —0.95 cm/min. 


Estrategia para resolver problemas de razones de cambio 
o tasas relacionadas 

1. Hacer un dibujo y dar nombre a las variables y a las constantes. Use t para el 
tiempo. Suponga que todas las variables son funciones diferenciables de t. 

2. Escribir la informacion numerica (en terminos de los simbolos que haya 
escogido). 

3. Escribir lo que sepide encontrar (usualmente una razon de cambio expresada 
como derivada). 

4. Escribir una ecuacion que relacione las variables. Puede combinar dos o mas 
ecuaciones para obtener una sola ecuacion que relacione la variable cuya ra¬ 
zon quiere averiguar con las variables cuyas razones conoce. 

5. Derivar con respecto a t. Exprese la razon que le interesa determinar en ter¬ 
minos de la razon y las variables cuyos valores conoce. 

6. Evaluar. Use los valores que conoce para encontrar la razon desconocida. 


Globo 


=0.14 rad/min 
at 

cuando 6 = 7t/4 


Obser 

vador 


f 


±= 7 

dt 

cuando 6 = 77/4 


c 


500 pies 


FIGURA 3.43 La razon de cambio de la 
altura del globo esta relacionada con la 
razon de cambio del angulo que forman el 
observador y el suelo (ejemplo 2). 


EJEMPL0 2 Un globo ascendente 

Un globo de aire caliente que asciende en linea recta desde el nivel del suelo es rastreado 
por un observador que esta a 500 pies del punto de elevacion. En el momenta que el angu¬ 
lo de elevacion del observador es tt/4, el angulo crece a razon de 0.14 rad/min. /.Que tan 
rapido se esta elevando el globo en ese momenta? 

Solucion Para responder la pregunta anterior, realizamos los seis pasos de la estrategia 
anterior. 

1. Hacemos un dibujo y damos nombre a las variables y a las constantes (figura 3.43). 
Las variables en el dibujo son 

0 = el angulo, en radianes, que forma el observador con respecto al suelo. 
y = la altura del globo, en pies. 

Sea t el tiempo en minutos, y supongamos que 9 y v son funciones diferenciables de t. 

En el dibujo, la constante es la distancia entre el observador y el punto de despegue 
del globo (500 pies). No es necesario nombrarla con un simbolo especial. 

2. Escribimos la informacion numerica adicional. 


= 0.14 rad/min cuando 9 = 

3. Escribimos lo que se pide encontrar. Queremos determinar dy/dt en el instante en que 
9 = tt/4. 
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y 



dt 


FIGURA 3.44 La rapidez del automovil 
se relaciona con la rapidez de la patrulla y 
la razon de cambio de la distancia entre 
ambos (ejemplo 3). 


4. Escribimos una ecuacion que relaciones las variables y 6. 


y 

500 


= tan 9 


o y = 500 tan 9 


5. 


Derivamos con respecto a t. Utilizando la regia de la cadena. El resultado nos dice co- 
mo se relaciona dy/dt (la incognita que queremos determinar) con d6/dt (el dato que 
conocemos). 


dy 

dt 


500 (sec 2 6) ^- t 


6. Evaluamos con 6 = 7 t/4 y dO/dt = 0.14 para encontrar dy/dt. 


df = 500( V2) 2 (0.14) = 140 sec^ = V 2 
En el momento en cuestion, el globo esta subiendo a razon de 140 pies/min. 


EJEMPLO 3 Persecution en La carretera 

Una patrulla se aproxima a una interseccion en angulo recto desde el norte, persiguiendo a 
un automovil que va a exceso de velocidad, y da vuelta en la esquina hacia el este. Cuando 
la patrulla se encuentra a 0.6 millas al norte de la interseccion y el automovil esta a 0.8 mi- 
llas al este, los policias determinan con un radar que la distancia entre ellos y el automovil 
esta aumentando a 20 millas/hora. Si la patrulla se mueve a 60 millas/hora en el instante 
de la medicion, /.cual es la velocidad del automovil? 


Solucion Dibujamos el automovil y la patrulla en el piano coordenado, usando el eje x 
positivo como el lado este de la carretera y el eje y positivo como el lado norte de la misma 
(figura 3.44). Hacemos que t represente el tiempo y fijamos 

x = posicion del automovil en el tiempo t 

v = posicion de la patrulla en el tiempo t 

s = distancia entre el automovil y la patrulla en el tiempo t 

Suponemos que x,yy s son funciones diferenciables de t. 

Queremos encontrar dx/dt cuando 

dy 

x = 0.8 millas, y = 0.6 millas, = —60 millas/hora, -jj = 20 millas/hora. 

Observe que dy/dt es negativo, porque y esta decreciendo. 

Derivamos la ecuacion de la distancia 

s 2 = x 2 + y 2 


(tambien podriamos usar s = 
2s 


y/x^ + y 2 ), y obtenemos 


ds 

dt 

ds 

dt 


dx 

dt 


= 2xn/ + 2y 


dy 

dt 


dx 

dt 


= - | x— + y 


Vx 2 + y 2 


dx 

dt 


+ y 
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Finalmente usamos x = 0.8, y = 0.6, dy/dt = —60 ,ds/dt = 20, y despejamos dx/dt. 


20 

dx 

dt 


0.8 + (0.6)(—60) 


V(0.8) 2 + (0.6) 2 V ' dt 

20V(0.8) 2 + (0.6) 2 + (0.6)(60) 
08 


= 70 


En el momento en cuestion, la velocidad del automovil es de 70 millas/hora. 


dV n 1 3/ • 

—— = 9 pies / min 
dt v 



EJEMPL0 4 Llenado de un tanque conico 

En un tanque conico, el agua entra a razon de 9 pies 3 /min. El tanque esta colocado con el 
vertice hacia abajo, tiene una altura de 10 pies y el radio de su base mide 5 pies. ,',Que tan 
rapido sube el nivel del agua cuando el agua tiene 6 pies de profundidad? 

Solucion La figura 3.45 muestra un tanque conico parcialmente lleno. Las variables del 
problema son: 

V= volumen (pies 3 ) de agua en el tanque en el tiempo t (min) 
x = radio (pies) de la superficie del agua en el tiempo t 


FIGURA 3.45 La geometria del tanque 
conico y la razon a la que el agua llena el 
tanque determina que tan rapido sube el 
nivel del agua (ejemplo 4). 


y = profundidad (pies) del agua en el tanque en el tiempo t 

Suponemos que V,xyy son funciones diferenciables de t. Las constantes son las dimensio- 
nes del tanque. Nos interesa determinar dy/dt cuando 


y = 6 pies y 


dV 

dt 


9 pies 3 /min. 


El agua forma un cono con volumen 

V = j7rx 2 y. 


La ecuacion involucra tanto ax como a Vyy. Debido a que no se da informacion acerca de 
x ni de dx/dt en el tiempo en cuestion, necesitamos eliminar x. En la figura 3.45 los trian- 
gulos semejantes nos dan la manera de expresar x en terminos de y: 


x 

y 


10 


x = 


2 ' 


De donde 


para obtener la derivada 


V= 3 7T 


7 T 3 

= I2- V 


dV 

dt 


7 T T 2 _ 7T 2 d y 

\l' iy dt ~ 4 y dt ' 


Finalmente, usamos y = 6 y dV/dt = 9 para despejar dy/dt. 


dy 

dt 


1 
7T 


dt 

0.32 


En el momento en cuestion, el nivel del agua se eleva alrededor de 0.32 pies/min. 
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EJERCICIOS 3.7 


1. Area Suponga que el radio r y el area A = it;- 2 de un circulo son 
funciones diferenciables de t. Escriba una ecuacion que relacione 
dA/dt con dr/dt. 

2. Area de la superficie Suponga que el radio r y el area de la su- 
perficie S = 4m- 2 de una esfera son funciones diferenciables de t. 
Escriba una ecuacion que relacione dS/dt con dr/dt. 

3. Volumen El radio r y la altura h de un cilindro circular recto se 
relacionan con el volumen V del cilindro mediante la formula 

V = irr 2 h. 

a. (.Como se relaciona dV/dt con dh/dt si r es constante? 

b. ^Como se relaciona dV/dt con dr/dt si h es constante? 

c. ^Como se relaciona dV/dt con dr/dt y dh/dt si r y h no son 
constantes? 

4. Volumen El radio r y la altura h de un cono circular recto se re¬ 
lacionan con el volumen V del cono mediante la formula 

V = (1/3)77T 2 /!. 

a. ^Como se relaciona dV/dt con dh/dt si r es constante? 

b. ^Como se relaciona dV/dt con dr/dt si h es constante? 

c. ^Como se relaciona dV/dt con dr/dt y dh/dt si r y h no son 
constantes? 

5. Cambio de voltaje El voltaje V (en volts), la corriente I (en am¬ 
peres) y la resistencia R (en ohms) de un circuito electrico como 
el que se muestra aqui se relacionan mediante la ecuacion V— IR. 
Suponga que V esta creciendo a una tasa de 1 volt/seg, mientras 
que I esta decreciendo a una tasa de 1 /3 amperes/seg. Sea t el 
tiempo en segundos. 

+ , V - 

r -b-\ 

(' 

^-wwv- ' 

R 

a. <^Cual es el valor de dV/dtl 

b. ^Cual es el valor de dl/dt? 

c. iQue ecuacion relaciona dR/dt con dV/dt y dl/dt? 

d. Encuentre la razon a la que cambia R cuando V= 12 volts e 7 
= 2 amperes, ifi esta creciendo o decreciendo? 

6. Corriente electrica La corriente P (en watts) de un circuito 
electrico se relaciona con la resistencia R (en ohms) y la corriente 
7 (en amperes) del circuito mediante la ecuacion P = RI 2 . 

a. (-.Como se relacionan dP/dt, dR/dt y dl/dt si P, R e 7no son 
constantes. 

b. ^Como se relaciona dR/dt con dl/dt si P es constante? 

7. Distancia Sean x y y funciones diferenciables de t y sea 
s = V 'x 2 + y 2 la distancia entre los puntos ( x , 0) y (0, y) en el 
piano xy. 

a. ^Como se relaciona ds/dt con dx/dl si y es constante? 


b. ^Como se relaciona dsjdt con dx/dt y dy/dt si x y y no son 
constantes? 

c. ^Como se relaciona dx/dt con dy/dt si s’ es constante? 

8. Diagonales Si x, y y z son las longitudes de las aristas de una 
caja rectangular, la longitud comun de las diagonales de la caja es 

5 =Vx 2 + y 2 + z 2 . 

a. Suponiendo que x,yyz son funciones diferenciables de t, 
(,como se relaciona ds/dt con dx/dt, dy/dt y dz/dft 

b. ^Como se relaciona ds/dt con dy/dt y dzjdt si x es constante? 

c. (.Corno se relaciona dx/dt, dy/dt y dz/dt si 5 es constante? 

9. Area El area A de un triangulo con lados de longitudes ay b 
que encierran un angulo de medida 6 es 

A = }^ab sen d. 

a. (.Corno se relaciona dA/dt con dd/dt si a y b son constantes? 

b. (.Corno se relaciona dA/dt con dd/dt y da/dt si solamente b 
es constante? 

c. (.Corno se relaciona dA/dt con dd/dt, da/dt y db/dt sia,byd 
no son constantes? 

10. Calentamiento de un plato Cuando un plato circular de metal se 
esta calentando en un homo, su radio aumenta a razon de 0.01 
cm/min. ^A que razon aumenta el area del plato cuando su radio 
mide 50 cm? 

11. Cambio de las dimensiones de un rectangulo La longitud I de un 
rectangulo esta decreciendo a razon de 2 cm/seg mientras que su 
ancho, w, esta creciendo a razon de 2 cm/seg. Si Z = 12 cm y w = 
5 cm, encuentre las razones de cambio de (a) el area, (b) el perime- 
tro y (c) las longitudes de las diagonales del rectangulo. (.Cuales de 
estas magnitudes estan creciendo y cuales estan decreciendo? 

12. Cambio de las dimensiones en una caja rectangular Suponga 
que las aristas x, y y z de una caja rectangular cerrada estan cam- 
biando a las tasas siguientes: 

f = 1 m / se S’ ft = “ 2 m/seg ’ f = 1 m/seg - 

Encuentre las tasas a las que (a) el volumen, (b) el area de la su¬ 
perficie y (c) la longitud de la diagonal s = V.r 2 + y 2 + z 2 de 
la caja estan cambiando en el instante en que x = 4, y = 3 y 
z = 2. 

13. Escalera que cae Una escalera de 13 pies esta apoyada contra 
una casa cuando su base empieza a resbalarse. En el momenta en 
que la base esta a 12 pies de la casa, la base se esta moviendo a 
una razon de 5 pies/seg. 

a. (,Que tan rapido se esta resbalando por la pared la parte supe¬ 
rior de la escalera en ese momento? 

b. i A que tasa esta cambiando el area del triangulo formado por 
la escalera, la pared y el suelo en ese momento? 

c. que tasa esta cambiando el angulo d entre la escalera y el 
suelo en ese momento? 
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y 



14. Transito aereo comercial Dos aviones comerciales estan vo- 
lando a 40,000 pies a lo largo de recorridos en linea recta que se 
cortan en angulos rectos. El avion A se aproxima al punto de in¬ 
tersection a una velocidad de 442 nudos (millas nauticas por hora; 
una milla nautica equivale a 2000 yardas). El avion B se aproxima 
a la intersection a 481 nudos. lA que tasa esta cambiando la dis- 
tancia entre los aviones cuando A esta a 5 millas nauticas del pun¬ 
to de intersection y B esta a 12 millas nauticas del mismo? 

15. Vuelo de un papalote Una nina vuela un papalote que esta a 
300 pies de altura; el viento aleja el papalote horizontalmente a ra¬ 
zon de 25 pies/seg. ^Que tan rapido debe soltar la cuerda la nina 
cuando el papalote esta a 500 pies de ella? 

16. Perforation de un cilindro El mecanico de la Automotriz Lincoln 
esta volviendo a perforar un cilindro de 6 pulgadas de profundidad 
para poner un piston nuevo. La maquina que estan usando incre- 
menta el radio del cilindro una milesima de pulgada cada 3 minu- 
tos. /.Que tan rapido aumenta el volumen del cilindro cuando la 
perforation (diametro) mide 3.800 pulgadas? 

17. Pila de arena La arena cae a la parte superior de una pila coni- 
ca desde una banda transportadora, a una razon de 10 m 3 /min La 
altura de la pila siempre es tres octavos del diametro de la base. 
^Que tan rapido cambian (a) la altura, y (b) el radio cuando la pi¬ 
la tiene 4 m de altura? De su respuesta en centimetres por minuto. 

18. Vaciado de un deposito conico Se esta extrayendo agua de un 
deposito conico de concreto (el vertice esta hacia abajo) de radio 
45 m y altura 6 m; el agua sale a razon de 50 m 3 /min 

a. ^Que tan rapido (en centimetres por minuto) baja el nivel del 
liquido cuando el agua tiene 5 m de profundidad? 

b. i Que tan rapido cambia el radio de la superficie del agua en 
ese momento? De su respuesta en centimetres por minuto. 

19. Vaciado de un deposito hemisferico De un deposito de forma 
hemisferica con radio 13 m, ilustrado aqui de perfil, el agua fluye 
a razon de 6 m 3 /min. Responda las siguientes preguntas, dado 
que el volumen del agua en el deposito hemisferico de radio R es 
V = (Tr/3)y 2 (3R — y) cuando el agua tiene y metros de profun¬ 
didad. 

Centro de la esfera 



a. lA que razon cambia el nivel del liquido cuando el agua tiene 
8 m de profundidad? 

b. ^Cual es el radio r de la superficie del agua cuando esta tiene 
y m de profundidad? 

c. lA que razon cambia el radio r cuando el agua tiene 8 m de 
profundidad? 

20. Gotas de lluvia Suponga que una gota de lluvia es una esfera 
perfecta y que, al condensarse, recoge humedad a una razon pro¬ 
portional a su area superficial. Demuestre que en estas circuns- 
tancias el radio de la gota crece a una razon constante. 

21. El radio de un globo inflado Se utiliza helio para inflar un glo- 
bo esferico a razon de lOOir pie 3 /min. ^Que tan rapido aumenta 
el radio del globo en el instante en que el radio mide 5 pies? iQue 
tan rapido aumenta el area superficial? 

22. Arrastre de un bote Se utiliza una cuerda para arrastrar un bote 
hacia el muelle. Un extremo de la cuerda esta atada a la proa de la 
embarcacion, y el otro a un are ubicado en el muelle, en un punto 6 
pies arriba de la proa. La cuerda se jala a una razon de 2 pies/seg. 

a. ^Que tan rapido se acerca el bote al muelle cuando la cuerda 
mide 10 pies? 

b. lA que razon cambia el angulo 9 en ese momento? (Vea la 
figura). 



23. Un globo y una bicicleta Un globo se eleva verticalmente desde 
una superficie plana, a una razon constante de 1 pie/seg. Justo 
cuando el globo esta a 65 pies sobre dicha superficie, una bicicle¬ 
ta que se mueve a una velocidad constante de 17 pies/seg pasa 
debajo de el. ^Que tan rapido aumenta la distancia s(t ) entre la bi¬ 
cicleta y el globo 3 segundos despues? 
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24. Preparation de cafe El cafe esta pasando a traves de un filtro 
conico hasta una cafetera cilindrica, a una razon de 10 pulg 3 /min. 

a. ^Que tan rapido sube el nivel de llquido en la cafetera cuando 
el cafe del cono tiene 5 pulgadas de profundidad? 

b. ^Que tan rapido disminuye el nivel del cono en ese momenta? 




25. Gasto cardiaco A finales de la decada de 1860, Adolf Fick, 
profesor de fisiologia de la Facultad de Medicina de Wiirzberg, 
Alemania, desarrollo uno de los metodos que usamos hoy en dia 
para medir cuanta sangre bombea el corazon por minuto. El gasto 
cardiaco que realiza su organismo al momento de leer esta frase 
es probablemente de mas o menos 7 L/min. En reposo, el gasto 
puede ser un poco menor, aproximadamente de 6 L/min. Si usted 
fuera un corredor de maratan, su gasto cardiaco durante la com- 
petencia podria llegar a 30 L/min. 

El gasto cardiaco puede calcularse con la formula 

Q 


donde Q es la cantidad de mililitros de CO z que se exhala en un 
minuto y D es la diferencia entre la concentracion de C0 2 (mL/L) 
en la sangre bombeada a los pulmones y la concentracion de C0 2 
en la sangre que regresa de los pulmones. Con O = 233 mL/min 
yD = 97 - 56 = 41 mL/L, 


233 mL/min 
41 mL/L 


5.68 L/min, 


bastante cercano a los 6 L/min que casi todas las personas tienen 
en condition basal (es decir, en reposo). (Datos cortesia del Dr. J. 
Kenneth Herd, del Quillan College of Medicine, East Tennessee 
State University.) 

Suponga que cuando Q = 233 y D = 41, tambien sabemos 
que D esta decreciendo a una razon de 2 unidades por minuto, 
pero Q permanece sin cambios. ^Que esta pasando con el gasto 
cardiaco? 


26. Costo, ingresos y utilidades Una compania puede fabricar.r ar- 
ticulos a un costo de c{x) miles de dolares, un ingreso por ventas 
de r(x ) miles de dolares y utilidades de p(x ) = r(x) — c{x ) mi¬ 
les de dolares. Encuentre dc/dt, dr/dt y dp/dt para los siguientes 
valores de x y de dx/dt. 

a. r(x) = 9x, c(x) = x 3 — 6x 2 + 15x y dx/dt = 0.1 
cuando x = 2 

b. r(x ) = lOx, c(x) = x 3 — 6X 2 + 45/x y dx/dt = 0.05 
cuando x = 1.5 

27. Movimiento a lo largo de una parabola Una partlcula se mueve 
a lo largo de la parabola y = x 2 en el primer cuadrante, de manera 
que sus coordenadas x (medidas en metros) crecen a ima razon esta- 
ble de 10 m/seg. ^Que tan rapido cambia el angulo de inclinacion 
0 de la recta que une la partlcula con el origen cuando x = 3 m? 

28. Movimiento a lo largo de otra parabola Una partlcula se mue¬ 
ve de derecha a izquierda a lo largo de la parabola y = V—x, de 
manera que sus coordenadas x (medidas en metros) decrecen a ra¬ 
zon de 8 m/seg. ^Que tan rapido cambia el angulo de inclinacion 
0 de la recta que une la partlcula con el origen cuando x = -4? 

29. Movimiento en el piano Las coordenadas de una partlcula en 
el piano metrico xy son funciones diferenciables del tiempo t con 
dx/dt = —1 m/seg y dy/dt = — 5 m/seg. ^Que tan rapido cambia 
la distancia entre la partlcula y el origen cuando pasa por el punto 
(5, 12)? 

30. Movimiento de una sombra Un hombre de 6 pies de alto ca- 
mina a una razon de 5 pies/seg hacia un farol cuya luz esta a 16 
pies del piso. /A que razon se mueve la punta de su sombra? ^A 
que razon cambia la longitud de su sombra cuando esta a 10 pies 
de la base del farol? 

31. Otro movimiento de una sombra Una luz brilla desde el extre- 
mo de un poste de 50 pies de altura. Se lanza una pelota a la misma 
altura desde un punto ubicado a 30 pies de distancia de la luz. 
(Vea la figura). ^Que tan rapido se mueve la sombra de la pelota a 
lo largo del suelo 1/2 segundo despues? (Suponga que la pelota 
cae una distancia s= 16/ 2 pies en t segundos). 


Luz 


9 


Poste 
de 50 
pies 




Pelota en el tiempo t = 0 
1/2 segundo despues 


30 


sombra 


x(t) 


NO ESTA A ESCALA 


32. Filmacion del movimiento de un automovil Imagine que esta 
filmando una carrera de automoviles desde una tribuna ubicada a 
132 pies de la pista; su lente esta siguiendo un automovil que se 
mueve a 180 millas/h (264 pies/seg). /.Que tan rapido cambiara 
el angulo 0 de su camara cuando el automovil este justo enfrente 
de usted? </Que tan rapido cambiara medio segundo despues? 
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Camara 



33. Una capa de hielo derritiendose Una bola de acero esferica, 
con un diametro de 8 pulgadas, se cubre con una capa de hielo de 
espesor uniforme. Si el hielo se derrite a una razon de 10 pulga- 
das 3 /min, ^,que tan rapido disminuye el grosor de la capa de hielo 
cuando tiene 2 pulgadas de espesor? ^Que tan rapido decrece el 
area superficial exterior del hielo? 

34. Patrulla de caminos Un avion de la policia vuela a 3 millas de 
altura, con una velocidad constante de 120 millas/hora. El piloto 
ve un automovil que se acerca y, utilizando un radar, determina que 
en el instante en que la distancia real entre el automovil y el avion 
es de 5 millas, esta decrece a razon de 160 millas/hora. Encuentre 
la velocidad a la que se desplaza el automovil por la carretera. 

35. Sombra de un edificio A la hora en que el sol pasa exactamen- 
te por encima, la sombra de un edificio que mide 80 pies de altura 
es de 60 pies de largo al nivel del piso. En ese momento, el angu- 
lo 6 que el sol forma con el piso esta creciendo a una razon de 
0.27°/min. i A que razon esta decreciendo la sombra? (Recuer- 
de usar radianes. Exprese su respuesta en pulgadas por minuto, 
redondeando a la decima mas cercana). 

o 



36. Caminantes Ay B caminan sobre calles rectas que se cruzan en 
angulo recto. A se aproxima a la interseccion a 2 m/seg; B se aleja 
de la interseccion a 1 m/seg. i A que razon cambia el angulo 6 
cuando A esta a 10 m de la interseccion y B esta a 20 m de la mis- 
ma? Exprese su respuesta en grados por segundo, redondeando al 
grado mas cercano. 



37. Jugadores de beisbol Un diamante de beisbol es un cuadrado 
de 90 pies de lado. Un jugador corre de la primera a la segunda 
base a una razon de 16 pies/seg. 

a. iA que razon cambia la distancia entre el jugador y la tercera 
base cuando aquel esta a 30 pies de la primera base? 

b. ^A que razon cambian los angulos y d 2 (vea la figura) en 
ese momento? 

c. El jugador se desliza en la segunda base a una razon de 

15 pies/seg. lA que razon cambian los angulos 6i y d 2 cuan¬ 
do el jugador toca la base? 


Segunda base 


Tercera 

base 


90' 

0 2 


T 


Jugador 


30' 


Primera 

base 


Home 


38. Buques Dos buques navegan en linea recta desde un punto O a 
lo largo de rutas que forman un angulo de 120°. El buque A se 
mueve a 14 nudos (millas nauticas por hora; un milla nautica mi¬ 
de 2000 yardas.) El buque B se mueve a 21 nudos. ^Que tan rapido 
se alejan los buques cuando OA = 5 y OB = 3 millas nauticas? 


3.8 


Linealizacion y diferenciales 


Algunas veces podemos aproximar funciones complicadas mediante otras mas sencillas, 
que dan la precision que queremos para aplicaciones especificas y son mas faciles de tra- 
bajar. Las funciones de aproximacion que se analizan en esta seccion se llaman linealiza- 
ciones y se basan en las rectas tangentes. En el capitulo 11 se discuten otras funciones de 
aproximacion, como las funciones polinomiales. 
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FIGURA 3.47 La tangente a la curva 
y —f(x) en x = a es la recta 
L(x) = /(a) + f'(a)(x — a). 


Introduciremos nuevas variables dx y dy, llamadas diferenciales y las definiremos de 
manera que la notacion de Leibniz para la derivada dy/dx sea una razon valida. Usaremos 
dy para estimar el error en mediciones y sensibilidades al cambio de una funcion. Una 
aplicacion de estas ideas nos dara una demostracion precisa de la regia de la cadena (sec- 
cion 3.5). 

Linealizacion 

Como podemos ver en la figura 3.46, cuando nos acercamos al punto de tangencia, la tan¬ 
gente a la curva y = x 2 esta muy cerca de ella. Para un pequeno intervalo alrededor del pun¬ 
to, los valores y a lo largo de la recta tangente son una buena aproximacion de los valores 
y de la curva. Para observar este fenomeno, haga un acercamiento en el punto de tangencia 
de ambas graficas o busque en tablas los valores de la diferencia entre /(x) y su recta tan¬ 
gente cerca de la coordenada x del punto de tangencia. Localmente, toda curva diferencia- 
ble se comporta como una recta. 


4 



2 



y = x 2 y su tangente y = 2x — 1 en (1, 1). Tangente y curva muy pegadas cerca de (1, 1). 


1.2 



1.003 



Tangente y curva muy pegadas dentro Tangente y curva todavia mas pegadas. La pantalla 

de todo el intervalo x que se muestra. de la computadora no puede distinguir la tangente de 

la curva en este intervalo x. 


FIGURA 3.46 Cuanto mas amplificamos la grafica de una funcion cerca de un punto 
donde la funcion es diferenciable, la grafica se vuelve mas suave y se parece mas a su 
tangente. 


En general, la tangente a y=f(x) en x = a donde/es diferenciable (figura 3.47) pasa 
por el punto (a, /(a)), de manera que su ecuacion punto-pendiente es 

y = /(«) + f'{a)(x - a). 

Asi, su recta tangente es la grafica de la funcion lineal 

L(x) = f(a) + f'{a)(x - a). 


Mientras esta recta permanezca cerca de la grafica de f L(x) da una buena aproximacion 
de/(x). 
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0.9 

- 0.1 0 0.1 0.2 

FIGURA 3.49 Vista amplificada de la 
ventana de la figura 3.48. 


DEFINICIONES Linealizacion, aproximacion lineal estandar 

Si/es diferenciable enx = a, entonces la funcion de aproximacion 

L(x) = f(a) + f'{a)(x - a) 
es la linealizacion de/en a. La aproximacion 

/(x) « L(x) 

de/por L es la aproximacion lineal estandar de/en a. El punto x = a es el cen¬ 
tra de la aproximacion. 


EJEMPLO 1 Determinacion de una Linealizacion 

Encontrar la linealizacion de /(x) = \/l + x en x = 0 (figura 3.48). 



FIGURA 3.48 La grafica de y = Vl + x y la 
linealizacion enx = 0yx=3.La figura 3.49 muestra una 
vista amplificada de una ventana pequena alrededor de 1 en 
el ejey. 


Solucion Como 


/'(*) = |(l + x) 1/2 , 

tenemos /(0 ) = 1 y /'(0) = 1/2, de donde la linealizacion es 

L(x) = f(a ) + /'(a)(x — a) = 1 + j (x — o) = 1 + 

Vea la figura 3.49. ■ 

Vea que precisa es la aproximacion V1 + x ~ 1 + (x/2) del ejemplo 1 para valores 
de x cercanos a 0. 

Cuando nos alejamos del cero, perdemos exactitud. Por ejemplo, para x = 2, la linea¬ 
lizacion da 2 como la aproximacion de v/3, que ni siquiera es exacta en el primer lugar 
decimal. 

No se deje enganar por los calculos anteriores, pensando que cualquier cosa que haga- 
mos con una linealizacion se logra mejor con una calculadora. En la practica, nunca usa- 
remos linealizacion para encontrar una raiz cuadrada. La utilidad de la linealizacion radica 
en su habilidad para reemplazar una formula complicada por una mas sencilla en todo un 
intervalo de valores. Si tenemos que trabajar con V1 + x para x cercanos a 0 y podemos 
tolerar el pequeno error involucrado, podemos trabajar en su lugar con 1 + (x/2). Por su- 
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Aproximacion 

Valor real 

Valor real-aproximacion 

VL2 


= 1.10 

1.095445 

<10 -2 

VL05 * 


= 1.025 

1.024695 

<10~ 3 

Vl.005 « 

. 0.005 

2 

= 1.00250 

1.002497 

<10 -5 


puesto, es preciso que conozcamos el tamano del error. Hablaremos mas acerca de la esti- 
macion del error en el capltulo 11 . 

Una aproximacion lineal normalmente pierde exactitud lejos de su centro. Como su- 
giere la figura 3.48, la aproximacion de V 1 + x ~ 1 + (x/2) sera posiblemente dema- 
siado burda para resultar util cerca de x = 3. Ahi necesitamos una linealizacion en x = 3. 

EJEMPLO 2 Determinacion de una Linealizacion en otro punto 
Encontrar una linealizacion de /(x) = V I + x en x = 3. 

Solucion Evaluamos la ecuacion definiendo L(x) en a = 3. Con 
/(3) =2, /'(3) = \{\ +x)-V 2 

tenemos 



L{x) = 2 + |(x - 3) = | + |. 

En x = 3.2, la linealizacion del ejemplo 2 da 

Vl + X = Vl + 3.2 » | + = 1.250 + 0.800 = 2.050, 

lo cual difiere del valor real VV2 ~ 2.04939 en menos de un milesimo. La linealizacion 
del ejemplo 1 da 


Vl + x = Vl + 3.2 #l+y=l + 1.6 = 2.6, 



un resultado que se aleja en mas de 25 por ciento. 

EJEMPLO 3 Determinacion de una Linealizacion para la funcion coseno 
Encontrar una linealizacion de /(x) = cosxenx = rr/2 (figura 3.50). 

Solucion Como /(7r/2) = cos(7r/2) = 0, /'(x) = —senx y /'(7t/2) = —sen(7r/2) = 
— 1, tenemos 

L(x) = /(a) + f'(a){x - a) 


FIGURA 3.50 La grafica de/(x) = cos x = 0 + (— 1) ( x — 

y su linealizacion en x = tt/2 . Cerca de ' 

x = tt/2, cosx ~ — x + (tt/2) 7r 

(ejemplo3). ~ ~ x + Y' 


77 

2 
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Una aproximacion lineal importante para raices y potencias es 

(1 + x) k ~ 1 + kx (x cercano a 0; k cualquier numero) 

(ejercicio 15). Esta aproximacion, buena para valores de x suficientemente cercanos a ce- 
ro, tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, cuando x es pequena, 


Vl + X ~ 

1 

1 — X 

\Kl + 5x 4 = 

1 = 

V1 — x 2 


1 + \ x 

(1 — x) _1 ~ 1 + 
(1 + 5x 4 ) 1/3 « 1 
(1 - x 2 )-'/ 2 « 1 


( —1)(—x) = 1 + X 


k = 1/2 

k = — 1; reemplazar x por — x. 


+ 77 — 1 + 


k = 1/3; reemplazar x por 5x 4 . 


+ 



(-X 2 ) = 1 + JX 


2 k = 

reemplazar x por — x 2 . 


Diferenciales 

Algunas veces utilizamos la notacion de Leibniz, dy/dx para representar la derivada de y 
con respecto a x. A pesar de su apariencia, esta no es una razon. A continuacion introduci- 
remos dos variables nuevas, dx y dy, con la propiedad de que, si su razon existe, esta sera 
igual a la derivada. 


DEFINICION Diferencial 

Sea y =/(x) una funcion diferenciable. La diferencial dx es una variable inde- 
pendiente. La diferencial dy es 

dy = /'(x) dx. 


A diferencia de la variable independiente dx, la variable dy siempre es una variable 
dependiente. Depende de x y de dx. Si se da un valor especifico a dx y x es un numero par¬ 
ticular en el dominio de la funcion f entonces el valor numerico de dy esta determinado. 

EJEMPLO 4 Determinacion de La diferencial dy 

(a) Encontrar dy si y = x 5 + 37x. 

(b) Encontrar el valor de dy cuando x = 1 y dx = 0.2. 


Solucion 

(a) dy = (5x 4 + 31) dx 

(b) Sustituyendo x = 1 y dx = 0.2 en la expresion para dy, tenemos 

dy = (5 • l 4 + 37)0.2 = 8.4. 

En la figura 3.51 se muestra el significado geometrico de las diferenciales. Seax = a, 
y fijamos dx = Ax. El cambio correspondiente eny =/(x) es 


Ay = f(a + dx) - f{a). 
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FIGURA 3.51 Geometricamente, la diferencial dy es el cambio 
A L en la linealizacion de /cuando x = a cambia por una 
cantidad dx = Ax. 


El cambio correspondiente en la recta tangente L es 
A L = L(a + dx) — L(a) 

= /(«) + /'(«)[(« + dx) - a] - f(a) 

L(a + dx) L(a) 


= f (a) dx. 

Esto es, el cambio en la linealizacion de / es precisamente el valor de la diferencial dy 
cuando x = ay dx = Ax. En consecuencia, dy representa la magnitud que la recta tangen¬ 
te sube o baja cuando x cambia en una cantidad dx = Ax. 

Si dx ^ 0, entonces el cociente de la diferencial dy entre la diferencial dx es igual a la 
derivada /'(x), ya que 


dy -r dx = 


/'(x) dx 
dx 


f'(x) 


dy 
dx ’ 


Algunas veces escribimos 


df = f'(x) dx 

en lugar de dy = f'(x)dx, llamando a df la diferencial de f. Por ejemplo, si /(x) = 
3X 2 — 6, entonces 

df = d{ 3x 2 — 6) = 6 xdx. 

Toda formula de diferenciacion, como 

d(u + v) du . dv 4sen u) du 

-;- = —j -1- y O - j - = COS U —y 

dx dx dx dx dx 

tiene una forma diferencial correspondiente, como 


d(u + v) = du + dv o <f(senu) = cos udu. 
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(*■ = 0.1 



FIGURA 3.52 Cuando dr es 
pequeno en comparacion con a, 
como sucede cuando dr = 0.1 y 
a = 10, la diferencial 
d4 = 2irn dr da una manera de 
estimar el area del clrculo con 
radio r = a + dr (ejemplo 6). 


EJEMPLO 5 Determinacion de diferenciaLes de funciones 

(a) <i(tan 2x) = sec 2 (2x) d(2x) = 2 sec 2 2x dx 

... ,/ x \ _ {x + \) dx — x d(x + 1) _ x dx + dx — x dx _ dx 

(} _ ” (^D 2 ~ u + i ) 2 

Estimacion con diferenciales 

Supongamos que conocemos el valor de una funcion diferenciabley(x) en un punto a, y 
que queremos predecir cuanto cambiara este valor si nos movemos a un punto cercano 
a + dx. Si dx es pequeno, entonces podemos ver, de acuerdo con la figura 3.51, que A y es 
aproximadamente igual a dy. Como 

f(a + dx) = f{a ) + Ay, 

la aproximacion diferencial nos da 

f{a + dx) ~ f{a) + dy 

donde dx = Ax. De esta manera, la aproximacion Ay ~ dy se puede usar para calcular 
f(a + dx) cuando se conoce f(a) y dx es pequena. 

EJEMPLO 6 Estimacion con diferenciaLes 

El radio r de un circulo crece de a = 10 m a 10.1 m (figura 3.52). Usar dA para estimar el 
crecimiento del area A del circulo. Estimar el area del circulo agrandado y comparar la es¬ 
timacion con el area real. 

Solucion Como yd = nr 2 , cl incremcnto cstimado es 

dA = A'(a) dr = 2ira dr = 27t( 10)(0.1) = 277 nr. 


Por lo tanto. 


yd( 10 + 0.1) ~ yd(10) + 277 

= 7r( 10) 2 + 277 = 10277. 

El area del circulo de radio 10.1 m es aproximadamente 10277m 2 . 

El area real es 

,4(10.1) = 7r(10.1) 2 

= 102.0177 m 2 . 

El error en nuestra estimacion es 0.01 77 nr, que es la diferencia A A — dA. 

Error en la aproximacion diferencial 

Sea/(x) diferenciable en x = a, y supongamos que dx = Ax es un incremento de x. Tene- 
mos dos maneras de describir el cambio de/cuando x cambia de a a a + Ax: 

El cambio real: A/ = f(a + Ax) — f(a) 

La diferencial estimada: df = f'(a) Ax. 


/.Quc tan bien aproxima (//’a A/'? 









228 


Capi'tulo 3: Derivadas 


Medimos el error de aproximacion restando df de A/: 

Error de aproximacion = A/ — df 

= A/ - f'(a )Ax 
= f(a + Ax) - f(a) ~ f’(a )Ax 


A/ 

/(a + Ax) - f(a) 


Ax 


/'(«) • Ax 


Llamamos a esta parte e 


= e • Ax. 


Cuando Ax —> 0, el cociente de diferencias 

f(a + Ax) - f(a) 

Ax 

se aproxima a f'(a) (recuerde la definicion de /'(a)), de manera que la cantidad entre pa- 
rentesis se vuelve un numero muy pequeno (que es por lo que lo llamamos 6). De hecho, 
e —» 0 cuando Ax —» 0. Ahora Ax si es pequeno, el error de aproximacion e Ax es aun mas 
pequeno. 

A / = f'(a )Ax 4- e Ax 

cambio cambio error 
real estimado 


A pesar de que no sabemos que tan pequeno es el error y no podremos saberlo con mayor 
precision sino hasta el capitulo 11, aqul hay algo que vale la pena observar, a saber, la for¬ 
ma que toma la ecuacion. 


Cambio en y = f(x) cerca de x = a 

Si y = f(x) es diferenciable en x = a y x cambia de a a a + Ax, el cambio Ay 
en/esta dado por una ecuacion de la forma 

Ay = /'(«) Ax + e Ax (1) 

en donde e —» 0 cuando Ax —> 0. 


En el ejemplo 6 encontramos que 

A A = tt(IO.I) 2 - 7r( 10) 2 = (102.01 - 100)77 = (2 t t + 0.0l7r)m 2 

dA error 

de manera que el error de aproximacion es A A — dA = e A r = 0.0l7rye = 0.0 \tt/ Ar = 
O.OI 77 -/O.I = 0.177 m. 

La ecuacion (1) nos permite dar una demostracion completa de la regia de la cadena. 

Demostracion de la regia de la cadena 

Nuestro objetivo es demostrar que si/(w) es una funcion diferenciable de uy u = g(x) 
es una funcion diferenciable de x, entonces la composicion y = f(g(x)) es una funcion di- 
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ferenciable de x. Con mayor precision, si g es diferenciable en x 0 y / es diferenciable en 
g(x 0 ), entonces la composicion es diferenciable en x 0 y 


dy 

dx 


x=x 0 


f'(g(x 0 ))-g'(x 0 ). 


Sea Ax el incremento de x, y sean A u y Ay los incrementos correspondientes en u y y. 
Aplicando la ecuacion (1) tenemos 

A u = g'(x 0 )Ax + ei Ax = (g'(x 0 ) + ei)Ax, 

donde €\ —> 0 cuando Ax —» 0. De manera similar, 

Ay = /'(m 0 )Aw + e 2 A u = (f'(uo) + e 2 )A u, 

donde e 2 —> 0 cuando Am —» 0. Tambien observamos que Au—*0 cuando Ax —» 0. Com- 
binando estas ecuaciones para Am y A y obtenemos 

Ay = (/'(ho) + e 2 )(g'(x 0 ) + fi)Ax, 

de manera que 

Ay 

-fa = /'(Mo)g'(xo) + e 2 g'(x 0 ) + f'(u 0 )e j + e 2 ei. 


Como £i y e 2 tiende a cero si Ax tiende a cero, tres de los cuatro terminos de la derecha 
desaparecen en el limite, dejando 

= , lim n TT = /'(Ho)g'Uo) = /'(g(x 0 )) -g'(xo). 

CIX x=Xo Ax—>0 

Con esto concluye la prueba. ■ 


Sensibilidad aL cambio 

La ecuacion df = /'(x) dx nos dice que tan sensible es el resultado de / ante un cambio 
en los datos para diferentes valores de x. A mayor valor de /' en x, mayor efecto del cam¬ 
bio dado - dx. Cuando nos movemos de a a un punto cercano a + dx, podcmos describir el 
cambio en/de tres maneras: 



Real 

Estimado 

Cambio absoluto 

A f = f(a + dx) - f(a) 

df = f'{a) dx 

Cambio relativo 

A/ 

df 


/(«) 

/(«) 

Cambio porcentual 

A f 

-jf- X 100 
/(a) 

df 

-jf- X 100 
/(a) 


EJEMPLO 7 Determinacion de la profundidad de un pozo 

Queremos calcular la profundidad en un pozo a partir de la ecuacion 5 = 16 1 2 midiendo el 
tiempo que tarda una roca pesada en golpear el agua en el fondo del pozo. ^Que tan sensi¬ 
ble seran sus calculos si se comete un error de 0.1 seg en la medida del tiempo? 

Solucion El tamano de ds en la ecuacion 


ds = 32 1 dt 
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depende de que tan grande es t. Si t = 2 seg, el cambio causado por dt= 0.1 es mas o me- 
nos de 


ds = 32(2)(0.1) = 6.4 pies. 


Tres segundos despues, en t = 5 seg, el cambio causado por el mismo dt es 



Angiografia 


Se inyecta un medio de contraste en la arteria 
parcialmente obstruida para hacer visible 
el interior bajo los rayos X. Esto revela la 
localization y severidad de la obstruction. 



Angioplastia 


Un globo colocado en la punta del cateter es 
inflado dentro de la arteria para dilatarla en el 
lugar obstruido. 


ds = 32(5)(0.1) = 16 pies. 

Para el error dado en la medida del tiempo, la profundidad estimada del pozo difiere de la 
profundidad real en una distancia que se incrementa a medida que el tiempo que tarda 
la roca en pegar en el agua del fondo del pozo es mayor. 

EJEMPLO 8 Desbloqueo de arterias 

A1 final de la decada de 1830 el fisiologo frances Jean Poiseuille descubrio la formula que 
usamos hoy en dia para predecir cuanto se tiene que expandir el radio de una arteria par¬ 
cialmente obstruida para restaurar el flujo normal. Esta formula, 

V = kr\ 

dice que el volumen V del fluido que corre por una caneria o tubo pequeno en una unidad 
de tiempo a presion constante, es una constante por el radio del tubo elevado a la cuarta 
potencia. /.Como afecta a V un crecimiento de 10% de rl 

Solucion Las diferenciales de Vy r se relacionan mediante la ecuacion 

dV , 

dV = ~r dr = 4Ar 3 dr. 


El cambio relativo en V es 

dV _ 4/cr 3 dr _ .dr 

V ~ kr 4 

El cambio relativo en V es 4 veces el cambio relativo en r. de manera que un crecimiento 
de 10% en r producira 40% de crecimiento en el flujo. 


EJEMPLO 9 Conversion de masa en energia 
La segunda ley de Newton, 


d , , dv 

F = Jt {mv) = m Tt =ma ’ 

se basa en la hipotesis de que la masa es constante, pero sabemos que esto no es estricta- 
mente cierto, porque la masa de un cuerpo crece de acuerdo con la velocidad. En la formu¬ 
la corregida de Einstein, la masa tiene el valor 


m 


m o 

Vl - v 2 /c 2 ’ 


donde m 0 “masa en reposo” representa la masa del cuerpo que no se mueve, y c es la velo¬ 
cidad de la luz, que es aproximadamente 300,000 km/seg. Use la aproximacion 


1 


Vl - x 2 


1 + J x2 


( 2 ) 


para estimar el incremento de la masa Am que resulta de la velocidad anadida, v. 
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Solucion Cuando v es muy pequena comparada con c, v 2 /c 2 esta cerca de cero y es co- 
rrecto usar la aproximacion 


para obtener 


1 

Vl - v 2 /c 2 



ecuacion (2), con x 


v 

~c 


m 


m 0 

Vl - v 2 /c 2 


m 0 



. 1 2 
m 0 + ~^m 0 v 



o 


m 


■ 1 2 
m 0 + 2 m o v 



(3) 


La ecuacion (3) expresa el crecimiento en la masa que resulta de la velocidad anadida, v. 


Interpretation de la energia 

En la fisica newtoniana, (I/2)«; 0 i; 2 es la energia cinetica (EC) del cuerpo; si rescribimos 
la ecuacion (3) en la forma 


(m - m 0 )c 2 ~ jm 0 v 2 , 


vemos que 


(m — mo)c 2 ~ ^mov 2 = jmgv 2 — ^ mo(0) 2 = A(EC), 
o 

(A m)c 2 « A (EC). 

De manera que el cambio en la energia cinetica A (EC) al ir de la velocidad 0 a la veloci¬ 
dad v es aproximadamente igual a (A m)c 2 , es decir, el cambio en la masa por el cuadrado 
de la velocidad de la luz. Usando c « 3 X 10 8 m/seg, vemos que un cambio pequeno en 
la masa puede crear un cambio grande en la energia. 


EJERCICIOS 3.8 _ 

Determination de linealizaciones 

En los ejercicios 1 a 4, encuentre la linealizacion L(x) de f(x) en x = a. 

1 . f(x) = x 3 — 2x + 3, a = 2 

2. f(x) = Vx 2 + 9, a = -4 

3 . f(x) = x + y , a = 1 

4. f(x) = Vr, a = — 8 

Linealizacion por aproximacion 

Obtener linealizaciones que reemplacen las funciones de los ejercicios 
5 a 10 en intervalos que incluyan los puntos dados Xq. Para facilitar el 


trabajo, es necesario centrarcada linealizacion no en x 0 , sino en el en- 
tero mas proximo x = a, en el cual la funcion y su derivada sean faciles 
de calcular. ^Que linealizacion utiliza en cada caso? 

5. f(x) = x 2 + 2x, xo = 0.1 

6. f(x) = x x 0 = 0.9 

7. f(x) = 2x 2 + 4x - 3, x 0 = -0.9 

8. f{x) = 1 + x, xo = 8.1 

9. f(x) = Vr, xo = 8.5 

10 - /W = x 0 = 1.3 
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linealizacion de funciones trigonometricas 

En los ejercicios 11 a 14, encuentre la linealizacion de/en x — a. Des¬ 
pues grafique juntas la linealizacion y f. 


11. fix) 

= senx 

a 

(a) x = 

0, 

(b) X = TT 

12. fix) 

= cosx 

a 

(a) x = 

0, 

(b) x = —tt/2 

13. fix) 

= sec x 

a 

(a) x = 

0, 

(b) x = —7r/3 

14. fix) 

= tanx 

a 

(a) x = 

0, 

(b) X = 77-/4 



0 x 0 x 0 + dx 


La aproximacion (1 + x) k « 1 + kx 

15. Demuestre que la linealizacion de fix) = (1 + x) k en x = 0 es 
L(x) = 1 + kx. 

16. Use la aproximacion lineal (1 + x) k ~ 1 + kx para encontrar 
una aproximacion de la funcion/(x) para valores de x cercanos a 
cero. 

a. f(x) = (1 - x) 6 b. fix) = j / | 

c. f{x) = — ^ d. f{x) = V2 + x 2 

Vl + x 

e. fix) = (4 + 3x)'/ 3 f. fix) = 

17. Mas rapido que una calculadora Use la aproximacion 
(1 + xf ~ 1 + kx para estimar lo siguiente: 

a. (1.00 02) 50 b. \/1.009 

18. Encuentre la linealizacion de fix) — a/x + 1 + senx en 
x = 0. ^Como se relaciona con las linealizaciones individuales 
de Vx + 1 y sen x en x = 0? 


Derivadas en forma diferencial 

En los ejercicios 19 a 30, encuentre dy. 


19. y = x 3 — 3Vx 


21 . y = 


2x 


1 + x 2 


23. 2 y 7 ’!' 2 + xy - x = 0 
25. y = sen (5Vx) 

27. y = 4 tan (x 3 /3) 

29. y = 3 esc (1 - 2Vx) 


20. y = xVl - x 2 
2Vx 


22 ‘ y 3(1 + Vx) 

24. xy 2 - 4x 3 / 2 - y = 0 
26. y — cos (x 2 ) 

28. y = sec (x 2 — 1) 


30. y — 2 cot 


* 


Error de aproximacion 

En los ejercicios 31 a 36, cada funcion f[x) cambia su valor cuando x 
cambia de xo axo + dx. Encuentre 

a. el cambio A/ = /(xo + <ix) — /(xo); 

b. el valor de la estimacion df = /' (xo) dx ; y 

c. el error de aproximacion | A/ — df\. 


31. fix) = x 2 + 2x, xo =1, dx = 0.1 

32. /(x) = 2x 2 + 4x — 3, xo = — 1, dx = 0.1 

33. fix) = x 3 — x, xo = 1, dx = 0.1 

34. fix) = x 4 , xo = 1, dx = 0.1 

35. /(x) = x~*, xo = 0.5, t/x — 0.1 

36. fix) = x 3 — 2x + 3, Xo = 2, dx = 0.1 

Estimaciones diferenciales del cambio 

En los ejercicios 37 a 42, escriba una formula diferencial que estime 

el cambio dado en el volumen o en el area de la superficie. 

37. El cambio en el volumen V = (4/3)ttt 3 de una esfera cuando el 
radio cambia de ro a ro + dr 

38. El cambio en el volumen V = x 3 de un cubo cuando la longitud 
de la arista cambia de xo a xo + dx 

39. El cambio en el area de la superficie S = 6x 2 de un cubo cuando 
la longitud de la arista cambia de xo a xo + dx. 

40. El cambio en el area de la superficie lateral S = TrrVr 2 + h 2 de 
un cono circular recto cuando el radio cambia de rg a ro + dr y la 
altura no cambia. 

41. El cambio en el volumen V = tt r 2 h de un cilindro circular recto 
cuando el radio cambia de r 0 a r 0 + dr y la altura no cambia. 

42. El cambio en el area de la superficie lateral S = Irrrh de un cilin¬ 
dro circular recto cuando la altura cambia de ho a ho + dh y el 
radio no cambia. 


Aplicaciones 

43. El radio de un circulo crece de 2.00 a 2.02 m. 

a. Estime el cambio del area resultante. 

b. Exprese la estimacion como un porcentaje del area del circulo 
original. 

44. El diametro de un arbol era de 10 pulgadas. Durante el ano si¬ 
guiente, la circunferencia aumento 2 pulgadas. ^Aproximadamen- 
te cuanto aumento el diametro del arbol? ^Cuanto se incremento 
el area de la seccion transversal? 

45. Estimacion de volumen Estime el volumen de material en un 
casco cilindrico con altura 30 pulgadas, radio 6 pulgadas y espe- 
sor del casco 0.5 pulgadas. 
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0.5 pulg. 


30 pulg. 


6 pulg. 


46. Estimation de la altura de un edificio Un topografo, parado a 
30 pies de la base de un edificio, mide un angulo de elevation de 
75° desde la parte superior del edificio. ^Con que exactitud debe 
medirse el angulo para que el porcentaje de error al estimar la al¬ 
tura del edificio sea menor a 4 por ciento? 

47. Tolerancia La altura y el radio de un cilindro circular recto son 
iguales, de manera que el volumen del cilindro es V = irh 3 . El 
volumen debe calcularse con un error de no mas de 1 % del valor 
real. Encuentre aproximadamente el mayor error que se puede to- 
lerar en la medicion de h, expresado como un porcentaje de h. 

48. Tolerancia 

a. ^Con que exactitud debe medirse el diametro interior de un 
tanque cilindrico de almacenamiento de 10 m de altura para 
calcular el volumen del tanque dentro de 1% del valor real? 

b. iCon que exactitud debe medirse el diametro exterior, para 
calcular la cantidad de pintura que se necesita para pintar la 
pared del tanque, dentro de 5% de la cantidad real? 

49. Acunacion de monedas El gobierno federal contrata los servi- 
cios de cierta fabrica para acunar monedas. ^Cuanta variation dr 
en el radio de las monedas puede tolerarse si el peso de las mismas 
debe diferir menos que 1/1000 de su peso ideal? Suponga que el 
espesor no varia. 

50. Esbozo del cambio en el volumen de un cubo El volumen 
V = x 3 de un cubo con aristas de longitud x crece una cantidad 
AF cuando x crece una cantidad Ax. Demuestre con un croquis 
como representar geometricamente A F como la suma de los vo- 
lumenes de: 

a. Tres franjas de dimensiones x por x por Ax. 

b. Tres barras de dimensiones x por Ax por Ax. 

c. Un cubo de dimensiones Ax por Ax por Ax. 

La formula diferencial dV = 3x 2 dx estima el cambio en F con 
las tres franjas. 

51. El efecto que tienen maniobras de vuelo en el corazon La can¬ 
tidad de trabajo realizada por la principal camara de bombeo del 
corazon, el ventriculo izquierdo, esta dado por la ecuacion 



donde W es el trabajo por unidad de tiempo, P es la presion pro- 
medio de la sangre, V es el volumen de sangre bombeado hacia 
fuera por unidad de tiempo, 8 es el peso de la densidad de la san¬ 
gre, v es la velocidad promedio de la sangre saliente y g es la ace- 
leracion de la gravedad. 


Cuando P,V,8 y v permanecen constantes, W se convierte 
en una funcion de g y la ecuacion toma la forma simplificada 

W = a + 4 {a,b constantes). 

Como miembro del equipo medico de la NASA, usted quiere saber 
que tan sensible es W a los cambios en g causados por las manio¬ 
bras de vuelo, y esto depende del valor inicial de g. Como parte 
de su investigation, decide comparar los efectos que tiene en W 
un cambio en dg, dado en la Luna, donde g = 5.2 pies/seg 2 , con el 
efecto que el mismo cambio dg tendria en la Tierra, donde g— 32 
pies/seg 2 . Use la ecuacion simplificada que se menciono antes 
para encontrar la razon de dW Lma a dW Tism . 

52. Medicion de la aceleracion de la gravedad Cuando la longi¬ 
tud L del pendulo de un reloj se mantiene constante controlando 
su temperatura, el periodo T del pendulo depende de la aceleracion 
de la gravedad g. Asi, el periodo variara ligeramente al cambiar el 
reloj de un lugar a otro en la superficie de la Tierra, dependiendo 
del cambio en g. Sin perder de vista a AT, podemos estimar la va¬ 
riation en g a partir de la ecuacion T = 2-7r(L/g) 1 ^ 2 que relaciona 
T.gyL. 

a. Con L constante y g como la variable independiente, calcule 
dT y usela para contestar los incisos (b) y (c). 

b. iT crece o decrece cuando g se incrementa? ^El pendulo de 
un reloj puede aumentar o disminuir rapidez su velocidad? 
Explique. 

c. Un reloj con un pendulo de 100 cm es trasladado de una loca- 
lidad donde g = 980 cm/seg 2 a una nueva ubicacion. Esto au- 
menta el periodo en dT= 0.001 seg. Encuentre dg y estime el 
valor de g en la nueva ubicacion. 

53. La arista de un cubo mide 10 cm, con un error de 1 por ciento. Se 
tiene que calcular el volumen del cubo a partir de esta medida. 
Estime el porcentaje de error en el calculo del volumen. 

54. ^Con que exactitud debe medirse el lado de un cuadrado para es- 
tar seguros de calcular el area dentro del 2% de su valor real? 

55. El diametro de una esfera se mide como 100 ± 1 cm, y el volu¬ 
men se calcula a partir de esta medicion. Estime el porcentaje de 
error en el calculo del volumen. 

56. Estime el porcentaje de error aceptable en la medida del diametro 
D de una esfera, si el volumen se calcula correctamente dentro de 
3 por ciento. 

57. (Continuation de ejemplo 7). Demuestre que un error de 5% en la 
medicion de t provoca un error de aproximadamente 10% en el 
calculo de s a partir de la ecuacion s = 16 1 2 . 

58. ( Continuation de ejemplo 8). ^En que porcentaje hay que aumen¬ 
tar r para incrementar Fen 50 por ciento? 


Teona y ejemplos 

59. Demuestre que la aproximacion de A/l + x por su linealizacion 
en el origen debe mejorar cuando x —> 0 probando que 


,, Vl + X 

lim -- , = 1. 

x—»o 1 4- (x/2) 
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60. Demuestre que la aproximacion de tan x por su linealizacion en el 
origen debe mejorar cuando x —» 0, probando 


11m 

x^>0 


tanx 

x 


= 1. 


61. La linealizacion es la mejor aproximacion lineal (Esta es la 
razon por lo que usamos la linealizacion). Suponga que y = /(x) 
es diferenciable en x = a, y que g(x) = m(x — a) + c es una 
funcion lineal en donde m y c son constantes. Si el error 
E (x) = f(x) — g(x) es suficientemente pequeno cerca de x = a, 
podemos pensar en usar g como una aproximacion lineal de /en 
lugar de la linealizacion L(x) = f(a) + f'(a)(x — a). Demuestre 
que si le imponemos a g las condiciones 

1. E(a) = 0 La aproximacion del error es cero en x = a. 

„ E(x) El error es despreciable cuando lo compara- 

2. lim v _ - = 0 

x —> a x « mos con v - a. 


Entonces, g(x) = /(a) + f'(a)(x — a). De esta manera, la li¬ 
nealizacion L(x) da la unica aproximacion lineal cuyo error es ce¬ 
ro enx = a y despreciable cuando la comparamos con x — a. 


Alguna otra 

La linealizacion, L(x): aproximacion 

y = f(a) + f'(a)(x - a) lineal g(x): 



62. Aproximaciones cuadraticas 

a. Sea Q(x) — bo + b\(x — a) + bi(x — a) 2 una aproximacion 
cuadratica de/(x) en x = a con las propiedades 

i- Q(a) = f{a) 

ii- Q'{a) = f'{a ) 

iii. Q"{a) = f"(a) 

Determine los coeficientes bo, b\ y Z> 2 . 

b. Encuentre la aproximacion cuadratica de/(x) = 1/(1 — x) 
en x = 0. 

c. Grafique/(x) = 1/(1 — x) y su aproximacion cuadratica en 
x = 0. Despues haga un acercamiento en el punto (0,1) de am- 
bas graficas. Comente sus hallazgos. 

d. Encuentre la aproximacion cuadratica de g(x) = 1/xen 

x = 1. Grafique juntas g y su aproximacion cuadratica. Co¬ 
mente sus hallazgos. 

e. Encuentre la aproximacion cuadratica de h(x) Vl+x en 
x = 0. Grafique juntas h y su aproximacion cuadratica. Co¬ 
mente sus hallazgos. 

f. iCuales son las linealizaciones de f, g y h en los respectivos 
puntos de los incisos (b), (d) y (e). 


63. Lectura de derivadas a partir de las graficas La idea de que 
las curvas diferenciables se aplanan cuando se amplian puede ser 
usada para estimar los valores de las derivadas de funciones en 
puntos particulares. Ampliamos la curva hasta que la porcion que 
vemos parece una recta que pasa por el punto en cuestion, y enton¬ 
ces usamos la cuadricula coordenada de la pantalla para leer la pen- 
diente de la curva como la pendiente de la recta a la que se parece. 

a. Para ver como funciona el proceso, intentelo primero con la 
funcion y = x 2 en x = 1. La pendiente que lea debe ser 2. 

b. Despues intentelo con la curva en y = e x en x = 1, 

x = 0 y x = -1. En cada caso, compare su estimacion de la 
derivada con el valor de e x en el punto. iQue patron ve? Prue- 
belo con otros valores de x. 

En el capitulo 7 se explica lo que sucede en este caso. 

64. Suponga que la grafica de una funcion diferenciable/(x) tiene una 
tangente horizontal en x = a. ^Se puede decir algo acerca de la li¬ 
nealizacion de/en x = a? Justifique su respuesta. 

65. ^,A que velocidad relativa debe acelerarse un cuerpo en reposo pa¬ 
ra aumentar su masa en 1 por ciento? 

66. Sacar raiz repetidamente 

a. Teclee 2 en su calculadora y saque raices cuadradas sucesiva- 
mente presionando la tecla de raiz cuadrada varias veces (o 
eleve a la potencia 0.5 repetidamente el numero mostrado). 
^Que patron surge? Explique que esta pasando. iQue sucede 
si se sacan raices decimas? 

b. Repita el procedimiento con 0.5 en lugar de 2 como dato ori¬ 
ginal. ^Que sucede ahora? /.Puede usar cualquier numero po¬ 
sitive x en lugar de 2? Explique que esta pasando. 


EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 

Comparacion de funciones con sus linealizaciones 

En los ejercicios 67 a 70, use un software matematico para estimar la 
magnitud del error al usar la linealizacion en lugar de la funcion en un 
intervalo especifico I. Realice los pasos siguientes: 

a. Dibuje la funcion/en I. 

b. Encuentre la linealizacion L de la funcion en el punto a. 

c. Dibuje juntas fy L en un solo piano. 

d. Dibuje el error absoluto |/(x) — L(x)\ en / y encuentre su valor 
maximo. 

e. A partir de la grafica del inciso (d), estime tan grande como pueda 
S > 0 para que se satisfaga 

\x — a\ < S => |/(x) — L(x)| < e 


para e = 0.5, 0.1 y 0.01. Despues verifique graficamente para ver 
si su estimacion de 8 sigue siendo correcta. 

67. /(x) = x' Ex 2 — 2x, [—1,2], a = 1 


68. f{x) = 


x — 1 

4x 2 + r 


-!■> 


1 

a = 2 


69. fix) = x 2/3 (x - 2), [-2, 3], a = 2 

70. /(x) = Vx — senx, [0, 277-], a = 2 
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Capftulo Preguntas de repaso 


1. iQue es la derivada de una funcion/? ^Como se relaciona su do- 
minio con el dominio de/? De ejemplos. 

2. iQue papel juega la derivada en las definiciones de pendientes, 
tangentes y razones de cambio? 

3. ^Como se puede graficar la derivada de una funcion cuando lo 
unico que se tiene es una tabla de los valores de la funcion? 

4. ^Que significa que una funcion sea diferenciable en un intervalo 
abierto? ^Que significa que sea diferenciable en un intervalo ce- 
rrado? 

5. ^,Como se relacionan las derivadas y las derivadas laterales? 

6. Describa geometricamente cuando una funcion tipicamente no 
tiene derivada en un punto. 

7. ^Como se relacionan la diferenciabilidad de una funcion en un 
punto y su continuidad en dicho punto, si la hay? 

8. La siguiente funcion escalonada unitaria 


U(x) 


r o, x < o 

\l, x > 0 


Puede ser la derivada de alguna otra funcion en [—1,1]? 
Explique. 

9. iQue reglas conoce para calcular derivadas? De algunos ejemplos. 

10. Explique como las tres formulas 


b. 



du 

C ~dx 


d , du i du2 

C. — i ll] + U2 + * • • + U n ) = —— + —:— + ■ ■ • + 
dx ax dx 

nos permiten diferenciar una funcion polinomial. 


du n 

dx 


11. Ademas de las tres formulas dadas en la pregunta 10, ^cual otra 
necesitamos para diferenciar una funcion racional? 

12. iQue es una segunda derivada? iQue es una tercera derivada? 
^Cuantas derivadas tienen las funciones que conoce? De ejemplos. 

13. ^,Cual es la relacion entre el promedio de una funcion y las razo¬ 
nes de cambio instantaneas? De un ejemplo. 


14. ^Como surgen las derivadas en el estudio del movimiento? i,Que 
se puede saber acerca del movimiento de un cuerpo a lo largo de 
una recta a partir del analisis de las derivadas de la funcion posi¬ 
tion del cuerpo? De ejemplos. 

15. ^,Como surgen las derivadas en economia? 

16. De ejemplos de otras aplicaciones de las derivadas. 

17. iQue tienen que ver los limites lim/,^o((sen h)/h) y lim /,^0 
((cos h — 1 )/h) con las derivadas de las funciones seno y cose- 
no? ^Cuales son las derivadas de estas funciones? 

18. ^Cbmo es posible encontrar las derivadas de tan x, cot x, sec x y 
esc x una vez que se conocen las derivadas de sen x y cos x? 
^Cuales son las derivadas de estas funciones? 

19. ^.En que puntos las seis funciones trigonometricas son continuas? 
('.Cbmo lo sabe? 

20. ^Cual es la regia para calcular la derivada de la composition de 
dos funciones diferenciables? ^.Corno se evalua dicha derivada? 
De ejemplos. 

21. ^Cual es la formula para la pendiente dy/dx de una curva para- 
metrizada x = f(t),y = g(t) 1 ? ^Cuando se aplica la formula? 
^Cuando es posible esperar poder encontrar tambien d 2 y/dx 2r ! De 
ejemplos. 

22. Si u es una funcion diferenciable de x, ^como se encuentra 
(d/dx)(u") si n es un entero? ^.Corno se encuentra si n es un nu- 
mero racional? De ejemplos. 

23. iQue es la diferenciacion impllcita? ^Cuando es necesaria? De 
ejemplos. 

24. ^.Como surgen los problemas de razones de cambio relacionadas? 
De ejemplos. 

25. Esboce una estrategia para resolver problemas de razones relacio¬ 
nadas. Ilustre con un ejemplo. 

26. iQue es la linealizacion L(x) de una funcion /(x) en un punto 
x = a? iQue se requiere de/en a para que exista la linealizacion? 
(-.Para que se usan las linealizaciones? De ejemplos. 

27. Si x se mueve de a a un valor cercano a + dx, ^como se puede es- 
timar el cambio correspondiente en el valor de una funcion dife¬ 
renciable /x)? ^Como se puede estimar el cambio relativo? ^.Como 
se puede estimar el cambio porcentual? De un ejemplo. 


Capftulo Ejerdcios de practica 

Derivadas de funciones 

Encuentre las derivadas de las funciones de los ejercicios 1 a 40. 
1. y = x 5 - 0.125x 2 + 0.25x 2. y = 3 - 0.7x 3 + 0.3x 7 

4. y = x 7 + \/lx -- 


5. y = (x -I- l) 2 (x 2 + 2x) 
7. y = (0 2 + seed + l) 3 


9. s = 


Vt 

l + Vt 


6. y = 
8. y = 

10. s = 


(2x — 5)(4 — x) 1 

esc 0 _ 0 2 \ 2 
2 4 ) 

1 

Vt - l 



3. y = x 3 — 3(x 2 + 7T 2 ) 
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11 . y = 2tan 2 x — sec 2 x 


13. s = cos 4 (l — 2 1) 


15. i 
17. r 
19. r 

21. y = 

23. y = 
25. y = 
27. y = 

29. 5 = 

31. y = 

33. y = 

35. r = 
37. y = 
39. y 


(sec t + tan ?) 5 

V20 sen 0 

sen \fl 0 

1 2 2 
2 X csc x 

x -1 / 2 sec(2x) 2 
5 cot x 2 

x 2 sen 2 ( 2x 2 ) 

-2 


2 2 
sen 

4t_ 

t 4- 1, 
Vx x2 

1 + X 
(t 2 + X 

sen 0 


cos 0—1 
(2x + l)V2x + 1 
3 

(5x 2 + sen2x) 3 / 2 


12. y = 

14. s = 

16. s = 
18. r 
20. r 


2 

senx 


( f 


csc 5 (l - t + 3/ 2 ) 

20Vcos 0 

sen (0 + V0 + l) 


22. y = 2\lx sen Vx 


24. y = 
26. y = 
28. y = 

30. s = 


32. y 

34. y 

36. r - 
38. y 
40. y 


Vxrcsc(x + l) 3 
x 2 cot 5x 
x -2 sen 2 (x 3 ) 

-1 

15(15? - l) 3 

= f 2Vx V 

V2Vx + 1/ 

= 4xVx + Vx 


1 + sen 0 
1 — cos 0, 

20(3x - 4)'/ 4 (3x - 4) -1 / 5 
(3 + cos 3 3x)^'/ 3 


Diferenciadon implkita 

En los ejercicios 41 a 48, encuentre dy/dx. 


41. xy + 2x + 3y = 1 
43. x 3 + 4xy - 3y 4/3 = 2x 

45. Vxy = 1 


42. x 2 + xy + y 2 - 5x = 2 
44. 5x 4/s + 10y 6/5 = 15 
46. x 2 y 2 = 1 


48. y 2 = 


1 + x 
1 — x 


En los ejercicios 49 y 50, encuentre dp/dq. 

49. p 3 + 4 pq - 3q 2 = 2 50. q = (5p 2 + 2pY 2 l 2 

En los ejercicios 51 y 52, encuentre dr/ds. 

51. r cos 2s + sen 2 s = 7 r 52. 2rj' — r — s + s 2 = — 3 

53. Determine d 2 v/dx 2 mediante diferenciacion implicita: 

a. x 3 + y 3 = 1 b. y 2 = 1 - | 

54. a. Empleando diferenciacion implicita, x 2 — y 2 = 1 demuestre 

dy/dx = x/y. 

b. Despues pruebe que d 2 y/dx 2 = — 1/y 3 . 


Valores numericos de derivadas 

55. Suponga que las funciones /(x) y g(x) y sus primeras derivadas 
tienen los valores siguientes en x = 0 y x = 1. 


X 

f(x) 

g(x) 

fix) 

g'ix) 

0 

1 

1 

-3 

1/2 

1 

3 

5 

1/2 

-4 


Encuentre la primera derivada de las combinaciones siguientes en 
el valor dado de x. 
a. 6 f(x) - g(x), x = 1 

f(x) 

c - ttElT ’ x = 1 
gw + 1 

e. g(f(x)), x = 0 
g- /(Jf + gW), x = 0 

56. Suponga que la funcion/(x) y su primera derivada tienen los valo¬ 
res siguientes enx = 0yx = 1. 


X 

fix) 

fix) 

0 

9 

-2 

1 

-3 

1/5 


b. /(x)g 2 (x), x = 0 
d. /(g(x)), x = 0 
f. (x + /(x)) 3 / 2 , x = 1 


Encuentre la primera derivada de las combinaciones siguientes en 
el valor dado de x. 

a. Vx /(x), x = 1 b. V/(x), x = 0 

c. /(Vx), x = 1 d. /(I — 5 tanx), x = 0 

e. -y-y -, x = 0 f. 10 sen (^y) f 2 (x), x = 1 

2 + cos x \2J 

57. Encuentre el valor de dy/dtcn t — 0, si y = 3sen2xy x = t 2 + 77 . 

58. Encuentre el valor de ds/du en u = 2, si 5 = t 2 + 5? y t = 
(w 2 + 2 k) 1 / 3 . 

59. Determine el valor de dw/ds en s = 0, si w = sen C\/r — 2)y 
r = 8 sen (5 + 7r/6). 

60. Encuentre el valor de dr/dt en t = 0 si r = (0 2 + 7) 1 / 3 y 
0 2 ? + 0 = 1. 

61. Si y 3 + y = 2cosx, encuentre el valor de d 2 y/dx 2 el punto 
(0,1). 

62. Si x 1 / 3 + y 1 / 3 = 4, determine el valor de d 2 y/dx 2 el punto (8, 8). 


Definicion de derivada 

En los ejercicios 63 y 64, encuentre la derivada usando la definicion. 


63. /(?) 


1 

2t + 1 


64. g(x) = 2x 2 + 1 


65. a. Grafique la funcion 



b. if es continua en x = 0? 

c. if es diferenciable en x = 0? 
Justifique sus respuestas. 


-1 < x < 0 
0 < x < 1. 
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66. a. Grafique la funcion 


fix) 


(x, — 1 < x < 0 

\tanx, 0 £ x £ tt/4. 


b. if es continua en x = 0? 

c. if es diferenciable en x = 0? 
Justifique sus respuestas. 

67. a. Grafique la funcion 


fix) 


f x, 0 < x < 1 

1.2 — x, 1 < x £ 2. 


b. if es continua en x = 1? 

c. if es diferenciable en x = 1 ? 

Justifique sus respuestas. 

68. ^Para que valor o valores de la constante m, si hay alguno, 


fix) 


{ sen2x, x £ 0 
mx, x > 0 


a. continua en x = 0? 

b. diferenciable en x = 0? 
Justifique sus respuestas. 


Pendientes, tangentes y normales 

69. Tangentes con pendiente especifica. ^Hay algun punto en la 
curva y = (x/2) + l/(2x — 4) donde la pendiente sea —3/2? 
De ser asi, encuentrelo(s). 

70. Tangentes con pendiente especifica. ,4 lay algun punto en la cur¬ 
va y = x — 1/(2x) donde la pendiente sea 3? De ser asi, encuen- 
trelo(s). 

71. Tangentes horizontales Encuentre los puntos de la curva y = 
2x 3 — 3x 2 — 12x + 20 donde la tangente es paralela al eje x. 

72. Interseccion de la tangente con los ejes Encuentre la intersec- 
cion con el eje x y con el eje y de la recta que es tangente a la cur- 
vay = x 3 en el punto (—2, —8). 

73. Tangentes perpendiculares o paralelas a rectas Encuentre los 
puntos de la curva y = 2x 3 — 3x 2 — 12x + 20 donde la tangen¬ 
te es 

a. perpendicular a la recta y = 1 — (x/24). 

b. paralela a la recta y = \fl — 12x. 

74. Interseccion de tangentes Demuestre que las tangentes a la 
curva y = (tt senx)/x en x = tt y x = —t t se intersecan en an- 
gulos rectos. 

75. Normales paralelas a una recta Encuentre los puntos en la 
curvay = tanx, — tt/ 2 < x < ir/2, donde la normal es paralela a 
la recta y = —x/2 . Trace juntas la curva y las normales, y etique- 
te cada una con su ecuacion. 

76. Rectas tangente y normal Encuentre las ecuaciones para la 
tangente y la normal a la curva y = 1 + cosx en el punto 
(-rr/2, 1). Dibuje juntas la curva, la tangente y la normal, y seiiale 
cada una con su ecuacion. 


77. Parabola tangente La parabola y = x 2 + C debe ser tangente 
a la recta y = x. Encuentre C. 

78. Pendiente de la tangente Demuestre que la tangente a la curva 
y = x 3 en cualquier punto (a, a 3 ) corta a la curva nuevamente en un 
punto donde la pendiente es cuatro veces la pendiente en (a, a 3 ). 

79. Curva tangente ^Para que valores de c la curva y = c/(x + 1) 
es tangente a la recta que pasa por los puntos (0, 3) y (5, —2) ? 

80. Normal a un clrculo Demuestre que la recta normal en cual¬ 
quier punto del clrculo x 2 + y 2 = a 2 pasa por el origen. 

Tangentes y normales a curvas definidas 
implfcitamente 

En los ejercicios 81 a 86, encuentre las ecuaciones de las rectas que 

son tangente y normal a la curva en el punto dado. 

81. x 2 + 2y 2 = 9, (1,2) 

82. x 3 +y 2 = 2, (1,1) 

83. xy + 2x — 5y = 2, (3, 2) 

84. (y - x) 2 = 2x + 4, (6,2) 

85. x + \fxy = 6, (4, 1) 

86. x 3 / 2 + 2y 3 / 2 =17, (1,4) 

87. Encuentre la pendiente de la curva x 3 y 3 + y 2 = x + y en los 
puntos (1, 1) y (1, -1). 

88. La grafica que se muestra sugiere que la curva y = sen 
(x — senx) debe tener tangentes horizontales al eje x. ^Es asi? 
Justifique su respuesta. 



Tangentes a curvas parametrizadas 

En los ejercicios 89 y 90, encuentre la ecuacion para la recta en el pia¬ 
no xy que es tangente a la curva en el punto correspondiente al valor 
dado de t. Tambien encuentre el valor de d 2 y/dx 2 en ese punto. 

89. x = (1/2) tan t, y — (1/2) sect, t = tt/ 3 

90. x = 1 + 1/t 2 , y = 1 - 3/f, t = 2 

Analisis de graficas 

Cada una de las figuras en los ejercicios 91 y 92 muestra dos graficas, 
la de una funcion y = /(x) y la de su derivada /'(x). ^Cual grafica es 
cual? ^.Como lo sabe? 
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91. y 92. y 




93. Use la information siguiente para graficar la funcion y = /(x) 
para — 1 < x £ 6. 

i. La grafica de / esta formada por segmentos de recta unidos 
extremo con extremo. 

ii. La grafica empieza en el punto (-1, 2). 

iii. La derivada de f donde esta definida, coincide con la funcion 
escalonada que aqui se muestra. 


y 


1 

1 

y=m 

A 1 1 1 1 I 

-1 

1 2 3 4 5 6 

-1 

o -• 

,_J 

^ -2 




(b) 

FIGURA 3.53 Conejos y zorros en una cadena alimenticia 
depredador-presa en el artico. 


94. Repita el ejercicio 93, suponiendo que la grafica empieza en (-1, 
0) en lugar de hacerlo en (-1, 2). 

Los ejercicios 95 y 96 se hacen a partir de las graficas de la figura 3.53 
(columna derecha). Las graficas de la parte (a) muestran los numeros de 
conejos y zorros en una region artica pequena. Estan trazadas como 
funciones del tiempo durante 200 dias. A1 principio el numero de cone¬ 
jos crece al irse reproduciendo. Pero los zorros se alimentan de conejos, 
y conforme el numero de zorros crece, el nivel de la poblacion de cone¬ 
jos se nivela y despues baja. La figura 3.53b muestra la grafica de la 
derivada de la poblacion de conejos. La hicimos graficando las pendientes. 

95. a. ^Cual es el valor de la derivada de la poblacion de conejos en la 

figura 3.53 cuando el numero de conejos es la mas grande? ^Cual 
es su valor cuando el numero de conejos es el mas pequeno? 
b. ^Cual es el tamano de la poblacion de conejos en la figura 
3.53 cuando su derivada es la mas grande? ^.Cual es el su va¬ 
lor cuando la derivada es la mas pequena (valores negativos)? 

96. ^En que unidades deben medirse las pendientes de las curvas de 
las poblaciones de conejos y zorros? 


Lfmites trigonometricos 


97. 


lim 


o 2X 2 - 


98. 


lim 


3x — tan lx 
2x 


99. lim 


sen r 


101. lim 

0-»(ir/2) 


102. lim 


■o tan2r 

4 tan 2 8 + tan 8 + 1 


sen (send) 
100. lim--j- 

6—>0 8 


tan 2 8 + 5 
1 — 2 cot 2 8 


103. lim 


0-»o + 5 cot 2 8 - 7 cot 8 - 8 
x senx 


■o 2 — 2 cosx 


,, 1 - COS0 

104. lim-;- 

0^0 8 2 


Demuestre como se extienden las funciones de los ejercicios 105 y 
106 para que sean continuas en el origen. 


105. g(x) 


tan (tanx) 
tanx 


106. f{x) 


tan (tan x) 
sen (senx) 


Razones de cambio o tasas relacionadas 

107. Cilindro circular recto El area total de la superficie S de un 
cilindro circular recto esta relacionada con el radio de la base r 
y la altura h mediante la ecuacion S = 2-nr 2 + lirrh. 

a. ^Como se relaciona dS/dt con dr/dt si h es constante? 

b. ^Como se relaciona dS/dt con dh/dt si r es constante? 


x 
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c. ^Como se relaciona dS/dt con dr/dt y dh/dt si ni r ni h son 
constantes? 

d. ^Como se relaciona dr/dt con dh/dt si S es constante? 

108. Cono circular recto El area lateral de la superficie S de un cono 
circular recto esta relacionada con el radio de la base r y la altu- 
ra h mediante la ecuacion S = irr\/r 2 + h 2 . 

a. ^Como se relaciona dS/dt con dr/dt si h es constante? 

b. ^Como se relaciona dS/dt con dh/dt si r es constante? 

c. ^Como se relaciona dS/dt con dr/dt si ni rni h son cons¬ 
tantes? 

109. Cambio del area de un circulo El radio de un circulo cambia 
a una razon de — 2/tt m/sec. que razon cambia el area del cir¬ 
culo cuando r = 10 m? 

110. Cambio de la arista de un cubo El volumen de un cubo crece 
a razon de 1200 cm 3 /min en el instante en que sus aristas tienen 
una longitud de 20 cm. que razon cambian las longitudes de 
las aristas en ese instante? 

111. Resistencias conectadas en paralelo Si dos resistencias de R\ 
y i ?2 ohms estan conectadas en paralelo en un circuito electrico 
para formar una resistencia de R ohms; el valor de R se puede 
encontrar a partir de la ecuacion 

± = ± + ± 

R Ri R 2 ' 


Si R] decrece a razon de 1 ohm/seg y R 2 aumenta a razon de 0.5 
ohm/seg, £a que razon cambia R cuando Ri = 75 ohms y 
R 2 = 50 ohms? 

112. Impedancia en un circuito en serie La impedancia Z (ohms) 
en un circuito en serie esta relacionada con la resistencia R 
(ohms) y la reactancia X (ohms) mediante la ecuacion 
Z = VR 2 + X 2 . Si R crece a 3 ohms/seg y X decrece a 2 
ohms/seg, <^a que razon cambia Z cuando i? = 10 ohms y X— 20 
ohms? 

113. Velocidad de una particula en movimiento Las coordenadas 
de una particula en movimiento en el piano xy son funciones di- 
ferenciables del tiempo t con dx/dt = lOm/seg y dy/dt — 5 
m/seg. iQue tan rapido se aleja la particula del origen cuando 
pasa por el punto (3, -4)? 

114. Movimiento de una particula Una particula se mueve a lo 
largo de la curva y = x 3 / 2 en el primer cuadrante de tal manera 
que su distancia al origen crece a razon de 11 unidades por se- 
gundo. Encuentre dx/dt cuando x = 3. 

115. Drenado de un tanque El agua fluye del tanque conico que se 
muestra en la figura siguiente a razon de 5 pies cubicos/min. 

a. ^Cual es la relation entre las variables h y r en la figura? 

b. ^Que tan rapido baja el nivel del agua cuando h = 6 pies? 


r 


R\ R 2 



116. Carrete rodante Se saca un cable de television de un carrete 
grande para atarlo al poste telefonico a lo largo de una calle; el 
carrete se desenrolla en capas de radio constante (vea la figura). 
Si el camion que jala el cable se mueve a 6 pies/seg (ligeramente 
a mas de 4 millas/hora), use la ecuacion s = rd para encontrar 
que tan rapido da vueltas el carrete (radianes por segundo) cuan¬ 
do se desenrolla la capa de radio 1.2 pies. 



117. Movimiento de un faro La figura muestra un bote a 1 km de 
la costa, iluminandola con un faro buscador. La luz da vuelta a 
una razon constante de dd/dt = —0.6 rad/sec. 

a. ^Que tan rapido se mueve la luz a lo largo de la costa cuando 
alcanza el punto Al 

b. ^Cuantas revoluciones por minuto son 0.6 rad/seg? 


_ 

1 km 


-x 


r 


a) 


118. Puntos que se mueven sobre los ejes Los puntos A y B se 
mueven a lo largo de los ejes xy y respectivamente, de manera 
que la distancia r (en metros) a lo largo de la perpendicular des- 
de el origen a la recta AB permanece constante. ^Que tan rapido 
cambia 04? ^OA esta creciendo o decreciendo cuando OB = 2r y 
B se mueve hacia O a una razon de 0.3r m/seg? 
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Linealizacion 

119. Encuentre las linealizaciones de 

a. tanxenx = — tt/4 b. secxenx = — ir/4. 

Grafique juntas las curvas y las linealizaciones. 

120. Puede obtener una aproximacion lineal util de la funcion 
/(x) = 1/(1 + tan x) en x = 0 combinando las aproximaciones 

—:— ~ 1 — x y tanx ~ x 
1 + x 

para obtener 


1 + tanx 

Demuestre que este resultado es la aproximacion lineal estandar 
de 1/(1 + tan x) en x = 0. 

121. Encuentre la linealizacion de /(x) = V 1 + x + senx — 0.5 
enx = 0. 

122. Encuentre la linealizacion de /(x) = 2/(1 — x) + \/1 + x 
- 3.1 enx = 0. 

Estimaciones diferenciales del cambio 

123. Area de la superficie de un eono Escriba una formula que es- 
time el cambio que ocurre en el area de la superficie lateral de 
un cono circular recto cuando la altura cambia de ho a ho + dh y 
el radio no se modifica. 



124. Error Compuesto 

a. ^Con que exactitud debe medirse la arista de un cubo para 
estar seguros de calcular el area de la superficie del cubo 
con un error no mayor de 2 por ciento? 

b. Suponga que la arista se mide con la exactitud requerida en 
el inciso (a). ,j,Con cuanta precision puede calcularse el volu- 
men del cubo a partir de la medicion de la arista? Para saber- 
lo, estime el porcentaje de error en los calculos del volumen 
que pueden resultar de usar la medicion de la arista. 

125. Compensacion del error La circunferencia del ecuador de 
una esfera se mide como 10 cm, con un posible error de 0.4 cm. 
Despues se usa esta medida para calcular el radio. Luego se usa 
el radio para calcular el area superficial y el volumen de la esfe¬ 
ra. Estime los porcentajes de los errores en los valores calcu- 
lados de 

a. el radio 

b. el area superficial 

c. el volumen. 

126. Determinacion de una altura Para encontrar la altura del 
poste de luz (vea la figura), se pone un palo de 6 pies de longitud 
a 20 pies del poste, y se mide la longitud a de su sombra, encon- 
trando que esta es de 15 pies, con una pulgada de mas o de me- 
nos. Calcule la altura del poste de luz usando el valor a = 15 y 
estimando el error posible en el resultado. 



Capftulo Ejercicios adicionales y avanzados 


1. Una ecuacion como sen 2 0 + cos 2 0 = 1 se llama identidad, ya 
que se satisface para todos los valores de 0. Una ecuacion como sen 
0 = 0.5 no es una identidad, porque solo se satisface para ciertos 
valores de 0, no para todos. Si diferenciamos ambos lados de una 
identidad en 0 con respecto a 0, el resultado es una ecuacion nue- 
va que tambien sera una identidad. 

Derive las siguientes para probar que las ecuaciones resul- 
tantes se satisfacen para toda 0. 

a. sen 20 — 2 sen 6 cos 0 

b. cos 20 = cos 2 0 — sen 2 0 


2. Si se deriva la identidad sen(x + a) = senx cos a + cosx sen a 
con respecto a x, ^la ecuacion resultante es una identidad? ^Se 
aplica este principio a la ecuacion x 2 — 2x — 8 = 0?Explique. 

3. a. Encuentre los valores para las constantes a, b y c que hagan 

que 

/(x) = cosx y g(x) = a + bx + cx 2 
satisfagan las condiciones 


/(0) = g(0), /'(0) = g'(0), y /"(0) = g"(0). 
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b. Encuentre los valores para bye que hagan que 

f(x) = sen(x + a) y g(x) = b senx + ccosx 
satisfagan las condiciones 

m = g(0) y /'(0) = g'(0). 

c. Para los valores determinados As a, by c, ^que sucede con la 
tercera y cuarta derivadas de fy g en cada uno de las incisos 
(a)y(b)? 

4. Soluciones de eeuaciones diferenciales 

a. Demuestre que y = sen x, y = cos x , y y = a cos x + b sen x 
{ay b constantes) satisfacen la ecuacion 

y" + y = 0 . 

b. ^Como modificarla las funciones del inciso (a) para que satis¬ 
fagan la ecuacion 

y" + 4v = 0? 

Generalice este resultado. 

5. Un circuit) osculador Encuentre los valores Ash, ky a que ha- 
cen que el clrculo (x — h) 2 + (y — k) 2 = a 2 sea tangente a la 
parabola y = x 2 + 1 en el punto (1, 2), y que las segundas deriva¬ 
das d 2 y/dx 2 tengan el mismo valor en ambas curvas en ese punto. 
Clrculos como este, que son tangentes a una curva y tienen la mis- 
ma segunda derivada que la curva en el punto de tangencia, se lla- 
man circulos osculadores (del latln osculari, que significa “be- 
sar”). Nos lo encontraremos nuevamente en el capltulo 13. 

6. Ingreso marginal Un autobus tiene capacidad para 60 personas. 
El numero x de personas por viaje que acostumbra transportar el 
autobus esta relacionado con el pasaje (p dolares), de acuerdo con 
la ley p = [3 — (x/40)] 2 . Escriba una expresion para el ingreso 
total ripe) por viaje que recibe la empresa de autobuses. ^Que nu¬ 
mero de personas por viaje haran que el ingreso marginal dr/dx 
sea igual a cero? ^,Cual es el precio del pasaje correspondiente? 
(Este precio es el que maximiza el ingreso, de manera que la 
empresa de autobuses probablemente deba replantear su politica 
de precios). 

7. Produccion industrial 

a. Los economistas suelen usar la expresion “razon de creci- 
miento” en terminos relativos en lugar de absolutos. Por 
ejemplo, sea u = f(t) el numero de personas en la fuerza 
laboral en el tiempo t en una industria determinada. (Tratamos 
esta funcion como si fuera diferenciable, a pesar que es una 
funcion escalonada de valores enteros). 

Sea v = g(t) el promedio de produccion por persona de 
la fuerza laboral en el tiempo t. Entonces la produccion total 
es y — uv. Si la fuerza laboral crece a razon de 4% por ano 
{du/dt = 0.04k) y la produccion por trabajador crece a razon 
de 5% por ano {dv/dt = 0.05v) , encuentre la razon de creci- 
miento de la produccion total y. 

b. Suponga que la fuerza laboral en el inciso (a) decrece a razon 
de 2% por ano, mientras la produccion por persona crece a ra¬ 
zon de 3% por ano. ^La produccion total crece o decrece, y a 
que razon? 


8. Disefio de una canastilla El disenador de un globo esferico de 
aire caliente que mide 30 pies de diametro, quiere colgar la canas¬ 
tilla a 8 pies debajo de la parte inferior del globo utilizando cables 
tangentes a la superficie del globo, como se muestra en la figura. 
Se ilustran dos cables que van de las aristas superiores de la ca¬ 
nastilla a sus puntos de tangencia, (-12, -9) y (12, -9). ^Que ancho 
debe tener la canastilla? 


y 



—»j \<— Ancho 

NOESTAAESCALA 


9. Pisa en paracaidas La fotografia muestra el salto con paracai- 
das que Mike McCarthy realizo desde la parte superior de la Torre 
de Pisa el 5 de agosto de 1988. Haga un dibujo para mostrar la 
forma de la grafica de su rapidez durante el salto. 



El londinense Mike McCarthy salto desde la Torre de Pisa y despues 
abrio su paracaidas en lo que el dijo era el record mundial de salto de 
paracaidas mas bajo a 179 pies. ( Fuente: Boston Globe, 6 de agosto, 
1988). 
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10. Movimientos de una particula La posicion en el tiempo / & 0 
de una particula que se mueve a lo largo de una recta coordenada es 

5 — 10 cos(? + tt/4). 

a. <fCual es la posicion inicial de la particula (t = 0)? 

b. ^Cuttles son los puntos mas lejanos a la izquierda y a la dere- 
cha del origen alcanzados por la particula? 

c. Encuentre la velocidad y la aceleracion de la particula en los 
puntos del inciso (b). 

d. iCuando alcanza la particula el origen por primera vez? 
<fCuales son su velocidad, su rapidez y su aceleracion en ese 
momenta? 

11. Disparo de un suj etador de papel En la Tierra facilmente se pue- 
de disparar un sujetador de papel 64 pies hacia arriba con una liga. 
El sujetador, ? segundos despues del disparo, esta 5 = 64? — 16r 
pies arriba de la mano que lo lanzo. 

a. ^Cuanto tiempo tarda el sujetador en alcanzar su maxima al- 
tura? ^.Con que velocidad deja la mano que lo lanza? 

b. En la Luna, la misma aceleracion mandaria el sujetador de 
papel a una altura de s = 64? — 2.6 r pies en ? segundos. 

^Mas o menos cuanto tiempo tarda el sujetador de papel en 
alcanzar su altura maxima y que tan alto llegaria? 

12. Velocidades de dos particulas En el tiempo ? segundos, las 
posiciones de dos particulas en una recta coordenada son 
.si = 3? 3 — 12? 2 + 18? + 5 m y S 2 — ~? 3 + 9 1 1 — 12?m. 
^Cuando tienen las dos particulas la misma velocidad? 

13. Velocidad de una particula Una particula de masa constante m 
se mueve a lo largo del eje x. Su velocidad v y su posicion x satis- 
facen la ecuacion 

^m(v 2 - v 0 2 ) = ^ L(x 0 2 “ x 2 ), 

donde k, vq y xo son constantes. Demuestre que siempre que 
u A 0, 

dv , 
m — = — kx. 
dt 

14. Velocidad promedio e instantanea 

a. Demuestre que si la posicion x de un punto en movimiento es¬ 
ta dada por una funcion cuadratica de ?, x = At 2 + Bt + C, 
entonces la velocidad promedio en cualquier intervalo de 
tiempo [?i, ? 2 ] es igual a la velocidad instantanea en el punto 
medio del intervalo de tiempo. 

b. ^Cual es el significado geometrico del resultado que obtuvo 
en el inciso (a)? 

15. Encuentre todos los valores de las constantes my b para los que la 
funcion 

senx, x < 7r 
mx + b, x & 7T 

es 

a. continua en x = tt . 

b. diferenciable en x = tt . 


16. ;,La funcion 


fix) = 


1 — cosx 


0 , 


x # 0 
x = 0 


tiene derivada en x = 0? Explique 

17. a. ^Para que valores de a y b sera diferenciable 

fix) = X < 2 

\ax 2 — bx + 3, x & 2 

para todo valor de x? 

b. Analice la geometria de la grafica resultante de/ 

18. a. ^Para que valores de a y b 

, \ ax + b, x £ — 1 

gW = i 3 

fax + x + 2b, x > — 1 

sera diferenciable para todo valor de xl 
b. Analice la geometria de la grafica resultante de g. 

19. Funciones diferenciables impares /, 11 ay algo especial en la de¬ 
rivada de una funcion diferenciable impar de xl Justifique su res- 
puesta. 

20. Funciones diferenciables pares ^,Hay algo especial en la derivada 
de una funcion diferenciable par de xl Justifique su respuesta. 

21. Suponga que las funciones fy g estan definidas en todo un interva¬ 
lo abierto que contiene al punto xo, que/es diferenciable en xo, que 
fix o) = 0, y que g es continua en xo. Demuestre que el producto 
fg es diferenciable en xo. Este proceso prueba, por ejemplo, que a 
pesar de que |x| no es diferenciable en x = 0, el producto x |x| si lo 
es en ese punto. 

22. (Continuacion del ejercicio 21) Use el resultado del ejercicio 21 pa¬ 
ra probar que las funciones siguientes son diferenciables en x = 0. 
a. |x| senx b. x 2 / 3 senx c. Vx(l — cosx) 

fx 2 sen (1/x), x ^ 0 


d. h(x) = 


0 , 


x = 0 


23. ;,La derivada de 


Kx) = 


x 2 sen (1/x), x 5 s 0 


0 , 


x = 0 


es continua enx= 0? ^,La derivada de k(x) = xh(x) lo es? Justifi¬ 
que sus respuestas. 

24. Suponga que una funcion / satisface las condiciones siguientes 
para todos los valores reales de x y y: 

i. fix + y) = f{x) ■ fiy). 

ii. f(x) = 1 + xg(x), cuando lim x ^og(x) = 1. 

Demuestre que la derivada /'(x) existe en todo valor de x y que 
fix) = fix). 

25. La generalizacion de la regia del producto Use induccion ma- 
tematica para probar que si y = u\ 112 ■■ ■ u„ es un producto finito 
de funciones diferenciables, entonces y es diferenciable en su do- 
minio comun y 

dy dui dii 2 du n 

—t- — —-— U-2 ‘ ‘ ‘ U n + U 1 —;— ••• U n +•••+ U 1 t?2 ‘ ‘ ‘ U n — 1 —\—. 
dx dx dx dx 
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26. Regia de Leibniz para derivadas de orden superior de produc- 

tos La regia de Leibniz para derivadas de orden superior de pro- 
ductos de funciones diferenciables dice que 


d~(uv) d 2 u du dv d 2 v 

a. -;— = —r v + 2 —, —\- u —v 

dx 2 dx 2 dx dx dx 2 

d 2 (uv) d 3 u . d 2 u dv . du d 2 v d 2 v 

b. - t— = - 7 V + 3 - 7 - P 3 - 7 + U - 7 

dx 2 dx 3 dx 1 dx dx dx 2 dx 2 

d n (uv) d"u d r, ~ 1 u dv 

c ‘ dx n ~ dx" V + ” dx"- 1 dx + "' 

n(n - 1) ■•■(»- A + 1) d n ~\i d k v 

A! dx n ~ k dx k 


+ • 


• • + u 


d”v 

dx n 


a. la longitud del pendulo de un reloj cuyo periodo es T= 1 seg. 

b. el cambio dT en T si el pendulo del inciso (a) se alarga 0.01 pies. 

c. el tiempo que se adelanta o atrasa el reloj en un dia como re- 
sultado del cambio de periodo por la cantidad dT encontrada 
en el inciso (b). 

28. Cubo de hielo Suponga que un cubo de hielo conserva su forma 
cubica conforme se derrite. Si llamamos a la longitud de sus aris¬ 
tas s, su volumen es V = s 2 y su area superficial es 6s 2 . Supon¬ 
ga que V y s son funciones diferenciables del tiempo t. Tambien 
suponga que el volumen del cubo disminuye a una razon que es 
proporcional a su area superficial. (Esta ultima suposicion parece 
bastante razonable cuando pensamos que el hielo se derrite en la 
superficie: al cambiar la cantidad de superficie cambia la canti¬ 
dad de hielo expuesto para derretirse). En terminos matematicos, 


Las ecuaciones en las partes (a) y (b) son casos especiales de 
la ecuacion en la parte (c). Obtenga la ecuacion de la parte (c) 
por induction matematica usando 

m\ / m \ ml _ ml _ 

k) \k + 1 / kl{m — A')! (A + l)!(m — A — 1)!' 

27. El periodo de un reloj de pendulo El periodo T de un reloj de 
pendulo (tiempo para una oscilacion completa) esta dado por la 
formula T 2 = 4t r 2 L/g, donde T esta medido en segundos, g = 
32.2 pies/seg 2 y L, la longitud del pendulo, esta medida en pies. 
Encuentre aproximadamente: 


~dt ~ — A(6s 2 ), A > 0. 

El signo menos significa que el volumen esta disminuyendo. 
Suponga que el factor de proporcionalidad k es constante. (Proba- 
blemente depende de muchos factores, tales como la humedad 
relativa del aire circundante, la temperatura del aire y la incidencia 
o ausencia de luz solar, por nombrar solo algunos). Asuma que hay 
un conjunto de condiciones particulares por las que el cubo pierde 
1/4 de su volumen durante la primera hora, y que el volumen es 
Vo cuando t = 0. ^Cuanto tardara en derretirse el cubo de hielo? 
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Modulo Mathematica/Maple 

Convergencia de pendientes secantes a la funcion derivada 

Vera la recta secante entre puntos consecutivos en una curva, y observara que pasa cuando la distancia entre ellos se hace pequena. La funcion, los 
puntos dados y las rectas secantes estan trazados en una sola grafica, mientras que una segunda grafica compare las pendientes de las rectas se¬ 
cantes con la funcion derivada. 

Modulo Mathematica/Maple 

Derivadas, pendientes, rectas tangentesy animation 

Partes I-III. Vera la derivada en un punto, la linealizacion de una funcion y la derivada de una funcion. Aprendera como trazar la funcion y selec- 
cionar tangentes en la misma grafica. 

Parte IV (Trazo de muchas tangentes) 

Parte V (Animacion) Las partes IV y V del modulo se pueden usar para animar rectas tangentes moviendose a lo largo de la grafica de una 
funcion. 

Modulo Mathematica/Maple 

Convergencia de pendientes secantes a la funcion derivada 
Vera derivadas laterales derecha e izquierda. 

Modulo Mathematica/Maple 

Movimiento a lo largo de una recta: Posicion —> Velocidad —» Aceleracion 

Observe dramaticas imagenes animadas de las relaciones obtenidas entre las funciones posicion, velocidad y aceleracion. Las figures del texto se 
pueden animar. 










Capitulo 


Aplicaciones de 

LAS DERIVADAS 



INTRODUCCION En este capitulo estudiaremos algunas de las importantes aplicaciones 
de las derivadas. Aprenderemos como se usan para encontrar los valores extremos de fun- 
ciones, para determinar y analizar las formas de las graficas, para calcular los limites de 
fracciones cuyos numeradores y denominadores tienden a cero o a infinito, y para encon¬ 
trar numericamente el punto en donde una funcion es igual a cero. Tambien considerare- 
mos el proceso para recuperar una funcion a partir de su derivada. La clave para muchas 
de estas acciones es el teorema del valor medio, un teorema cuyos corolarios representan 
la entrada al calculo integral que analizaremos en el capitulo 5. 



Valores extremos de una ecuacidn 


En esta section se muestra como localizar e identificar valores extremos de una funcion 
continua a partir de su derivada. Una vez que podamos hacerlo, seremos capaces de resol¬ 
ver una gran variedad de problemas de optimization, en los cuales el objetivo es encontrar 
el camino optimo (el mejor) para hacer algo en la situation dada. 


y 



FIGURA 4.1 Extremo absoluto para 
las funciones seno y coseno en 
[— 17 / 2 , ir/2]. Estos valores pueden 
depender del dominio de la funcion. 


DEFINICIONES Maximo absoluto, minimo absoluto 

Sea/una funcion con dominio D. Decimos que/tiene un valor maximo absolu¬ 
to en D en un punto c si 

/(x) < /(c) para toda x en D 

y un valor minimo absoluto en D en un punto c si 

/(x) > /(c) para toda x en D. 


Los valores maximo y minimo absoluto se llaman extremos absolutos. Los extremos ab- 
solutos tambien suelen denominarse extremos globales, para distinguirlos de los extremos 
locales, que se definen a continuation. 

Por ejemplo, en el intervalo cerrado [— 7t/2, tt/ 2] la funcion /(x) = cosx alcanza un 
valor maximo absoluto igual a 1 (una vez) y un valor minimo absoluto igual a 0 (dos ve- 
ces). En el mismo intervalo, la funcion g(x) = senx alcanza un valor maximo igual a 1 y 
un valor minimo igual a — 1 (figura 4.1). 

Funciones con la misma regia de correspondencia pueden tener extremos distintos, 
dependiendo del dominio. 
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EJEMPLO 1 ExpLoracion de extremos absoLutos 

En sus dominios, los extremos absolutos de las funciones siguientes pueden verse en la fi- 
gura 4.2. 


y 



y 

f 


y-x 

D = [0, 2] 



(b) max y mm abs 


y 

r 


y = x 
D = (0, 2] 

/ 



2 


x 


y = x~ 

D = (0, 2) / 


J- 


(c) solamente max abs 


(d) ni max ni min 


FIGURA 4.2 Graficas para el ejemplo 1. 


Regia de 
la funcion 

Dominio D 

Extremos 
absolutos en D 


(a) y = x 2 

( — OO, 00) 

Sin maximo absoluto 

Minimo absoluto 0 en x 

= 0. 

(b) y = x 2 

[0, 2] 

Maximo absoluto 4 en x 

Minimo absoluto 0 en x 

= 2. 

= 0. 

(c) y = x 2 

(0, 2] 

Maximo absoluto 4 en x 

Sin minimo absoluto 

= 2. 

(d) y = x 1 

(0, 2) 

Sin extremos absolutos. 



Biografia historica 

Daniel Bernoulli 
(1700-1789) 


El teorema siguiente afirma que una funcion que es continua en todo punto de un in- 
tervalo cerrado [a, b] tiene un valor maximo absoluto y uno minimo absoluto en el interva- 
lo. Siempre buscamos estos valores cuando graficamos una funcion. 
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TEOREMA 1 Teorema del valor extremo 

Si/es una funcion continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces/alcanza tan- 
to un valor maximo absoluto M como un valor minimo absoluto m en [a, b]. Esto 
es, existen niimeros xi y X 2 en [a, b ] con f(x\) = m, f(x 2 ) = M, y m < f(x) 
< M para cualquier otrax en [a, b ] (figura 4.3). 


ix 2 , M) 



Maximo y mmimo 
en puntos interiores 


x 

a b 

Maximo y mmimo 
en puntos extremos 





Maximo en punto interior Minimo en punto interior 

y minimo en punto extremo y maximo en punto extremo 


y 

‘' No tiene el valor mas grande 



0 < Jt < 1 



Menor valor 


FIGURA 4.4 Un solo punto de 
discontinuidad puede impedir que una 
funcion tenga un valor maximo o minimo 
en un intervalo cerrado. La funcion 

f x, 0 £ x < 1 
y = \0, x = 1 

es continua en todo punto de [0, 1], 
excepto en x = 1, ya que su grafica 
sobre [0, 1] no tiene un punto mayor que 
el de los demas. 


FIGURA 4.3 Algunas posibilidades de maximo y minimo para una funcion 
continua en un intervalo cerrado [a, b\. 


La demostracion del teorema del valor extremo requiere un conocimiento detallado 
del sistema de los numeros reales (vea el Apendice 4), y no la haremos aqui. La figura 4.3 
ilustra posibles localizaciones para los extremos absolutos de una funcion continua en un 
intervalo cerrado [a, b]. Como observamos para la funcion y = cosx, es posible que 
un minimo absoluto (o maximo absoluto) se alcance en dos o mas puntos distintos del 
intervalo. 

Las condiciones del teorema 1, en el sentido de que el intervalo sea cerrado y finito, y 
que la funcion sea continua, son ingredientes fundamentales. Sin ellos la conclusion del 
teorema no se cumple necesariamente. El ejemplo 1 muestra que un valor extremo absolu¬ 
to podria no existir si el intervalo no es cerrado y finito. La figura 4.4 muestra que el re- 
querimiento de continuidad no puede obviarse. 


Valores extremos locales (relativos) 

La figura 4.5 muestra una grafica con cinco puntos donde una funcion tiene valores extre¬ 
mos en su dominio [a, b\. El minimo absoluto de la funcion se alcanza en a, aunque en e el 
valor de la funcion es menor que en cualquier otro punto cercano. La curva sube hacia la 
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Maximo local 

No hay un valor 
mayor de/cerca 


Maximo absoluto 

No hay un valor mayor 
de/en parte alguna. 

Tambien es un maximo local 


Z' 

y=m/ 

No hay un valor 

/ 

\ / ! 

menor de/cerca 

Minimo absoluto 

y 


No hay un valor menor / 

Minimo local 


de/en parte alguna. i 

i No hay un valor 


Tambien es un minimo local 

1 

menor de/cerca 

l_l 



FIGURA 4.5 Como clasificar maximos y mmimos. 


izquierda y baja hacia la derecha alrededor de c, haciendo a /(c) un maximo local. La fun- 
cion alcanza su maximo absoluto en d. 


DEFINICIONES Maximo local, minimo local 

Una funcion/tiene un valor maximo local en un punto interior c de su dominio si 
f(x) < /(c) para toda x en algun intervalo abierto que contenga a c. 

Una funcion/tiene un valor minimo local en un punto interior c de su dominio si 
f(x) & /(c) para toda x en algun intervalo abierto que contenga a c. 


Podemos extender las definiciones de extremos locales a los puntos extremos de los inter¬ 
vals, definiendo que / tiene un valor maximo local o minimo local en el punto extremo c 
si la desigualdad apropiada se cumple para toda x en algun intervalo semiabierto en su do¬ 
minio que contenga a c. En la figura 4.5 la funcion/tiene maximos locales en c y d, y mi- 
nimos locales en a, e y b. Los extremos locales tambien se llaman extremos relativos. 

Un maximo absoluto tambien es un maximo local. A1 ser el valor mas grande de to- 
dos, tambien es el valor mas grande en una vecindad inmediata. Por lo tanto, una lista de 
todos los maximos locales incluira automciticamente el maximo absoluto, si hay alguno. 
De manera similar, una lista de todos los mmimos locales incluira al minimo absoluto, si 
lo hay. 

Determination de extremos 

El teorema siguiente explica por que usualmente es necesario investigar solamente algu- 
nos valores para encontrar los extremos de una funcion. 


TEOREMA 2 El teorema de la primera derivada para valores 
extremos locales 

Si /tiene un valor maximo o minimo local en un punto interior c de su dominio, 
y si /' esta definida en c, entonces 

f(c) = 0. 
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Valor maximo local 



FIGURA 4.6 Una curva con un valor 
maximo local. Con la pendiente en c, 
simultaneamente el llmite de numeros no 
positivos y numeros no negativos es cero. 


Demostracion Para probar que/'(c) es cero en un extremo local, primero demostrare- 
mos que /'(c) no puede ser positiva, y luego que /'(c) no puede ser negativa. El rinico nii- 
mero que no es ni positivo ni negativo es el cero, de manera que ese debe ser el valor de 
/'(c). 

Para empezar, supongamos que/tiene un valor maximo local en x = c (figura 4.6), 
de manera que fix) — /(c) < 0 para todos los valores de x suficientemente cercanos a c. 
Como c es un punto interior del dominio de / /'(c) esta definida por el limite bilateral 

., fix) - /(c) 
lim- r _ „ —. 

x— 


Esto significa que ambos limites laterales, derecho e izquierdo, existen en x = c y que 
son iguales a /'(c). Cuando examinamos estos limites por separado, encontramos que 


Z'(c) = lim < 0. Ya que (x - c) > 0 y (l) 

—* C fix) < f(c) 

De manera similar, 

f{x) — /(c) 

/'(c) = lim - - >0. quel.r - c) < 0y (2) 

x /Ws/(c) 


En conjunto, las ecuaciones (1) y (2) implican que /'(c) = 0. 

Esto prueba el teorema para valores maximos locales. Para demostrarlo para valores 
minimos locales, simplemente usamos fix) a /(c), que invierte las desigualdades en las 
ecuaciones (1) y (2). ■ 

El teorema 2 dice que la primera derivada de una funcion siempre es cero en un punto 
interior donde la funcion tiene un valor extremo local y la derivada esta definida. Por lo 
tanto, los unicos lugares donde una funcion/puede tener un valor extremo (local o global) son 

1. puntos interiores donde /' = 0, 

2. puntos interiores donde /' no este definida, 

3. puntos extremos del dominio de/ 

La definicion siguiente nos ayuda a resumir. 


DEFINICION Punto critico 

Un punto interior del dominio de una funcion/donde /' es cero o no esta defini¬ 
da es un punto critico de/ 


En consecuencia, los unicos puntos del dominio donde una funcion puede tener valores 
extremos, son los puntos criticos o los puntos extremos. 

Hay que tener cuidado de no malinterpretar el teorema 2, porque su reciproco es falso. 
Una funcion diferenciable puede tener un punto critico en x = c sin tener ahi un valor ex¬ 
tremo local. Por ejemplo, la funcion fix) = x 3 tiene un punto critico en el origen y vale 
cero ahi, pero es positiva a la derecha del origen y negativa a la izquierda. De manera que 
no puede tener un valor extremo local en el origen. En cambio, tiene ahi un punto de infle¬ 
xion. Esta idea se definira y discutira con mas detalle en la seccion 4.4. 

Casi todos los problemas que involucran valores extremos, exigen encontrar valores 
extremos de funciones continuas en intervalos cerrados y finitos. El teorema 1 nos asegu- 
ra que tales valores existen; el teorema 2 nos dice que se alcanzan solo en los puntos criti¬ 
cos o en los puntos extremos del intervalo. Con frecuencia podemos simplemente hacer 
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FIGURA 4.7 Los valores extremos de 
g(t) = 8 1 — t 4 en [—2, 1] (ejemplo 3). 


una lista de estos puntos y calcular los valores correspondientes de la fund on para encon- 
trar cuales son los valores mas grandes y mas pequenos, y en donde estan localizados. 


Como encontrar los extremos absolutos de una funcion continua/en un 
intervalo cerrado finito 

1. Evaluar/en todos los puntos criticos y en los puntos extremos del intervalo. 

2. Tomar el mayor y el menor de estos valores. 


EJEMPLO 2 Determinacion de extremos absoLutos 

Encontrar los valores maximo y minimo absolutos de fix) = x 2 en [—2, 1]. 

Solucion La funcion es diferenciable sobre todo su dominio, de manera que el unico 
punto critico es donde /'(x) = 2x = 0, a saber, x = 0. Necesitamos verificar los valores 
de la funcion en x = 0 y en los puntos extremos del intervalo, x = —2 y x = 1: 

Valor en el punto critico: /(0) = 0 

Valores en los puntos extremos del intervalo: /(—2) = 4 

/(l) = 1 

La funcion tiene un valor maximo absolute igual a 4 en x = —2 y un valor minimo abso¬ 
lute igual a 0 enx = 0. 

EJEMPLO 3 Extremos absolutos en los puntos extremos del intervalo 
Encontrar los valores extremos absolutos de g(t) = 8 1 — t 4 en [—2, 1]. 

Solucion La funcion es diferenciable sobre todo su dominio, de manera que el unico 
punto critico ocurre donde g'(t) = 0. Resolviendo esta ecuacion, obtenemos 

8-4t 3 = 0 o r = V2 > 1, 

un punto que no esta en el dominio dado. Asi, los extremos absolutos de la funcion se al- 
canzan en los extremos del intervalo, g(—2) = —32 (maximo absolute) y g(l) = 7 (mi¬ 
nimo absolute). Vea la figura 4.7. 

EJEMPLO 4 Extremos absolutos en un intervalo cerrado 

Encontrar los valores maximo y minimo absolutos de /(x) = x 2,,;! en el intervalo [—2, 3]. 

Solucion Evaluamos la funcion en los puntos criticos y en los extremos del intervalo, y 
tomamos el maximo y el minimo de los valores resultantes. 

La primera derivada 

fix) = |x-'/3 = -2- 

3 3V<c 

La primera derivada x = 0. Los valores de/en este punto critico y en los extremos del in¬ 
tervalo son 

Valor del punto critico: /(0) = 0 

Valores en los puntos extremos del intervalo: /(—2) = (—2) 2 / 3 = V4 

/(3) = (3) 2/3 = V9. 
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FIGURA 4.8 Los valores extremos de 
/(x) = x 2 ' 3 en [—2, 3] se alcanzan en 
x = 0 y x = 3 (ejemplo 4). 



(a) 


De acuerdo con esta lista, podemos ver que el valor maximo absolute de la funcion es 
V9 « 2.08, y se alcanza en el extremo derecho del intervalo x = 3. El valor mlnimo ab¬ 
solute es 0, y se alcanza en el punto interior x = 0. (Figura 4.8.). 

Si bien los extremos de la funcion pueden alcanzarse solamente en los puntos criticos 
y en los extremos del intervalo, no todo punto critico o extremo indica la presencia de un 
valor extremo. La figura 4.9 ilustra esto para puntos interiores. 

Completamos esta seccion con un ejemplo que ilustra como se utilizan los conceptos 
que hemos estudiado para resolver un problema de optimization en el mundo real. 

EJEMPLO 5 Bombeo de petroleo desde una plataforma de perforation 
a una refineria 

Una plataforma de perforacion a 12 millas de la costa debe ser conectada mediante un 
oleoducto a una refineria que esta a 20 millas en linea recta desde el punto de la costa mas 
cercano a la plataforma. Si instalar la tuberia debajo del agua cuesta $500,000 por milla, y 
en tierra cuesta $300,000 por milla, ^que combination de instalacion subacuatica y terres- 
tre da la conexion mas barata? 

Solution Intentaremos algunas posibilidades para entender el problema: 

(a) La menor cantidad de tuberia debajo del agua 


Orilla 


12 



ZL 


20 


Refineria 

— sfl^r 


La tuberia subacuatica es mas cara, de manera que usamos la menor cantidad posible. La 
instalacion va en linea recta hasta la orilla (12 millas) y despues se usa tuberia terres- 
tre para las 20 millas que restan hasta la refineria: 

Costo = 12(500,000) + 20(300,000) 

= 12,000,000 

(b) Toda la tuberia debajo del agua (ruta mas directa) 


FIGURA 4.9 Puntos criticos sin valores 
extremos. (a) y' = 3x 2 es 0 en x = 0, 
pero y = x 3 no tiene extremos ahi. 

(b) y' = (l/3)x~ 2 / 3 no esta definida 
enx = 0, pero y = x 1 ' 3 no tiene 
extremos ahi. 



Vamos directo a la refineria por debajo del agua. 

Costo = V544 (500,000) 
~ 11,661,900 


Esto es mas barato que el plan (a) 
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(c) Una solution intermedia 



Ahora introducimos como variables la longitud x de la tuberla debajo del agua, y la 
longitud y de la tuberia en tierra. El angulo recto opuesto a la plataforma es la clave para 
expresar la relation entre x y y; de acuerdo con el teorema de Pitagoras, tenemos 

x 2 = 12 2 + (20 - y) 2 

X = y/ 144 + (20 - y) 2 . (3) 

Solamente la raiz positiva tiene significado en este modelo. 

El costo de la tuberla es 


c = 500,000x + 300,000y. 

Para expresar c como una funcion de una sola variable, podemos sustituir x, usando la 
ecuacion (3): 

c{y) = 500,000 \/144 + (20 - yf + 300,000y. 

Nuestra meta ahora es encontrar el valor minimo de c(y) en el intervalo 0 < y < 20. 
De acuerdo con la regia de la cadena, la primera derivada de c(y ) con respecto ay es: 

1 2(20 — v)( —1) 

c'(y) = 500,000 • ^ • , —- + 300,000 

1 V144 + (20 - y) 2 

20 - y 

= —500,000 —j - = + 300,000. 

V144 + (20 - y) 2 

Haciendo c' igual a cero, obtenemos 

500,000 (20 - y) = 300,000\/l44 4- (20 - yf 

| (20 - y) = Vl44 + (20 - yf 

Y ( 20 - y ) 2 = 144 + ( 20 - y ) 2 

f (20 - y) 2 = 144 

(20 — y) = ±|-12 = ±9 

y = 20 ±9 
y = 11 o y = 29. 
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Solamente y = 11 esta en el intervalo de interes. Los valores de c en este unico punto cri- 
tico y en los extremos del intervalo son 

c(ll) = 10,800,000 
c(0) = 11,661,900 
c(20) = 12,000,000 

La conexion mas barata cuesta $10,800,000, y la realizamos tendiendo una llnea subacua- 
tica hacia el punto de la costa que esta all millas de la refinerla. 


EJERCICIOS 4.1 


Determination de extremos 
a partir de las graficas 

En los ejercicios 1 a 6, determine a partir de la grafica si la funcion 
tiene valores extremos absolutos en [a, b\. Despues explique la consis¬ 
tency de su respuesta con el teorema 1. 

1. y 2 . y 


9. 


10 . 






6. y 




En los ejercicios 7 a 10, encuentre los valores extremos y determine 
en donde se alcanzan. 


7. 


8 . 



En los ejercicios 11 a 14, relacione cada tabla con una de las graficas. 


11 . 


/'(-v) 


12 . 


/'(*) 


0 

0 

-5 


13. 


/'(-v) 


14. 


/'(*) 


a no existe 
b 0 

c -2 


no existe 
no existe 
-1.7 





(b) 



- 1 - 


x 
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Extremos absolutos en intervalos cerrados finitos 

En los ejercicios 15 a 30, encuentre los valores maximo y mlnimo ab¬ 
solutos de cada funcion en el intervalo dado. Despues grafique la fun- 
cion. Identifique en la grafica los puntos en donde se alcanzan los 
extremos absolutos e incluya sus coordenadas. 

15. f{x) = jx - 5, -2 < x < 3 

16. f[x) = — x — 4, —4 < x £ 1 

17. fix) = x 2 - 1, -1 < x < 2 

18. fix) = 4 - x 2 , -3 < x < 1 

19. Fix) = — ' , 0.5 < x < 2 

x 

20. F(x) =~j, -2 < x < -1 

21. hix) = ^fx, — 1 < x £ 8 

22. hix) = —3x 2 / 3 , -1 < x < 1 

23. gix) = A/4 — x 2 , —2 < x £ 1 

24. g(x) = -V5 - x 2 , -V? < x < 0 

25. /(0) = sen 0, - y < 6 < y 

26. /(0) = land, -y < 6 < y 

, 'ii 2 a 

27. g(x) = CSCX, y < X £ -y- 


/ , ii ii 

28. gix) = secx, — y < x £ y 

29. /(?) = 2 - \t\, -1 < t < 3 

30. /(f) = |? - 5|, 4 < t < 7 

En los ejercicios 31a 34, encuentre los valores maximo y mlnimo ab¬ 
solutos de la funcion y diga en donde se alcanzan. 

31. fix) = x 4 / 3 , -l<x<8 

32. fix) = x 5/3 , -1 < x < 8 

33. gid) = 0 3/5 , -32 < 0 < 1 

34. M0) = 30 2/3 , -27 < 0 < 8 

Determination de valores extremos 

En los ejercicios 35 a 44, encuentre los valores extremos de la funcion 
y especifique en donde se alcanzan. 

35. y = 2x 2 — 8x + 9 36. y = x 3 — 2x + 4 

37. y = x 3 + x 2 — 8x + 5 38. y = x 3 — 3x 2 + 3x — 2 


39. y = Vx 2 - 1 


40. y = 




41. y = 


43. y = 




x 2 + 1 


42. y = V 7 3 + 2x — 
x + 1 


44. y = 


x 2 + 2x + 2 


Extremos locales y puntos criticos 

En los ejercicios 45 a 52, encuentre la derivada en cada punto crltico y 
determine los valores extremos locales. 


45. 

y = x 

■ 2 !\x 

+ 2) 


46. 

y = 

x 2 / 3 (x 2 

47. 

y = x 

:VT 

-x 2 


48. 

y = 

x 2 V3~ 



f 4 - 

2x, x £ 1 




(3 - : 

49. 

H 




50. 

y = 



[x + 

1 , x > 1 



13 + : 



f-x 2 

— 2x + 4, 

x < 

1 



51. 

y = 




1 





[-X 2 

+ 6x — 4, 

X > 





r i 

v 2 1 v 4- 

15 




52. 

y = \ 

4 

x 2 x + 

4 ’ 






[x 3 - 

- 6x 2 + 8x, 


X > 

l 



En los ejercicios 53 y 54 justifique sus respuestas. 

53. Sea fix) = (x — 2) 2 / 3 . 

a. if'il) existe? 

b. Demuestre que el unico valor extremo local de/se alcanza en 
x = 2. 

c. ^El resultado del inciso (b) contradice el teorema del valor 
extremo? 

d. Repita los incisos (a) y (b) para fix) = (x — a) 2 ^, reempla- 
zando 2 por a. 

54. Sea fix) = |x 3 — 9x| . 

a. if'iO) existe? 

b. if'i 3) existe? 

c - hf'i~ 3) existe? 

d. Determine todos los extremos de f. 


Aplicaciones de optimization 

Siempre que se quiera maximizar o minimizar una funcion de una so¬ 
la variable, lo mejor es graficar la funcion sobre el dominio que sea 
apropiado para el problema que se este resolviendo. La grafica nos da- 
ra informacion importante antes de empezar los calculos, y proveera 
un contexto visual para entender la respuesta. 

55. Construccion de una tuberia Los buques cisterna cargan pe- 
troleo en un muelle ubicado a 4 millas de la costa. La refinerla 
mas proxima esta a 9 millas al este del punto de la costa mas cer- 
cano al muelle. Se debe construir una tuberia que conecte el mue¬ 
lle con la refineria. La tuberia cuesta $300,000 por milla si se 
construye debajo del agua, y $200,000 por milla si se hace en tierra. 


-7- Muelle 
i 

j \ 

4 millas i \ 



A B 

\< -9 millas 


Orilla 

Refineria 

—I 


a. Localice el punto B para minimizar el costo de la construc¬ 
cion. 
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b. Se espera que el costo de la construccion subacuatica aumen- 
te, mientras que el costo de la construccion en tierra perma- 
nezca constante. lA que costo seria mejor construir la tuberia 
directamente hacia el punto A ? 

56. Ampliation de una carretera Se debe construir una carretera 
para comunicar el pueblo A con el pueblo B. Hay un camino rural 
que se puede ampliar 50 millas al sur de la linea que conecta los 
dos pueblos. El costo de ampliar el camino existente es de 
$300,000 por milla, mientras que el costo de construir una ca¬ 
rretera nueva es de $500,000 por milla. Encuentre la combina¬ 
tion, entre ampliar y hacer una nueva carretera, que minimice el 
costo de conexion de los dos pueblos. Defina claramente la loca¬ 
lization de la carretera propuesta. 


F- 

• 

A 

50 millas 


150 millas-1 

— • 
B 

50 millas 

Carretera 


57. Localization de una estacion de bombeo Dos pueblos estan 
en el lado sur de un rio. Se debe ubicar una estacion de bombeo 
para abastecer de agua los dos pueblos. Una tuberia sera conecta- 
da desde la estacion de bombeo a cada pueblo a lo largo de una li¬ 
nea que conecte el pueblo con la estacion de bombeo. Ubique la 
estacion de bombeo de manera que se minimice la cantidad de tu¬ 
beria que debe construirse. 


I h 


I 

2 millas j 


-10 millas-1 


T 


5 millas 


B ~ 


58. Longitud de un cable Hay dos torres, una de 50 pies de altura 
y la otra de 30 pies de altura. Entre ambas torres hay una separa¬ 
tion de 150 pies. Se debe tender un cable desde el punto A a la 
parte superior de cada torre: 


50' 



150'- 


a. Ubique el punto A de manera que la longitud total del cable 
sea minima. 

b. Pruebe en general que, sin importar la altura de las torres, la 
longitud del cable es minima si los angulos en A son iguales. 

59. La funcion 

V(x) = x(10 - 2x)(16 - 2x), 0 <x < 5, 

modela el volumen de una caja. 
a. Encuentre los valores extremos de V. 


b. Interprete cualesquiera valores encontrados en el inciso (a) en 
terminos del volumen de la caja. 

60. La funcion 

-P(x) = 2x + x , 0 < x < oo, 

modela el perimetro de un rectangulo de dimensiones x por 100/x. 

a. Encuentre todos valores extremos de P. 

b. De una interpretation, en terminos del perimetro del rectan¬ 
gulo para cualesquiera valores encontrados en el inciso (a). 

61. Area de un triangulo rectangulo <,Cual es la mayor area po- 
sible de un triangulo rectangulo cuya hipotenusa mide 5 cm de 
largo? 

62. Area de un campo de atletismo Se va a construir un campo de 
atletismo con forma rectangular de x unidades de largo, rematado 
en ambos extremos por regiones semicirculares de radio r. El 
campo debe estar acotado por una pista de carreras de 400 m. 

a. Exprese el area de la parte rectangular del campo como una 
funcion solo de x o solo de r (queda a su election). 

b. iQue valores de x y r dan a la parte rectangular el area maxi¬ 
ma posible? 

63. Altura maxima de un cuerpo que se mueve verticalmente La 

altura de un cuerpo que se mueve verticalmente esta dada por 
1 ? 

s = ~ 2 + v °‘ + s °> 8 > °> 

con x en metros y t en segundos. Encuentre la altura maxima del 
cuerpo. 

64. Pico de la corriente alterna Suponga que en cualquier tiempo t 
(en segundos) la corriente i (en amperes) en un circuito de co¬ 
rriente alterna es i = 2 cos t + 2 sen t. ^Cual es la corriente pico 
(mayor magnitud) para este circuito? 

Teoria y ejemplos 

65. Un minimo sin derivada La funcion f(x) = |x| tieneun valor 
minimo absoluto en x = 0, a pesar de que la funcion/no es dife- 
renciable en x = 0. <^Es esto consistente con el teorema 2? Justi- 
fique su respuesta. 

66. Funciones pares Si una funcion par/(x) tiene un valor maximo 
local en x = c, ^se puede decir algo acerca del valor de / en 
x = — c? Justifique su respuesta. 

67. Funciones impares Si una funcion impar g(x) tiene un valor 
minimo local en x = c, i se puede decir algo acerca del valor de g 
en x = —c? Justifique su respuesta. 

68. Sabemos como encontrar los valores extremos de una funcion 
continua /(x) investigando sus valores en los puntos criticos y en 
los extremos del intervalo. Pero, /,que ocurre si no hay puntos cri¬ 
ticos o extremos? ^Existen realmente tales funciones? Justifique 
sus respuestas. 

69. Funciones cubicas Considere la funcion cubica 

f(x) = ax 3 + hx 2 + cx + d. 

a. Demuestre que/puede tener 0, 1 o 2 puntos criticos. De los 
ejemplos y haga las graficas necesarias para apoyar su argu- 
mento. 

b. ('.Cuantos extremos locales puede tener/? 
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[|] 70. Funciones sin valores extremos en los extremos del intervalo 

a. Grafique la funcion 

{ sen4, x > 0 

0, x = 0. 

Explique por que /(0) = 0 no es un valor extremo local de f. 

b. Construya una funcion que no tenga un valor extremo en un 
punto extremo del dominio. 

Grafique las funciones de los ejercicios 71 a 74. Despues encuentre 
los valores extremos de la funcion en el intervalo, y diga en donde se 
alcanzan. 


71. 

fix) = |x - 2| 

+ 

|x + 3 1 , 

-5 < x < 5 

72. 

g(x) = | x 11 

- 

1* - 5|, 

-2 < x < 7 

73. 

hix) = |x + 2| 

- 

|x - 3 1 , 

-OO < X < 00 

74. 

kix) = | x + 11 

+ 

|x - 31 , 

-OO < X < 00 


EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 

En los ejercicios 75 a 80 usara un software matematico para determi- 
nar los extremos absolutos de la funcion dada sobre el intervalo cerra- 
do especifico. Realice los pasos siguientes: 


a. Dibuje la funcion sobre el intervalo para ver su comportamiento 
general ahi. 

b. Encuentre los puntos interiores donde/' = 0. (En algunos ejer¬ 
cicios tendra que usar el programa de soluciones de ecuaciones 
liumericas para aproximar la solucion.) Tambien puede dibujar /' 

c. Encuentre los puntos interiores donde /' no existe. 

d. Evalue la funcion en todos los puntos encontrados en los incisos 
(b) y (c) y en los puntos extremos del intervalo. 

e. Encuentre los valores extremos absolutos de la funcion en el in¬ 
tervalo, e identifique en donde se alcanzan. 

75. /(x) = x 4 - 8x 2 + 4x + 2, [-20/25, 64/25] 

76. f{x) = -x 4 + 4x 3 - 4x + 1, [-3/4, 3] 

77. fix) = x 2/3 (3 - x), [-2, 2] 

78. fix) = 2 + 2x - 3x 2 / 3 , [-1, 10/3] 

79. fix) = Vx + COSX, [0, 277] 

80. fix) = x 3 / 4 — senx + [0, 2ir] 
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y 



y 



FIGURA 4.10 El teorema de Rolle dice 
que una curva diferenciable tiene al menos 
una tangente horizontal entre cualesquiera 
dos puntos donde la cruce una recta 
horizontal. Puede tener solo uno (a), 
o mas (b). 


Sabemos que las funciones constantes tienen derivada cero, ,',pcro puede haber una fun¬ 
cion complicada, con muchos terminos, cuyas derivadas se eliminen por complete para 
dar cero? /.Cual es la relacion entre dos funciones que tienen derivadas identicas sobre un 
intervalo? Lo que estamos preguntando aqui es: ^que funciones pueden tener un tipo espe¬ 
cial de derivada? Estas y muchas otras preguntas que analizaremos en este capitulo se res- 
ponden aplicando el teorema del valor medio. Para llegar a este teorema necesitamos co- 
nocer primero el teorema de Rolle. 

Teorema de Rolle 

Graficar una funcion nos permite encontrar fuertes evidencias geometricas de que, entre 
cualesquiera dos puntos donde una funcion diferenciable corta una recta horizontal, hay 
por lo menos un punto en la curva en donde la tangente es horizontal (figura 4.10). Para 
mayor precision tenemos el teorema siguiente. 


TEOREMA 3 Teorema de Rolle 

Supongamos que y = fix) es continua en todo punto del intervalo cerrado [a, b] 
y diferenciable en todo punto de su interior ia,b). Si 

f(a) = f(b), 

entonces existe al menos un numero c en ia,b) en el que 

f(c) = 0. 


Demostracion Siendo / continua, alcanza sus valores maximo y minimo absoluto en 
[a, b]. Estos se pueden alcanzar solo 
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FIGURA 4.12 Como predice el teorema 
de Rolle, esta curva tiene tangentes 
horizontales entre los puntos donde cruza 
el eje x (ejemplo 1). 


1. en puntos interiores donde /' es cero, 

2. en puntos interiores donde /' no existe, 

3. en los puntos extremos del dominio de la funcion. En este caso ay b. 

Por hipotesis,/tiene derivada en todo punto interior. Esto elimina nuestra posibilidad (2), 
dejandonos con los puntos interiores donde /' = 0 y con los puntos extremos ay b. 

Si el maximo o el minimo se alcanzan en un punto c entre ay b, entonces /'(c) = 0 
de acuerdo con el teorema 2 de la seccion 4.1, y hemos encontrado un punto para el teore¬ 
ma de Rolle. 

Si tanto el maximo absoluto como el minimo absoluto se alcanzan en los puntos ex¬ 
tremos del intervalo, entonces como f(a) = fib), f debe ser una funcion constante con 
fix) = f(a) = fib) para toda x e [a, b]. Por lo tanto, fix) = 0 y el punto c puede ser 
cualquier punto del intervalo (a, b). m 

Las hipotesis del teorema 3 son esenciales. Si fallan aunque sea en un solo punto, la 
grafica podria no tener una tangente horizontal (figura 4.11). 





(a) Discontinua en un 
punto extremo de [a, b] 


(b) Discontinua en un 
punto interior de [a, b] 


(c) Continua en [a, b] pero no 
es diferenciable en un punto 
interior. 


FIGURA 4.11 Puede no haber tangente horizontal si las hipotesis del teorema de Rolle no se 
cumplen. 


EJEMPLO 1 Tangentes horizontales de un polinomio cubico 
La funcion polinomial 

fix) = y - 3x 

graficada en la figura 4.12, es continua en todo punto de [—3, 3] y es diferenciable en to- 
do punto de (—3, 3). Como /(—3) = /(3) = 0, el teorema de Rolle dice que/’ debe ser 
cero por lo rnenos en un punto del intervalo abierto entre a = — 3yZ> = 3.De hecho, 
fix) = x 2 — 3 es cero dos veces en este intervalo, una en x = — “S/3 , y la otra en 
x = V3. 

EJEMPLO 2 Solucion de una ecuacion f(x) = 0 
Probar que la ecuacion 

x 3 + 3x + 1 = 0 
tiene exactamente una solucion real. 

Solucion Sea 

V = f(x) = x 3 + 3x + 1. 

Entonces la derivada 

fix) = 3x 2 + 3 
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FIGURA 4.13 El unico cero real del 
polinomio y = x 3 + 3x + 1 es el que se 
muestra aqul, donde la curva cruza el eje 
x entre — 1 y 0 (ejemplo 2). 


nunca es cero (ya que siempre es positiva). Ahora bien, si hubiera incluso dos puntos, 
x = a y x = b, donde fix) fuera cero, el teorema de Rolle garantizaria la existencia de un 
punto x = c entre ellos, donde /' seria cero. Por lo tanto, / no tiene mas de un cero. De 
hecho tiene un cero, porque el teorema del valor intermedio nos dice que la grafica 
de y = fix ) cruza el eje x en alguna parte entre x = —1 (donde y = «-3) y x = 0 (donde 
y = 1). (Vea la figura 4.13). 

Nuestro uso principal del teorema de Rolle sera para demostrar el teorema del valor 
medio. 

El teorema del valor medio 

El teorema del valor medio, que fue enunciado por primera vez por Joseph-Louis Lagran¬ 
ge, es una version general del teorema de Rolle (figura 4.14). Existe un punto donde la 
tangente es paralela a la cuerda AB. 


TEOREMA 4 El teorema del valor medio 

Supongamos que y = f(x) es continua en un intervalo cerrado [a, b] y diferen- 
ciable en el interior del intervalo ( a , b). Entonces existe por lo menos un punto c 
en (a, b) en donde 


fib) - fja) 
b — a 


/'(c). 


( 1 ) 



FIGURA 4.14 Geometricamente, el 
teorema del valor medio dice que en algun 
sitio entre A y B la curva tiene al menos 
una tangente paralela a la cuerda AB. 



FIGURA 4.15 La grafica de/y la cuerda 
AB en el intervalo [a, b\. 


Demostracion Graficamos/como una curva en el piano, y trazamos una recta que pase 
por los puntos A{a,f{a)) y B(h, f(b)) (vea la figura 4.15). La recta es la grafica de la fun- 
cion 

g(x) = f(a ) + - ~f~Zr~ a -(* “ «) ( 2 ) 

(ecuacion punto-pendiente). La diferencia vertical entre las graficas de/y g en x es 
h(x) = fix) - gix) 

f( , ,, . fib) ~ fia) 

= fix) - fia )- ~b^~a — i x ~ a >■ 

La figura 4.16 muestra las graficas de/ g y h juntas. 

La funcion h satisface las hipotesis del teorema de Rolle en [ a , b). Es continua en [a, 
b ] y diferenciable en (a, b), ya que tanto/como g lo son. Ademas, hia) = hib) = 0, por¬ 
que tanto la grafica de / como la de g pasan por Ay B. Por lo tanto, h'ic) = 0 en algun 
punto c e (a, b) . Este es el punto que queremos para la ecuacion (1). 

Para verificar la ecuacion (1), diferenciamos ambos lados de la ecuacion (3) respecto 
de x, y despues hacemos x = c : 

fib) ~ fia) 

h'ix) = fix) - 


h'ic) = f'ic) - 


0 = f'ic) 


b — a 

fib) ~ fia) 
b — a 

fib) ~ fia) 
b — a 


Derivada de la ecuacion (3)... 


f'ic) = 

que es lo que queriamos probar. 


fib) ~ fia) 
b — a ’ 


... con x = c 


h'(c) = 0 


Reordenado 
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Biografia historica 

Joseph-Louis Lagrange 
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y 



FIGURA 4.18 Como vimos en el ejemplo 
3, c = 1 es el punto donde la tangente es 
paralela a la cuerda. 





FIGURA 4.19 Distancia contra tiempo 
transcurrido para el automovil del 
ejemplo 4. 



FIGURA 4.16 La cuerda AB es la grafica 
de la funcion g(x). La funcion h(x) = 
f(x) — g[x) da la distancia vertical entre 
las graficas defy g en x. 


y 



FIGURA 4.17 La funcion /(x) = 

\/ 1 — x 2 satisface las hipotesis (y la 
conclusion) del teorema del valor medio en 
[—1, 1] a pesar de que/no es diferenciable 
en — 1 y 1. 


Las hipotesis del teorema del valor medio no requieren que/sea diferenciable en a ni 
en b. La continuidad en a y b es suficiente (figura 4.17). 

EJEMPLO 3 La funcion fix) = x 2 (figura 4.18) es continua para 0£x£2y dife¬ 
renciable para 0 < x < 2. Como /(0) = 0 y /(2) = 4, el teorema del valor medio dice 
que en algun punto c en el intervalo, la derivada /'(x) = 2x debe tener el valor 
(4 — 0)/(2 — 0) = 2. En este caso (excepcional), podemos identificar c resolviendo la 
ecuacion2c = 2 paraobtenerc = 1. 

Una interpretation fisica 

Si pensamos en el numero {f{b ) — f(a))/(b — a) como el cambio promedio de/en [a, b\, 
y /'(c) como el cambio instantaneo, el teorema del valor medio dice que en algun punto 
interior el cambio instantaneo debe ser igual al cambio promedio sobre todo el intervalo. 

EJEMPLO 4 Si un automovil que acelera desde 0 tarda 8 segundos en recorrer 352 
pies, su velocidad promedio para el intervalo de 8 seg es 352/8 = 44 pies/seg. De acuerdo 
con el teorema del valor medio, en algun punto durante la aceleracion el velocimetro debe 
haber marcado exactamente 30 millas/hora(44 pies/seg) (figura 4.19). 

Consecuencias matematicas 

Al principio de esta section preguntamos que clase de funcion tiene una derivada cero so¬ 
bre un intervalo. El primer corolario del teorema del valor medio nos da la respuesta. 


C0R0LARI0 1 Las funciones con derivadas cero son constantes 

Si f'{x) = 0 en cada punto x de un intervalo abierto (a, b), entonces fix) = C 
para todo x e (a, b ), donde C es una constante. 
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y = x 2 +C l c = 2 



-2 


FIGURA 4.20 Desde un punto de vista 
geometrico, el corolario 2 del teorema del 
valor medio dice que las graficas de 
ftmciones con derivadas identicas en un 
intervalo pueden diferir solamente por un 
desplazamiento vertical. Las graficas de las 
funciones con derivada 2x son las parabolas 
y = x 2 + C, mostradas aqui para valores 
elegidos de C. 


Demostracion Queremos probar que/tiene un valor constante en el intervalo (a, b). Pa¬ 
ra ello probaremos que si xi y X 2 son dos puntos cualesquiera en {a, b ), entonces 
/(xi) = f(x 2 ) . Numerando xi y x 2 de izquierda a derecha, tenemos xi < x 2 . De esta ma- 
nera, / satisface las hipotesis del teorema del valor medio en [xi , x 2 ] : es diferenciable en 
todo punto de [x\, x 2 ] y, por lo tanto, tambien es continua en todo punto. En consecuencia, 

f{x 2 ) - f{xi) 

x 2 - Xl -= / (c) 

en algun punto c entre x\ y x 2 . Como /' = 0 en todo (a, b), esta ecuacion se traduce suce- 
sivamente en 

f{x 2 ) ~ f(x 0 

— x , - Xl -= 0, f{x 2 ) - f{x i) = 0, y f{x i)=/(x 2 ). ■ 

A1 principio de esta seccion se pregunto tambien cual es la relacion entre dos funcio¬ 
nes que tienen derivadas identicas en un intervalo. El corolario siguiente nos dice que sus 
valores en el intervalo tienen diferencia constante. 


COROLARIO 2 Las funciones con La misma derivada difieren por una 
constante 

Si /'(x) = g'(x) en cada punto x en un intervalo abierto (a, b), entonces existe 
una constante C tal que /(x) = g(x) + C para todo x e ( a , b). Esto es, f — g 
es una constante en (a, b ). 


Demostracion En cada punto x e ( a, b), la derivada de la fiincion diferencia h = f — g es 

h'{x) = f{x) - g'(x) = 0. 

En consecuencia, de acuerdo con el corolario 1, h{x) = C en (a, b). Esto es, /(x) 
— g(x) = C en (a, b), de manera que/(x) =g(x) + C. ■ 

Los corolarios 1 y 2 tambien son ciertos si el intervalo abierto (a, b) no es finito. Esto es, 
siguen siendo validos si el intervalo es (a, oo), ( — oo, b), o ( —oo, oo). 

El corolario 2 jugara un papel importante cuando discutamos las antiderivadas en la 
seccion 4.8. Este corolario nos dice, por ejemplo, que como la derivada de /(x) = x 2 
en ( —oo, oo) es 2x, cualquier otra funcion con derivada 2x en ( — oo, oo) debe tener la 
formula x 2 + C para algun valor de C (figura 4.20). 

EJEMPLO 5 Encontrar la funcion/(x) cuya derivada es sen x, y cuya grafica pasa por 
el punto (0, 2). 

Solucion Como fix) tiene la misma derivada que g(x) = — cosx, sabemos que /(x) = 
—cosx + C para alguna constante C. El valor de C puede determinarse a partir de la con- 
dicion que /(0) = 2 (la grafica de/pasa por (0, 2)): 

/(0) = —cos (0) + C = 2, asi que C = 3. 

La funcion es/(x) = —cosx + 3. 

Determinacion de la velocidad y la posicion 
a partir de la aceleracion 

Aqui veremos como encontrar las funciones velocidad y desplazamiento de un cuerpo en 
caida libre desde el reposo con aceleracion 9.8 m/seg 2 . 
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Sabemos que v{t) es alguna funcion cuya derivada es 9.8. Tambien sabemos que la 
derivada de g(/) = 9.8? es 9.8. De acuerdo con el corolario 2, 

v(t) = 9.8/ + C 

para alguna constante C. Como el cuerpo cae desde el reposo, u(0) = 0. Por lo tanto, 

9.8(0) + C = 0, y C = 0. 

La funcion velocidad debe ser v{t) = 9.8/. ( ',Quc pasa con la funcion posicion, ,v(7)? 

Sabemos que .s(/) es alguna funcion cuya derivada es 9.8/. Tambien sabemos que la 
derivada de /(/) = 4.9/ 2 es 9.8/. Segun el corolario 2, 

sit) = 4.9 1 2 + C 

para alguna constante C. Si la altura inicial es 5(0) = h, medida positiva hacia abajo des¬ 
de la posicion de reposo, entonces 

4.9(0) 2 + C = h, y C = h. 

La funcion posicion debe ser s(/) = 4.9/ 2 + h. 

La habilidad para encontrar funciones a partir de sus razones de cambio, es una de las 
herramientas mas poderosas del calculo. Como veremos en el capitulo 5, esta capacidad es 
fundamental para el desarrollo matematico. 


EJERCICIOS 4.2 


Determination de c en el teorema 
del valor medio 

Encuentre el o los valores de c, que satisfacen la ecuacion 


m - fja) 
b - a 


fie) 


en la conclusion del teorema del valor medio para las funciones e in- 
tervalos en los ejercicios 1 a 4. 

1. fix) = x 2 + 2x - 1, [0, 1] 

2. fix) = x 2 / 3 , [0, 1] 

4. fix) = Vx - 1, [1,3] 


3. f(x) = x + \, 


9. La funcion 


fix) 


(x, 0 £ x < 1 

\0, x = 1 


es cero enx = 0yx = ly diferenciable en (0, 1), pero su deriva¬ 
da en (0, 1) nunca es cero. ^Como puede ser esto? ^No dice el 
teorema de Rolle que la derivada tiene que ser cero en alguna par¬ 
te del intervalo (0, 1)? Justifique su respuesta. 

10. ^Para que valores de a, m y b la funcion 

f 3, x = 0 

fix) = < —x 2 + 3 x + a, 0 < x < 1 
l mx + b, 1 < x £ 2 


Verification y uso de hipotesis 

^Cuales de las funciones de los ejercicios 5 a 8 satisfacen las hipotesis 
del teorema del valor medio en el intervalo dado, y cuales no? Justifi¬ 
que sus respuestas. 

5. /(x)=x 2 / 3 , [-1,8] 

6. fix) = x 4 / 5 , [0, 1] 

7. fix) = Vx(l - x), [0, 1] 


8. fix) 


senx 
x ’ 


— T7 < x < 0 


satisface las hipotesis del teorema del valor medio en el intervalo 

[0, 2]? 

Raices (ceros) 

11. a. Seiiale en una recta los ceros de cada polinomio y los ceros de 
su primera derivada. 

i) y = x 2 - 4 

ii) y = x 2 + 8x + 15 

iii) y = x 3 — 3x 2 + 4 = (x + l)(x — 2) 2 

iv) y = x 3 — 33x 2 + 216x = x(x — 9)(x — 24) 


0 , 


x = 0 
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b. Use el teorema de Rolle para probar que entre cualesquiera 
dos ceros de x" + a n -\x n ~ l + • ■ • + a\x + a 0 hay un cero de 

nx "~ 1 + (n — l)a„-ix"~ 2 + • • • + a\. 

12. Suponga que /" es continua en [a, b\ y que/tiene tres ceros en el 
intervalo. Demuestre que /" tiene por lo menos un cero en (a, b). 
Generalice el resultado. 

13. Pruebe que si /" > 0 en todo el intervalo [a, b\, entonces /' tiene 
por lo menos un cero en [a, b], iQue pasa si/" < 0 en todo un in¬ 
tervalo [a, b]l 

14. Demuestre que una funcion polinomial cubica puede tener cuan- 
do mucho tres ceros reales. 

Pruebe que las funciones de los ejercicios 15 a 22 tienen exactamente 

un cero en el intervalo dado. 

15. /(x) = x 4 + 3x + 1, [-2, -1] 

16. f{x) = x 3 + 4 + 7, (-oo,0) 

X 

17. g(?) = V? + Vl + t - 4, (0, oo) 

is. g (0 = T7T7 + VTTi - 3.1, (-1,1) 

19. r(6) = 6 + sen 2 - 8, (-oo, oo) 

20. r(6) = 2 6 - cos 2 6 + Vl, (-oo, oo) 

21. r(0) = secfl - ^ + 5, (0, tt/2) 

22. r{6) = tan 6 — cot d — 6, (0, ir/2) 


En los ejercicios 33 a 36, encuentre la funcion con la derivada dada 
cuya grafica pase por el punto P. 

33. f'{x) = 2x - 1, P(0, 0) 

34. g'(x) = 4 + 2x, P(-l,l) 

X 

35. r'(0) = 8 — esc 2 6, P^,0^ 

36. r'{t ) = sect tan t — 1, P( 0,0) 

Determinacion de la posicion a partir 
de la velocidad 

En los ejercicios 37 a 40 se da la velocidad v = ds/dt y la posicion 
inicial de un cuerpo que se mueve a lo largo de una recta coordenada. 
Encuentre la posicion del cuerpo en el tiempo ?. 

37. v = 9.8? + 5, s(0) = 10 38. v = 32? - 2, ^(0.5) = 4 

39. v = semr?, .s(0) = 0 40. v = 4 C0S 4> S ( 7J ' 2 ) ~ 1 

Determinacion de la posicion a partir 
de la aceleracion 

En los ejercicios 41 a 44 se da la aceleracion a = d 2 s/dt 2 , la veloci¬ 
dad inicial y la posicion inicial de un cuerpo que se mueve a lo largo 
de una recta coordenada. Encuentre la posicion del cuerpo en el tiem¬ 
po ?. 

41. a = 32, v(0) = 20, ^(0) = 5 

42. a = 9.8, u(0) = -3, s(0) = 0 

43. a = —4 sen 2?, v( 0) = 2, s(0) = —3 

44. a = 4 cos u(0) = 0, ,s(0) = —1 

7 1 


Determinacion de funciones 
a partir de derivadas 

23. Suponga que/(—l) = 3 y que f'(x) = 0 para toda x. ^Debe ser 
/(x) = 3 para toda x? Justifique su respuesta. 

24. Suponga que /(0) = 5 y que f'(x) = 2 para toda x. ^Debe ser 
/(x) =2x + 5 para todax? Justifique su respuesta. 

25. Suponga que f'(x) = 2xpara todax. Encuentre j{2) si 

a- /(0) = 0 b. /(I) = 0 c. /( 2) — 3. 

26. iQue se puede decir acerca de las funciones cuyas derivadas son 
constantes? Justifique su respuesta. 


En los ejercicios 27 a 32, encuentre todas las funciones posibles con la 
derivada dada. 


27. a. / = x 

28. a. y' = 2x 


29. a. y' = — 


1 


30. a. / = 


b. y' = x 2 
b. y' = 2x — 1 

b. y' = 1 - 4 


b. y = 


i 


2Vx 
sen 2? 

32. a. y' = sec 2 0 b. y' = Vo 


31. a. y' = sen 2? b. y' = cos^ 


c. y = x J 

c. y = 3x 2 + 2x — 1 
c. y = 5 + 4 

x 

- „ 1 

c. y = Ax -. 


c. y' = sen 2? + cos^- 
c. y' = Vd - sec 2 6 


Aplicaciones 

45. Cambio de temperatura Un termometro de mercurio tardo 14 
segundos en subir de — 19°C a 100°C cuando se saco de un con- 
gelador y se coloco en agua hirviendo. Demuestre que en algun 
momento el mercurio esta subiendo a una razon de 8.5°C/seg. 

46. Un camionero recibio una multa en la caseta de cobro de una au- 
topista, segun la cual en 2 horas habia recorrido 159 millas en la 
autopista con un limite de velocidad de 65 millas/hora. El camio¬ 
nero fue multado por exceso de velocidad. ^.Por que? 

47. Los relatos clasicos nos dicen que una trirreme con 170 remos 
(barco de guerra de la antigua Grecia o la antigua Roma) una vez 
cubrio 184 millas nauticas en 24 horas. Explique por que en algun 
momento de esta hazana la rapidez de la trirreme excedio los 7.5 
nudos (millas nauticas por hora). 

48. Una maratonista corre en 2.2 horas el maraton de la ciudad de 
Nueva York, cuya ruta mide 26.2 millas. Demuestre que la mara¬ 
tonista corrio exactamente all millas/hora por lo menos dos ve- 
ces durante el recorrido. 

49. Pruebe que en algun instante durante un viaje en automovil de 
2 horas, la lectura del velocimetro sera igual a la rapidez prome- 
dio del viaje. 

50. Caida libre en la Luna La aceleracion de la gravedad en la 
Luna es 1.6 m/seg 2 . Si se lanza una roca al interior de una grieta, 
^que tan rapido estara cayendo justo antes de golpear el fondo 
30 segundos despues? 
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Teoria y ejemplos 

51. La media geometrica de a y b La media geometrica de dos 
numeros positivos a y b es el numero \fab. Demuestre que el va¬ 
lor de c en la conclusion del teorema del valor medio para 
fix) = 1/x en un intervalo de numeros positivos [a , b\ es 
[a, b] es c = \fab. 

52. La media aritmetica de a y b La media aritmetica de dos nu¬ 
meros a y b es el numero ( a + b)/2. Pruebe que el valor de c en 
la conclusion del teorema del valor medio para f(x) = x 2 en 
cualquier intervalo [a, b] es c = {a + b)/2. 

53. Grafique la funcion 

fix) = senx sen (x + 2) — sen 2 (x + 1). 

^Que hace la grafica? ^Por que se comporta asi la funcion? Justi- 
fique sus respuestas. 

54. El teorema de Rolle 

a. Construya una funcion polinomial fix) que tenga ceros en 
x = -2, -1, 0, 1, y 2. 

b. Trace en el mismo sistema de coordenadas/y su derivada /'. 
<^En que se relaciona lo que ve con el teorema de Rolle? 

c. Lg( x ) ~ senx y su derivada g' ilustran el mismo fenomeno? 

55. Solucion unica Suponga que / es continua en [a, b\ y diferen- 
ciable en (a, b). Suponga tambien que / (a) y f ( b ) tienen signos 
opuestos y que /' # 0 entre a y b. Demuestre que /(x) = 0 
exactamente una vez entre ay b. 

56. Tangentes paralelas Suponga que f y g son diferenciables en 
[a, b\ y que f(a) — g(a) y f(b) = g(b). Demuestre que existe 
por lo menos un punto entre ay b donde las tangentes a las gra- 
ficas de / y g son paralelas o son la misma recta. Ilustre con un 
boceto. 


57. Si las graficas de dos funciones diferenciables fix) y g(x) empie- 
zan en el mismo punto del piano, y las funciones tienen la misma 
razon de cambio en todo punto, ^las graficas tienen que ser iden- 
ticas? Justifique su respuesta. 

58. Pruebe que para cualesquiera numeros a y b la desigualdad |sen 
| sen b — sen a | £ | b — a | es cierta. 

59. Suponga que/es diferenciable en a < x < by que fib) < /(a). 
Demuestre que /' es negativa en algun punto entre ay b. 

60. Sea/una funcion definida en un intervalo [a, b\. ^Que condicio- 
nes tiene que reunir/para garantizar que 

, _ fib) - fia) _ , 

mm / " - - -" max / , 

J b - a 

donde min /' y max /' son los valores minimo y maximo de /' 
en [a, A]? Justifique sus respuestas. 

61. Use las desigualdades del ejercicio 60 para estimar /(0.1) si 
fix) =1/(1 + x 4 cosx) para 0<x£0.1y /(0) = 1. 

62. Use las desigualdades del ejercicio 60 para estimar /(0.1) si 
fix) = 1/(1 - x 4 ) para 0 < x < 0.1 y /(0) = 1. 

63. Sea / diferenciable en todo valor de x, y suponga que /(1) = 1, 
que/' < 0 en (-oo, 1), y que/' > 0 en (1, oo). 

a. Demuestre que fix) & 1 para toda x. 

b. ^,Es posible que /' (1) = 0? Explique. 

64. Sea fix) = px 2 + qx + r una funcion cuadratica definida en 
un intervalo cerrado [a, b\. Demuestre que existe exactamente un 
punto c en (o, b) en el que / satisface la conclusion del teorema 
del valor medio. 



Funciones monotonas y el criterio de la primera derivada 


Para graficar una funcion diferenciable es util conocer en donde crece (es decir, en donde 
se eleva de izquierda a derecha), y en donde decrece (es decir, en donde cae de izquierda a 
derecha) en un intervalo. En esta seccion se define precisamente que significa que una 
funcion sea creciente o decreciente en un intervalo, y se da un criterio para determinar en 
donde crece y en donde decrece. Tambien se muestra como verificar que los puntos criti- 
cos de una funcion resultan ser valores extremos locales. 


Funciones crecientes y funciones decrecientes 

/.Quc clase de funciones tiene derivadas positivas o derivadas negativas? El tercer corola- 
rio del teorema del valor medio nos da la respuesta: las unicas funciones con derivadas po¬ 
sitivas son las funciones crecientes; las unicas funciones con derivadas negativas son las 
funciones decrecientes. 




4.3 Funciones monotonas y el criterio de La primera derivada 263 


y 



y' = 0 

FIGURA 4.21 La funcion /(x) = x 2 es 


monotona en los intervalos ( — oo, 0] y 
[0, oo), pero no lo es en (-oo, oo). 


DEFINICIONES Funcion creciente, funcion decreciente 

Sea/una funcion definida en un intervalo /, y sean x\ y x 2 dos puntos cualesquie- 
ra en I. 

1. Si /(xi) < f(x 2 ) siempre que x\ < x 2 , entonces se dice que/es creciente 
en I. 

2. Si f(x 2 ) < f(x i) siempre que x\ < x 2 , entonces se dice que/es decrecien¬ 
te en I. 

A las funciones crecientes o decrecientes en I se les llama monotonas en I. 


Es importante tener en cuenta que las definiciones de funciones crecientes y decre¬ 
cientes se deben satisfacer en todo par de puntos x\ y x 2 en I con x\ < x 2 . Debido a la de- 
sigualdad al comparar los valores de la funcion es < ynos, algunos libros dicen que / 
es estrictamente creciente o decreciente en I. El intervalo / puede ser finito o infinito. 

La funcion /(x) = x 2 decrece en ( — oo, 0] y crece en [0, oo) como se puede ver en 
su grafica (figura 4.21). La funcion/es monotona en( — oo, 0] y en [0, oo) , pero no lo es 
en ( — oo, oo) . Observe que en el intervalo ( — oo, 0) las tangentes tienen pendientes nega- 
tivas, de manera que la primera derivada es siempre negativa ahi; para (0, oo) las tangen¬ 
tes tienen pendientes positivas y la primera derivada es positiva. El resultado siguiente 
confirma estas observaciones. 


C0R0LARI0 3 Criterio de la primera derivada para funciones 
monotonas 

Supongamos que/es continua en [a, b ] y diferenciable en (a, b). 

Si /'(x) > 0 en cada punto x e (a, b), entonces / es creciente en [a, b\. 
Si f'{x) < 0 en cada punto x e (a, b), entonces / es creciente en [a, b]. 


Demostracion Sean x\ y x 2 dos puntos cualesquiera en [a, b] con x\ < x 2 . Aplicado a 
/en [xi, x 2 ], el teorema del valor medio dice que 

f(x 2 ) - /(x 1 ) = /'(c)(x 2 - Xi) 

para algun c entre x\ y x 2 . El signo del lado derecho de esta ecuacion es el mismo que el 
signo de /'(c), ya que X 2 — x\ es positivo. Por lo tanto, f(x 2 ) > f(x\) si /' es positiva en 
(a, b) y f(x 2 ) < f(x\) si/' es negativa en (a, b ). ■ 

A continuacion veremos como se aplica el criterio de la primera derivada para encon- 
trar en que puntos una funcion es creciente y en cuales es decreciente. Si a < b son dos 
puntos criticos para una funcion f y si /' existe pero no es cero en el intervalo (a, b), en¬ 
tonces /' tiene que ser positiva en (a, b) o negativa ahi (teorema 2 de la seccion 3.1). Una 
manera para determinar el signo de /' consiste simplemente en evaluar /' en algun punto x 
en ( a, b). Despues aplicamos el corolario 3. 

EJEMPLO 1 Uso deL criterio de la primera derivada para funciones monotonas 

Encontrar los puntos criticos de /(x) = x 3 — 12x — 5 identificar los intervalos en los 
que/es creciente y en los que es decreciente. 

Solucion La funcion/es continua y diferenciable en todas partes. La primera derivada 

f'(x) = 3x 2 - 12 = 3(x 2 - 4) 

= 3(x + 2)(x - 2) 
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FIGURA 4.22 La funcion fix) = 
x 3 — 12x — 5 es monotona en tres 
intervalos separados (ejemplo 1). 


Biografia historica 

Edmund Halley 
(1656-1742) 


es cero en x = —2 y x = 2. Estos puntos criticos subdividen el dominio de/en los in¬ 
tervalos ( — oo, —2), (—2, 2), y (2, oo) , en los que /' es positiva o negativa. Determina- 
mos el signo de /' evaluandola en un punto adecuado en cada subintervalo. Aplicando el 
corolario 3 a cada subintervalo podemos determinar el comportamiento de f Los resulta- 
dos se resumen en la siguiente tabla, y en la figura 4.22 se muestra la grafica de f. 


Intervalos 

-00 < X < -2 

—2 < x < 2 

2 < x < oo 

/' evaluada 

/'(-3) = 15 

/'(0) = -12 

/'(3) = 15 

Signo de f 

+ 

- 

+ 

Comportamiento 




de/ 

creciente 

decreciente 

creciente 


El corolario 3 es valido tanto para intervalos finitos como para infinitos; utilizamos 
este hecho en el analisis del ejemplo 1. 

Saber en donde es creciente o decreciente una funcion tambien nos dice como probar 
la naturaleza de los valores extremos locales. 


Prueba de la primera derivada para extremos locales 

Como puede ver en la figura 4.23, en los puntos donde/tiene un valor minimo, /' < 0 
inmediatamente a la izquierda y /' > 0 inmediatamente a la derecha. (Si el punto es un 
extremo del intervalo, solamente hay que considerar un lado). Asi, la funcion es decrecien¬ 
te a la izquierda del valor minimo, y es creciente a su derecha. De manera similar, en los 
puntos donde / tiene un valor maximo, /' > 0 inmediatamente a la izquierda y /' > 0 
inmediatamente a la derecha. Asi, la funcion es creciente a la izquierda del valor maximo 
y decreciente a su derecha. En resumen, en un punto extremo local, el signo de /'(x) 
cambia. 


Max absoluto 
/' no esta definida 



FIGURA 4.23 La primera derivada de una funcion dice como sube y baja la grafica. 


Estas observaciones nos llevan a una prueba para la presencia y naturaleza de los va¬ 
lores extremos locales de funciones diferenciables. 
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Prueba de la primera derivada para extremos locales 

Supongamos que c es un punto critico de una funcion continua / y que /es dife- 
renciable en todo punto de algun intervalo que contiene a c, excepto posiblemen- 
te en el mismo c. Moviendonos a lo largo de c de izquierda a derecha, 

1. si /' cambia de negativo a positivo en c, entonces/tiene un minimo local 
en c; 

2. si /' cambia de positivo a negativo en c, entonces/tiene un maximo local 
en c; 

3. si /' no cambia de signo en c (esto es, si/’ es positiva en ambos lados de c 
o negativa en ambos lados de c), entonces/no tiene un extremo local en c. 


La prueba para extremos locales en los extremos de un intervalo es similar, pero solo hay 
que considerar un lado. 

Demostracion Parte (1). Como el signo de /' cambia de negativo a positivo en c, existen 
numeros a y b tales que /' < 0 en (a, c) y /' < 0 en (c, b) Si x e (a, c ), entonces 
/(c) < /(x) porque /' < 0 implica que/es decreciente en [a, c]. Si xe (c, b), entonces 
/(c) < /(x), porque/' < 0 implica que/es creciente en [c, b\. Por lo tanto, /(x) > /(c) 
para toda x e {a, b). Por definicion,/tiene un minimo local en c. 

Las partes (2) y (3) se demuestran de manera similar. ■ 


EJEMPLO 2 Uso de la prueba de la primera derivada para extremos locales 
Encontrar los puntos criticos de 

fix) = x 1/3 (x - 4) = x 4 / 3 - 4x 1/3 . 

Identificar los intervalos en los que/es creciente y decreciente. Encontrar los valores ex¬ 
tremos locales y absolutos de la funcion. 


Solucion La funcion/es continua para toda x por ser el producto de dos funciones conti- 

nuas, x 1 / 3 y (x — 4). La primera derivada 


fix) 


f x (x^ - 4X 1 / 3 ) = |x>/ 3 - |x- 2 / 3 



4(x - 1) 

3x 2 / 3 


es cero en x = 1 y no esta definida en x = 0. No hay puntos extremos en el dominio, de 
manera que los puntos criticos x = 0 y x = 1 son los unicos lugares donde/podria tener 
un valor extremo. 

Los puntos criticos dividen el eje x en intervalos en los que /' es positiva o negativa. 
El patron de los signos de /' revela el comportamiento de /entre y en los puntos criticos. 
Podemos listar la informacion en una tabla como la siguiente: 


Intervalos x < 0 

Signo de /' 

Comportamiento 

de/ crecimiento 


0<x<l x > 1 

+ 

decrecimiento crecimiento 
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FIGURA 4.24 La funcion fix) = 
x 1/3 (x — 4) decrece cuando x < 1 , y 
crece cuando x > 1 (ejemplo 2). 


El corolario 3 del teorema del valor medio, nos dice que/decrece en ( — oo, 0), decre¬ 
ce en (0, 1), y crece en (1, oo) . La prueba de la primera derivada para extremos locales 
nos dice que /no tiene extremos en r = 0 (/' no cambia de signo) y que tiene un minimo 
local en x = 1 (/' cambia de negativa a positiva). 

El valor del minimo local es /(l) = 1^ 3 (1 — 4) = —3. Este tambien es un minimo 
absoluto, porque los valores de la funcion decrecen al acercarse a el desde la izquierda, y 
crecen al alejarse de el hacia la derecha. La figura 4.24 muestra este valor en la grafica de 
la funcion. 

Observe que lim v ->o f'(x) = — oo , de manera que la grafica de/tiene una tangente 
vertical en el origen. 


EJERCICIOS 4.3 


Analisis de / dada /' 

Responda las preguntas siguientes acerca de las funciones cuyas deri¬ 
vadas se dan en los ejercicios 1 a 8. 

a. ^Cuales son los puntos criticos de/? 

b. ^,En que intervalos/es creciente o decreciente? 

c. ^En que puntos, si hay alguno, alcanza/ valores maximo y mini¬ 
mo locales? 

1. f'(x) = x(x — 1) 2. fix) = ix — l)(x + 2) 

3. fix) = (x — l) 2 (x + 2) 4. fix) = (x — l) 2 (x + 2) 2 

5. fix) = (x — l)(x + 2)(x — 3) 

6. f'(x) = (x — 7)(x + l)(x + 5) 

7. f'(x) = x~ l l\x + 2) 8. /'(x) = x“V 2 (x - 3) 

Extremos de funciones dadas 


En los ejercicios 9 a 28: 

a. Encuentre los intervalos en los que la funcion es creciente o de¬ 
creciente. 

b. Despues, identifique los valores extremos locales de la funcion, 
si hay alguno, especificando en donde se alcanzan. 

c. iCuales de los valores extremos, si hay alguno, son absolutos? 

d. Apoye tus resultados con una calculadora graficadora o compu- 
tadora. 


9. g(t) = -t 2 - 3t + 3 
11. h(x) = — x 3 + 2x 2 
13. f(0) = 3d 2 - 4/ 

15. f(r) = 3 r 2 + 16r 


10. git) = -3t 2 + 9t + 5 
12. h{x) = 2x 3 — 18x 
14. fid) = 66 - 6> 3 
16. h(r) = (r + 7) 3 


17. fix) = x 4 - 8x 2 + 16 

19. H(t) = |f 4 - t 6 

21. gix) = x\/8 — x 2 

23. fix) = _ ^ 3 , x A 2 

25. f(x) = x*/ 3 (x + 8) 

27. hix) = x 1/3 (x 2 - 4) 


18. gix) = x 4 - 4x 3 + 4x 2 


20. Kit) = 15t 3 — t 5 


22. gix) = x 2 V5 — x 

24. fix) = ^- 

3x 2 + 1 


26. gix) = x 2 ^ix + 5) 
28. kix) = x 2/3 (x 2 - 4) 


Valores extremos en intervalos semiabiertos 

En los ejercicios 29 a 36: 

a. Identifique los valores extremos locales de la funcion en el domi- 
nio dado, y diga en donde se alcanzan. 

b. ^Cuales de los valores extremos, si hay alguno, son absolutos? 

c. Apoye sus resultados con una calculadora graficadora o compu- 
tadora. 

29. fix) = 2x - x 2 , -oo < x < 2 

30. fix) = (x + l) 2 , -oo < x < 0 

31. g(x) = x 2 - 4x + 4, 1 < x < oo 

32. gix) = -x 2 - 6x - 9, -4 < x < oo 

33. fit) = 12 1 - t\ —3 < t < oo 

34. fit) = t 3 - 3 1 2 , -oo < t < 3 

Y 3 

35. hix) = —-2x 2 + 4x, 0 < x < oo 

36. kix) = x 3 + 3x 2 + 3x + 1, — oo < x < 0 
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Calculadora graficadora o computadora 

En los ejercicios 37 a 40: 

a. Encuentre los valores extremos locales de cada funcion en el in- 
tervalo dado, y diga en donde se alcanzan. 

Q b. Grafique juntas la funcion y su derivada. Comente el comporta- 
miento de/en relation con el signo y los valores de /'. 

37. /(x) = ^ — 2 sen ^, 0 £ x £ 2ir 

38. f(x) = — 2cosx — cos 2 x, — tt < x £ tt 

39. /(x) = csc 2 x — 2cotx, 0 < x < tt 

40. f(x) = sec 2 x — 2 tan x, < x < -y 

Teoria y ejemplos 

Demuestre que las funciones de los ejercicios 41 y 42 tienen valores 
extremos locales en los valores de 8 , dados, y diga que tipo de extre¬ 
mos locales tiene la funcion. 

41. h(8) = 3cos^, 0 < 0 < 2-rr, en 8 = 0 y 8 = 2tt 

42. h(8) = 5 sen ^, O<0<7r, end = 0yd = T7 

43. Grafique una funcion diferenciable y = fix) que pase por el pun- 
to (1, 1) con /'(l) = 0y 

a. f'(x) > Oparax < 1 y f'(x) < Oparax > 1; 

b. /' (x) < 0 para r < 1 y/'(r) > 0 para x > 1; 


c. /'(x) > Oparax # 1; 

d. f'(x) < Oparax * 1. 

44. Grafique una funcion diferenciable y = /(x) que tenga 

a. un mlnimo local en (1, 1) y un maximo local en (3, 3). 

b. un maximo local en (1, 1) y un mlnimo local en (3, 3). 

c. maximos locales en (1, 1) y (3, 3). 

d. mlnimos locales en (1, 1) y (3, 3). 

45. Grafique una funcion continua y = g(x) tal que 

a. g(2) = 2, 0 < g' < 1 parax < 2, g'(x)—> 1“ cuando 

x —* IT, — 1 < g' < 0 para x > 2, y g'(x) —» —1 + cuando 

x—>2 + ; 

b. g(2) = 2, g' < Oparax < 2, g'(x)—>— oo cuando 

x — » 2~, g' > 0 para x > 2, y g'(x) —* oo cuando x — » 2 . 

46. Grafique una funcion continua y — h(x) tal que 

a. h( 0) = 0, — 2 < h{x) < 2 para toda x, h'(x) —>* oo 
conforme x —» 0 _ , y h' (x) —» oo conforme x —* 0 + ; 

b. h( 0) = 0, —2 £ h(x) £ 0 para toda x, h'(x) —* oo conforme 
x ~-► 0 _ , y /i'(x) “^ —00 conforme x^ 0 + . 

47. ^La grafica de /(x) = x 3 — 3x + 2 crece o decrece conforme x 
se mueve de izquierda a derecha del punto c = 2? Justifique su 
respuesta. 

48. Encuentre los intervalos en los que la funcion /(x) = ax 2 + bx 

+ c, a # 0, crece y decrece. Describa el razonamiento que lo 
llevo a su respuesta. 



Concavidad y trazado de curvas 


y 



FIGURA 4.25 La grafica de /(x) = x 3 es 
concava hacia abajo en (—oo, 0) y concava 
hacia abajo en (0, oo) (ejemplo la). 


En la seccion 4.3 vimos que la primera derivada nos indica en donde es creciente y en 
donde es decreciente una funcion. En un punto critico de una funcion diferenciable, el cri- 
terio de la primera derivada nos dice si hay un maximo local o un minimo local, o si la gra¬ 
fica solo continua creciendo o decreciendo en tal punto. 

En esta seccion veremos como la segunda derivada nos da informacion acerca de la 
manera en que la grafica de una funcion diferenciable abre hacia arriba o hacia abajo. Es¬ 
ta informacion adicional nos permite capturar aspectos clave del comportamiento de una 
funcion y su grafica, para despues poderlos plasmar en un esquema de la grafica. 

Concavidad 

Como puede ver en la figura 4.25, la curva y = x 3 se eleva cuando x crece, pero las por- 
ciones definidas en los intervalos ( — oo, 0) y (0, oo) abren de distintas maneras. Cuando 
nos acercamos al origen desde la izquierda a lo largo de la curva, esta abre hacia abajo y se 
ubica debajo de sus tangentes. Las pendientes de las tangentes decrecen en el intervalo 
( — oo, 0). Cuando nos alejamos del origen hacia la derecha a lo largo de la curva, esta 
abre hacia arriba y se ubica por encirna de sus tangentes. Las pendientes de las tangentes 
crecen en el intervalo (0, oo) . Este comportamiento de apertura hacia arriba o hacia abajo 
define la concavidad de la curva. 
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FIGURA 4.26 La grafica de f(x) = x 2 es 
concava hacia arriba en todo intervalo 
(ejemplo lb) 


y = 3 + sen* 



FIGURA 4.27 Use la grafica de y" para 
determinar la concavidad de y (ejemplo 2). 


DEFINICIONES Concava hacia arriba, concava hacia abajo 

La grafica de una funcion diferenciable y = f(x) es 

(a) concava hacia arriba en un intervalo abierto / si /' es creciente en I. 

(b) concava hacia abajo en un intervalo abierto / si /' es decreciente en I. 


Si y = f(x) tiene segunda derivada, podemos aplicar el corolario 3 del teorema del valor 
medio para concluir que /' crece si /" > 0 en I, y decrece si /" < 0. 


Prueba de la segunda derivada para concavidad 

Sea y = f(x) dos veces diferenciable en un intervalo I. 

1. Si /" > 0 en I, la grafica de/en I es concava hacia arriba. 

2. Si /" < 0 en I, la grafica de/en / es concava hacia abajo. 


Si y = f(x) es dos veces diferenciable, usaremos indistintamente las notaciones /" o y" 
para denotar la segunda derivada. 

EJEMPLO 1 Aplicacion de La prueba de concavidad 

(a) La curva y = x 3 (figura 4.25) es concava hacia abajo en ( — oo, 0) donde 
y" = 6x < 0 y concava hacia arriba en (0, oo), donde y" = 6x > 0. 

(b) La curva y = x 2 (figura 4.26) es concava hacia arriba en ( — oo, oo), porque su se¬ 
gunda derivada y" = 2 siempre es positiva. 

EJEMPLO 2 Determinacion de concavidad 
Determinar la concavidad de y = 3 + sen x en [0, 2tt] . 

Solucion La grafica de y = 3 + senx es concava hacia abajo en (0, tt) donde 
y" = —senx es negativa. Es concava hacia arriba en (it, 2tt) , donde y" = —senx es po¬ 
sitiva (figura 4.27). 

Puntos de inflexion 

La curva y = 3 + senx del ejemplo 2 cambia de concavidad en el punto (tt, 3). Llama- 
mos a (tt, 3) un punto de inflexion de la curva. 


DEFINICION Punto de inflexion 

Un punto donde la grafica de una funcion tiene recta tangente y la concavidad 
cambia es un punto de inflexion. 


El punto de una curva donde y" es positiva en un lado y negativa en el otro, es un pun¬ 
to de inflexion. En tal punto, y" es cero (porque las derivadas tienen la propiedad del valor 
intermedio), o no esta definida. Si y es una funcion dos veces diferenciable, y" = 0 en un 
punto de inflexion, entonces v' tiene un maximo o minimo local. 
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FIGURA 4.28 La grafica de y = x 4 no 
tiene punto de inflexion en el origen, a 
pesar de que y" = 0 ahi (ejemplo 3). 


y 



FIGURA 4.29 Un punto donde y" no 
existe puede ser un punto de inflexion 
(ejemplo 4). 


EJEMPLO 3 Puede no haber punto de inflexion donde y" = 0 

La curva y = x 4 no tiene punto de inflexion en x = 0 (figura 4.28). A pesar de que 
y" = 12x 2 es cero en ese punto, no cambia de signo. 


EJEMPLO 4 Un punto de inflexion puede alcanzarse donde y" no existe 

La curva y = x 1//3 tiene un punto de inflexion en x = 0 (figura 4.29), pero y" no existe 
ahi. 


y 


II 



d 

dx 




En el ejemplo 3 vimos que un cero en la segunda derivada no siempre produce un 
punto de inflexion. En el ejemplo 4 vimos que los puntos de inflexion tambien se pueden 
alcanzar donde no hay segunda derivada. 

Para estudiar el movimiento de un cuerpo que se mueve a lo largo de una recta como 
funcion del tiempo, con frecuencia nos interesa saber en que momenta la aceleracion del 
cuerpo, dada por la segunda derivada, es positiva o negativa. Los puntos de inflexion en la 
grafica de la funcion posicion revelan en donde cambia de signo la aceleracion. 


EJEMPLO 5 Analisis del movimiento a lo largo de una recta 
Una particula se mueve a lo largo de una recta horizontal con una funcion posicion 
i(f) = 2/ 3 - 14/ 2 + 22t - 5, t > 0. 

Encontrar la velocidad y la aceleracion de la particula, y describir su movimiento. 


Solucion La velocidad es 

v{t) = s'(t) = 6 1 2 - 28 1 + 22 = 2{t - l)(3f - 11), 
y la aceleracion es 

a{t) = v'{t) = s"(t) = 12 1 - 28 = 4(3/ - 7). 

Cuando la funcion s(t) crece, la particula se mueve a la derecha; cuando s(t) decrece, la 
particula se mueve a la izquierda. 

Observe que la primera derivada (v = s') es cero cuando / = 1 y / = 11/3. 


Intervalos 

0 < / < 1 

1 < / < 11/3 

11/3 < / 

Signo de v = s' 

+ 

- 

+ 

Comportamiento 




de s 

creciente 

decreciente 

creciente 

Movimiento de 




la particula 

a la derecha 

a la izquierda 

a la derecha 


La particula se mueve a la derecha en los intervalos de tiempo [0, 1) y (11/3, oo), y se 
mueve a la izquierda en (1, 11/3). Permanece estacionaria (en reposo) un momenta en 
/= 1 y/= 11/3. 

La aceleracion a(t) = s"(t) = 4(3/ — 7) es cero cuando / = 7/3. 


Intervalos 

0 < / < 7/3 

7/3 < / 

Signo de a = s" 

- 

+ 

Grafica de s 

concava hacia 
abajo 

concava hacia 
arriba 
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La fuerza de la aceleracion se dirige hacia la izquierda en el intervalo de tiempo [0, 7/3], 
es cero momentaneamente en t = 7/3, y se dirige hacia la derecha despues de este mo¬ 
menta. ■ 


Prueba de la segunda derivada para extremos locales 

En vez de buscar los cambios de signo en /' en los puntos criticos, algunas veces podemos 
usar la siguiente prueba para determinar la presencia y el caracter de los extremos locales. 


TEOREMA 5 Prueba de la segunda derivada para extremos locales 

Supongamos que /" es continua en un intervalo abierto que contiene a x = c. 

1. Si /'(c) = 0 y /"(c) < 0, /tiene un maximo local en x = c. 

2. Si /'(c) = 0y/"(c) > 0, /tiene un minimo local en x = c. 

3. Si /'(c) = 0 y /"(c) = 0, la prueba falla. La funcion/puede tener un ma¬ 

ximo local, un minimo local, o ninguno de ellos. 


f' = 0,f"<0 


=> maximo local 

=> minimo local 


Demostracion Parte (1). Si /"(c) < 0,entonces fix) < 0 en algun intervalo abierto / 
que contenga el punto c, ya que /" es continua. Por lo tanto, /" decrece en I. Como 
/'(c) = 0, el signo de /' cambia de positivo a negativo en c, de manera que, segun la 
prueba de la primera derivada,/tiene un maximo local en c. 

La demostracion de la parte (2) es similar. 

Para la parte (3), considere las tres funciones y = x 4 ,y = —x 4 , y y = x 3 . Para cada 
funcion, la primera y segunda derivadas son cero en x = 0. Aunque la funcion y = x 4 tie¬ 
ne un minimo local ahi, y = —x 4 tiene un maximo local, y y = x 3 es creciente en cual- 
quier intervalo abierto que contenga x = 0 (no tiene maximo ni minimo ahi). En conse- 
cuencia, la prueba falla. ■ 


Esta prueba requiere que conozcamos /" solamente en c y no en un intervalo alrede- 
dor de c. Esto hace que la prueba sea facil de aplicar. Esta es la buena noticia; la mala es 
que la prueba no es concluyente si /" = 0 o si /" no existe en x = c. Cuando pasa esto 
es preciso usar la prueba de la primera derivada para valores extremos locales. 

Juntas, /' y /" nos indican la forma de la grafica de la funcion; esto es, nos dicen en 
donde se localizan los puntos criticos y que pasa en un punto critico, en donde es crecien¬ 
te y en donde es decreciente la funcion, y si la curva abre hacia arriba o hacia abajo, de- 
pendiendo de su concavidad. Usaremos esta informacion para hacer el esquema de la gra¬ 
fica de una funcion que tiene estas caracteristicas. 


EJEMPL0 6 Uso de /' y /" para graficar / 
Graficar la funcion 


f{x) = x 4 — 4.y 3 +10 

usando los pasos siguientes. 

(a) Identificar en donde se alcanzan los extremos de/ 

(b) Encontrar los intervalos en los que/es creciente y en los que es decreciente. 

(c) Encontrar en que parte la grafica de/es concava hacia arriba y en que parte es conca- 
va hacia abajo. 

(d) Dibujar la forma general de la grafica para /. 
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(e) Trazar algunos puntos especificos, tales como los puntos maximos y minimos locales, 
los puntos de inflexion y las intersecciones con los ejes. Despues, dibujar la curva. 

Solucion / es continua, ya que /'(x) = 4x 3 — 12x 2 existe. El dominio de / es 
(— oo, oo) , y el dominio de /' tambien es (— oo, oo ). Por lo tanto, los puntos criticos de/ 
se alcanzan solamente en los ceros de /'. Como 

/'(x) = 4x 3 — 12x 2 = 4 x 2 (x — 3) 

laprimera derivada es cero en x = 0 yenx = 3. 


Intervalos x<0 0<x<3 

Signo de /' - - 

Comportamiento 

de / crecimiento decrecimiento 


3 < x 
+ 

crecimiento 


(a) Usando la prueba de la primera derivada para extremos locales y la tabla anterior, ve- 
mos que no existe un extremo en x = 0, ni un minimo local en x = 3. 

(b) Usando la tabla anterior, vemos que/es decreciente en ( — oo, 0] y [0, 3], y creciente 
en [3, oo). 


(c) /"(x) = 12x 2 

— 24x = 12x(x 

— 2) es cero en x 

= 0 y x = 2. 

Intervalos 

x < 0 

0 < x < 2 

2 < x 

Signo de /' 

4- 

- 

+ 

Comportamiento 

concavo 

concavo 

concavo 

de/ 

hacia arriba 

hacia abajo 

hacia arriba 


Vemos que/es concava hacia arriba en los intervalos ( — oo, 0) y (2, oo) , y concava hacia 
abajo en (0, 2). 

(d) Resumiendo la informacion de las dos tablas anteriores, obtenemos 


x < 0 

0 < x < 2 

2 < x < 3 

3 < x 

decreciente 

decreciente 

decreciente 

creciente 

concavo 

concavo 

concavo 

concavo 

hacia arriba 

hacia abajo 

hacia arriba 

hacia arriba 


La forma general de la curva es 
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y 



FIGURA 4.30 La grafica de fix) = 
x 4 — 4x 3 + 10 (ejemplo 6). 


(e) Dibuje (de ser posible) las intersecciones con los ejes, y los puntos donde y' y y" son 
cero. Indique todos los valores extremos y los puntos de inflexion. Use la forma gene¬ 
ral como guia para dibujar la curva. (Trace mas puntos si es necesario). La figura 4.30 
muestra la grafica de/ 

Los pasos del ejemplo 6 ayudan a delinear un procedimiento para dibujar la grafica, 
tomando en cuenta las caracteristicas clave de una funcion y su grafica. 


Estrategia para graficary = f(x) 

1. Identificar el dominio de/y cualesquiera simetrias que pueda tener la curva. 

2. Encontrar y’ y y" . 

3. Encontrar los puntos criticos de f e identificar el comportamiento de la fun¬ 
cion en cada uno. 

4. Encontrar en donde crece la curva y en donde decrece. 

5. Encontrar los puntos de inflexion, si hay alguno, y determinar la concavidad 
de la curva. 

6. Identificar las asintotas. 

7. Trazar los puntos clave, tales como las intersecciones con los ejes y los pun¬ 
tos encontrados en los pasos 3 a 5, y dibujar la curva. 


EJEMPLO 7 Uso de la estrategia de graficacion 


Graficar /(x) 


(x + l) 2 

1 + x 2 


Solucion 


1. El dominio de/es ( — oo, oo), y no hay simetrias alrededor de los ejes ni del origen 
(seccion 1.4). 

2. Encontrar /' y /" . 


fix) 

fix) 

fix) 


jx + l) 2 

1 + x 2 

(1 + x 2 ) • 2(x + 1) — (x + l) 2 • 2x 
(1 + x 2 ) 2 


interception con el eje x x = — 1, 
interception con el eje y (y = 1) 
en x = 0 


2(1 — x^) 


(1 + x 2 ) 2 • 2( — 2x) - 2(1 - x 2 )[2(1 + x 2 ) • 2x] 
(1 +* 2 ) 4 


4x(x 2 — 3) 

(1 +* 2 ) 3 


Despues de algunas 
operaciones algebraicas 


3. Comportamiento en los puntos criticos. Los puntos criticos se alcanzan solo en 
x = ±1 donde fix) = 0 (paso 2), ya que /' existe en todo el dominio de f. En 
x = — 1, /"(— 1) = 1 > 0, lo cual produce un minimo relativo, de acuerdo con la 
prueba de la segunda derivada. En x = 1, /"(1) = — 1 < 0, lo cual produce un ma- 
ximo relativo, de acuerdo con la prueba de la segunda derivada. En el paso 6 veremos 
que ambos puntos son tambien extremos absolutos. 
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4. Crecimiento y decrecimiento. Vemos que en el intervalo (-00,-1), la derivada 
/'(x) < 0 y la curva es decreciente. En el intervalo ( — 1, 1), /'(x) > 0 y la curva es 
creciente; es decreciente en (1, oo), donde nuevamente f'(x) < 0. 

5. Puntos de inflexion. Observe que el denominador de la segunda derivada siempre es 
positivo (paso 2). La segunda derivada /" es cero cuando x = — \^3, 0, y V^. 
La segunda derivada cambia de signo en cada uno de estos puntos: es negativa en 
( — oo, — V^), positiva en ( — V3, o) , negativa en (o, \/3) , y positiva nuevamente 

en ( V3, oo).En consecuencia, cada uno de estos puntos es unpunto de inflexion. La 
curva es concava hacia abajo en el intervalo ( — oo, — \/3), concava hacia arriba en 

( —\/3, o), concava hacia abajo en (o, V^), y nuevamente concava hacia arriba 
en ( V3, 00 ). 

6. Asintotas. Desarrollando el numerador de f(x) y despues dividiendo tanto el numera- 
dor como el denominador entre x 2 , obtenemos 


y Punto de inflexion 



FIGURA 4.31 La grafica de y 
(ejemplo 7). 


(x + l) 2 
1 + x 2 


f(x) 


U + l) 2 = x 2 + 2x + 1 

1 + X 2 1 + X 2 


Desarrollando el numerador 


1 + (2/x) + (1/x 2 ) 

— -z-. Dividiendo entre x L 

(l/x ) + 1 

Vemos que /(x) —* 1 + cuando x —> 00 y que /(x) —* I cuando x —* — 00 . Por lo tan¬ 
to, la recta y = 1 es una asintota horizontal. 

Como / decrece en ( — 00 ,—1) y despues crece en ( — 1,1), sabemos que 
/( — 1) = 0 es un minimo local. A pesar de que/decrece en (1, 00 ), nunca cruza la 
asintota horizontal y = 1 en ese intervalo (se aproxima a la asintota por abajo). De 
manera que la grafica nunca es negativa, y /(— 1) = 0 tambien es un minimo absolu¬ 
te. De la misma manera, /(1) = 2 es un maximo absoluto, ya que la grafica nunca 
cruza la asintota y = 1 en el intervalo ( — 00 , —1), aproximandose a ella por abajo. 
Por lo tanto, no hay asintotas verticales (el rango de / es 0 < y < 2). 


7. En la figura 4.31 esta dibujada la grafica de f. Observe como la grafica es concava ha¬ 
cia abajo al aproximarse a la asintota horizontal y = 1 cuando x —» — 00 , y concava 
hacia arriba en su aproximacion a y = I cuando x —» 00 . 


Conocimiento de las funciones a partir de sus derivadas 

Como vimos en los ejemplos 6 y 7, podemos averiguar casi todo lo que necesitamos saber 
acerca de una funcion dos veces diferenciable y = /(x) examinando su primera derivada. 
Es posible encontrar en que parte la grafica de la funcion sube o baja, y en donde se alcan- 
zan todos los extremos locales; podemos derivar y' para saber hacia donde abre la grafica 
cuando pasa por los intervalos de crecimiento y decrecimiento, e incluso podemos deter- 
minar la forma de la grafica de la funcion. Lo que no podemos averiguar a partir de la de¬ 
rivada, es como colocar la grafica en el piano xy. Pero, como descubrimos en la seccion 
4.2, el unico dato adicional que necesitamos para ello es el valor de/en un punto. Final- 
mente, la derivada no nos da informacion sobre las asintotas, que se encuentran usando li- 
mites (secciones 2.4 y 2.5). 
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y=mf \ 

r\pJ 

y = fjyy / ^ 

'\ > J^ /M 

1 ^ 

Diferenciable => 
suave, conexa; la grafica 
puede elevarse o caer 

y' > 0 => se eleva de 
izquierda a derecha; 
puede ser ondulada 

y' < 0 => cae de izquierda 
a derecha; puede ser 
ondulada 

y v 

y" > 0 => concava hacia 
arriba en todas partes; no 
tiene ondas; la grafica puede 
elevarse o caer 

yy 

y" < 0 => concava hacia 
abajo en todas partes; no 
tiene ondas; la grafica puede 
elevarse o caer 

^ y ^" cambia de signo. 
Punto de inflexion 

/TV - ^ 

/A 

v/ 

y' cambia de signo => 
la grafica tiene un maximo 
o imnimo local 

y' = 0 y y"< 0 

en un punto; la grafica tiene 

un maximo local 

y' = 0 y y"> 0 

en un punto; la grafica tiene 

un mmimo local 


EJERCICIOS 4.4 


Analisis de funciones graficadas 

Identifique los puntos de inflexion y los maximos y minimos locales 
de las funciones graficadas en los ejercicios 1 a 8. Identifique los in- 
tervalos en los que las funciones son concavas hacia arriba y hacia 
abajo. 



y = 4 ~ 2-^ + 4 

4 


y 



3. 


y = f(* 2 -l ) 2/3 


y = - 1 ) 
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1. y 


sen |x|, -277 < x < 277 


y 


8 . 


_y = 2 cos x — V2x, -77 < x < 


Trazo de la forma general conociendo y' 

En cada uno de los ejercicios 41 a 62 se da la primera derivada de una 
funcion continua y = f{x) . Encuentre y" y despues use los pasos 2 a 
4 del procedimiento de graficacion (pagina 272) para trazar la forma 
general de la grafica de f. 


41. / 

43. y' 

45. y' 
47. y' 


2 + x — x 2 

4U 

Ki 

X 

II 

1 

1 

ON 

x(x — 3) 2 

44. y' = x 2 (2 — x) 

x(x 2 — 12) 

46. y' = (x — 1) 2 (2x + 

(8x — 5x 2 )(4 — x) 2 

48. y' = (x 2 — 2x)(x — 



NO ESTA A ESCALA 


l 

1 > 

-77 

0 

\ 377 



\ 2 



V- 


Graficacion de ecuaciones 

Use los pasos del procedimiento de graficacion, que se dan en la pagi¬ 
na 272, para dibujar la grafica de las funciones de los ejercicios 9 a 
40. Incluya las coordenadas de todos los puntos extremos locales y de 


18. y = -x 4 + 6x 2 - 4 = x 2 (6 - x 2 ) - 4 

19. y = 4x 3 — x 4 = x 3 (4 - x) 

20. y = x 4 + 2x 3 = x 3 (x + 2) 

21. y = x 5 - 5x 4 = x 4 (x - 5) 

v4 


22. y = x[ ^ - 5 


49. / 

50. y' 

51. y 

53. y' 

54. y' 

55. y' 


2 77" 77 

sec x, — — < x < — 


7 T 7 T 

tan x, - y < x < y 


inflexion 







56. 

/ = 

9. 

y = 

x 2 - 

4jc + 3 

10. 

y = 

6 - 

2x — x 2 

57. 

y' = 

11. 

y = 

x 3 - 

3x + 3 

12. 

y = 

x(6 

— 2x) 2 

59. 

/ = 

13. 

y = 

—2x 3 

+ 6x 2 - 3 

14. 

y = 

1 - 

1 

1 

U) 

61. 

y = 

15. 

y = 

(x - 

2) 3 + 1 

16. 

y = 

1 - 

(x + l) 3 



17. 

y = 

x 4 — 

2x 2 = x 2 (x 2 - 

- 2) 




62. 

/ = 


cot y 0 < d < 2 tt 52. y' = esc 2 0 < 0 < 2tt- 

tan 2 6—1, -f < 0 < f 

1 — cot 2 6 , 0 < 0 < 77 - 

cos t, 0 £ ? ^ 277 
sen t, 0 < t < 2 tt 

(x + i y 2 / 3 58. y = (x - 2 y 1 / 3 

x _2/3 (x - 1) 60. y = x^ 4 / 5 (x + 1) 

—2x, x £ 0 
2x, x > 0 


= 2 x = 


-x 2 , x < 0 
x 2 , x > 0 


Trazo de y a partir de las graficas de y' y y" 

En cada uno de los ejercicios 63 a 66 se muestran las graficas de la 
primera y segunda derivadas de una funcion y = /(x). Copie la figu¬ 
re y anadale un esbozo de la grafica aproximada de f dado que la gra¬ 
fica pasa por el punto P. 


0 < X £ 277 
0 < X £ 277 


23. y = x + senx, 

24. y = x — senx, 

25. y = x 1/5 
27. y = x 2 / 5 

29. y = 2x — 3 x 2/3 


26. y = x 3/s 
28. y = x 4 / 5 
30. y = 5x 2/s - 2x 


31. 



32. y = x 2 / 3 (x - 5) 


33. y = x\/8 — x 2 34. y 


x 2 — 3 

35. y = --; , x # 2 36. v 

x — 2 

37. y = |x 2 - 11 38. y 



40. y = V|x - 4\ 


(2 - x 2 ) 3 / 2 


3x 2 + 1 
|x 2 — 2*| 



65. y 
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Movimiento a lo largo de una recta Las graficas de los ejercicios 
71 y 72 muestran la position $ = f(t) de un cuerpo que se mueve ha- 
cia atras y hacia adelante a lo largo de una recta coordenada. (a) ^En 
que momento el cuerpo se esta alejando del origen? ,[,En que momenta 
se aproxima al origen? ^Aproximadamente en que momento (b) la ve- 
locidad es igual a cero?, (c) la aceleracion es igual a cero?; (d) ^en que 
momento la aceleracion es positiva?, ^,en que momento es negativa? 


Teoria y ejemplos 

67. La figura siguiente muestra una portion de la grafica de una fun- 
cion dos veces diferenciable y = f(x). En cada uno de los cinco 
puntos etiquetados, clasifique y' y y" como positiva, negativa o 
cero. 



0 


x 


68. Trace una curva suave conexa y — f(x) con 

/(- 2 ) = 8 , /'( 2 ) = /'(— 2 ) = 0 , 

/CO) = 4, f'(x) < 0 para |x| < 2, 

/(2) = 0, f"(x) < 0 para x < 0, 

f'(x) > 0 para ]x| > 2, f"(x) > 0 para x > 0. 


71. s 



72. 


/ 


/ 


s = M 


10 


/ 


15 


Tiempo (seg) ^ 


73. Costo marginal La grafica siguiente muestra el costo hipoteti- 
co c = f{x) en que se incurre al fabricar x articulos. ^Aproxima- 
damente en que nivel de produccion el costo marginal cambia de 
decreciente a creciente? 


69. Grafique una funcion dos veces diferenciable y = f(x) con las 
propiedades siguientes. Senale las coordenadas cuando sea po- 
sible. 


X 

y 


Derivadas 

x < 2 


/ 

< o, 

y" 

> 0 

2 

l 

/ 

= o, 

y" 

> 0 

2 < x < 4 


/ 

> o, 

y" 

> 0 

4 

4 

y 

> o, 

y" 

= 0 

4 < x < 6 


y 

> o, 

y" 

< 0 

6 

7 

y 

= 0, 

y" 

< 0 

x > 6 


y 

< o, 

y" 

< 0 


70. Grafique una funcion dos veces diferenciable y = f(x) que pasa 
por los puntos (—2,2), (—1, 1), (0, 0), (1, 1), y (2, 2) cuyas dos 
primeras derivadas tienen estos patrones de signos: 



c 



Centenas de unidades producidas 


74. La grafica siguiente muestra el ingreso mensual de la Corpora- 
cion Widget durante los ultimos 12 anos. ^.Aproximadamente en 
que intervalos de tiempo crecio el ingreso marginal? ^En que in¬ 
tervals decrecio? 


y 



y = r(t) 

.... I .... I . . . 

0 

5 10 
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75. Suponga que la derivada de la funcion y — f(x) es 

y' = (x - l) 2 (x - 2). 

^En que puntos, si hay alguno, tiene la grafica de/un mlnimo lo¬ 
cal, un maximo local o un punto de inflexion? ( Sugerencia : Trace 
el patron de signos de y' .) 

76. Suponga que la derivada de la funcion y = f(x) es 

y' — {x — l) 2 (x — 2)(x — 4). 

^,En que puntos la grafica de/tiene un mlnimo local, un maximo 
local o un punto de inflexion? 

77. Para x > 0 dibuje una curva y = /(x) que tenga /(1) = 0 y 
f'{x) = 1/x. ^Puede decirse algo acerca de la concavidad de tal 
curva? Justifique su respuesta. 

78. ^Puede decirse algo acerca de la grafica de una funcion y = f(x) 
que tiene segunda derivada continua que nunca es cero? Justi¬ 
fique su respuesta. 

79. Sib, cy d son constantes, ipara que valor de b tendra un punto de 
inflexion en x = 1 la curva y = x 3 + bx 2 + cx + d? Justifique 
su respuesta. 

80. Tangentes horizontales ( ',Verdadero o falso? Explique. 

a. La grafica de un polinomio de grado par (el mayor exponente 
par) tiene al menos una tangente horizontal. 

b. La grafica de un polinomio de grado impar (el mayor expo¬ 
nente impar) tiene al menos una tangente horizontal. 

81. Parabolas 

a. Encuentre las coordenadas del vertice de la parabola 
y = ax 2 + bx + c, a A 0. 

b. ^,En que punto la parabola es concava hacia arriba? ^,En cual 
es concava hacia abajo? Justifique sus respuestas. 

82. ^Es cierto que la concavidad de la grafica de una funcion dos ve- 
ces diferenciable y = fix) cambia cada vez que f"{x) = 0? Jus¬ 
tifique su respuesta. 

83. Curvas cuadraticas ,;Que puede decir acerca de los puntos de 
inflexion de la curva y = ax 2 + bx 1 + c, a ¥= 0? Justifique su 
respuesta. 

84. Curvas cubicas ^Que puede decir acerca de los puntos de in¬ 
flexion de la curva y = ax 3 + bx 1 + cx + d, a ^ 0? Justifique 
su respuesta. 


EXPL0RACI0NES CON COMPUTADORA 

En los ejercicios 85-88, encuentre los puntos de inflexion (si los hay) 
en la grafica de la funcion, y las coordenadas de los puntos en la gra¬ 
fica donde la funcion tiene un valor maximo o minimo local. Despues 
grafique la funcion en una region suficientemente grande para mos- 
trar simultaneamente todos estos puntos. Anada a su figura las grafi- 
cas de las funciones de la primera y segunda derivadas. ^Como se re- 
lacionan los puntos en los que estas graficas cortan el eje x con la 
grafica de la funcion? ^De que otra manera se relacionan las graficas 95. 
de las derivadas con la grafica de la funcion? 


85. y = x 5 - 5x 4 - 240 86. y = x 3 - 12x 2 

87. y = |x 5 + 16x 2 - 25 

r 4 r 3 

88. y = - y - 4x 2 + 12x + 20 

89. Grafique juntas la funcion f(x) = 2x 4 — 4x 2 + 1 y sus dos pri- 
meras derivadas. Comente el comportamiento de juntas /en rela¬ 
tion con los signos y valores de f y /". 

90. Grafique juntas f{x) = x cos x y su segunda derivada para 0 < x 

£ 2tt . Comente el comportamiento de /en relation con los sig¬ 
nos y valores de /" . 

91. a. En una pantalla comun, grafique fix) = x 3 + kx para k = 0 

y para valores de k positivos y negativos cercanos a cero. ^.Co¬ 
mo parecen afectar los valores de k la forma de la grafica ? 

b. Encuentre/'(x). Como vera, /'(x) es una funcion cuadratica 
de x. Determine el discriminante de la cuadratica (el discrimi- 
nante de ax 2 + bx + c es b 2 — 4 ac) ^Para que valores de k 
el discriminante es positivo? ^Para que valores es cero? ^Para 
que valores es negativo? ^Para que valores de k, f tiene dos 
ceros? <^Para que valores tiene un cero o ninguno? Ahora ex¬ 
plique que tiene que ver el valor de k con la forma de la grafi¬ 
ca de f. 

c. Experimente con otros valores de k. iQue ocurre cuando 
k —» — oo ? ^Que ocurre cuando k —» oo ? 

92. a. En una pantalla comun, trace la grafica de /(x) = x 4 + kx 3 

+ 6x 2 , —2 <x £ 2 para k = —4, y para valores enteros 
cercanos a k. ^Como parecen afectar los valores de k a la for¬ 
ma de la grafica? 

b. Encuentre/"(x). Como vera,/"(x) es una funcion cuadrati¬ 
ca de x. <^Cual es el discriminante de la cuadratica (vea el ejer- 
cicio 91(b))? ^,Para que valores de k el discriminante es positi¬ 
vo? ^Para que valores de k es cero? ^Para que valores de k es 
negativo? ^Para que valores de k , /" tiene dos ceros? ^Para 
que valores de k tiene un cero o ninguno? Ahora explique que 
tiene que ver el valor de k con la forma de la grafica de/ 

93. a. Grafique y = x 2 / 3 (x 2 — 2) para —3 £ x < 3. Despues use 

calculo para confirmar lo que muestra la pantalla acerca de la 
concavidad, el crecimiento y el decrecimiento. (Dependiendo 
de su calculadora graficadora, es posible que tenga que intro- 
ducir x 2 / 3 como (x 2 ) 1 / 3 para obtener el trazo de los valores ne¬ 
gativos de x.) 

b. ^,La curva tiene una cuspide en x = 0, o solamente un pico 
con derivadas laterales derecha e izquierda diferentes? 

94. a. Grafique y = 9x 2 / 3 (x - 1) para -0.5 £ x £ 1.5. Despues 
use calculo para confirmar lo que muestra la pantalla acerca 
de la concavidad, el crecimiento y el decrecimiento. iQue con¬ 
cavidad tiene la curva a la izquierda del origen? (Dependiendo 
de su calculadora graficadora, es posible que tenga que intro- 
ducir x 2 / 3 como (x 2 ) 1 / 3 para obtener el trazo de los valores ne¬ 
gativos de x.) 

b. ^La curva tiene una cuspide en x = 0, o solamente un pico 
con derivadas laterales derecha e izquierda diferentes? 

^La curva y = x 2 + 3 sen 2x tiene una tangente horizontal cerca 
de x = — 3 ? Justifique su respuesta. 
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Problemas de optimization aplicados 




FIGURA 4.32 Una caja abierta, hecha al 
cortar cuadrados en las esquinas de una 
lamina de hojalata. /.Que tamano de las 
esquinas maximiza el volumen de la caja 
(ejemplo 1)? 


Maximo 



FIGURA 4.33 El volumen de la caja de la 
figura 4.32 dibujado como la grafica de 
una funcion de x. 


Optimizar algo significa maximizar o minimizar uno de sus aspectos. /.Como se pueden 
determinar las dimensiones de un rectangulo con perlmetro fijo y area maxima? /.Quc for¬ 
ma debe tener una lata cilindrica para que su produccion residte lo mas barata posible ? 
/.Quc cantidad de la produccion es la mas rentable? El calculo diferencial es una herra- 
mienta poderosa para resolver problemas que requieren maximizar o minimizar una fun¬ 
cion. En esta seccion resolveremos diversos problemas de optimizacion para negocios, 
matematicas, fisica y economia. 


Ejemplos de los negocios y la industria 
EJEMPLO 1 Fabricacion de una caja 

Se quiere hacer una caja abierta cortando pequenos cuadrados congruentes en las esquinas 
de una lamina de hojalata que mide 12 por 12 pulgadas, y doblando los lados hacia arriba. 
/.Quc tan grandes deben ser los cuadrados que se corten de las esquinas para que la caja 
tenga la maxima capacidad posible? 

Solucion Empezamos por hacer un planteamiento grafico del problema (figura 4.32). 
En la figura, los cuadrados de las esquinas tienen lados de x pulgadas. El volumen de la 
caja es una funcion de esta variable: 

V(x) = x(12 - 2x) 2 = 144x - 48x 2 + 4x 3 . V = hlw 

Como los lados de la lamina de hojalata tienen solo 12 pulgadas de largo, x s 6 y el do- 
minio de V es el intervalo 0 < x < 6. 

Una grafica de V (figura 4.33) sugiere un valor minimo de0enx = 0yx = 6y uno 
maximo cerca de x = 2. Para obtener mas information, examinamos la primera derivada 
de V respecto de x: 

= 144 - 96x + 12x 2 = 12(12 - 8x + x 2 ) = 12(2 - x)(6 - x). 

De los dos ceros, x = 2 y x = 6, solamente x = 2 esta en el interior del dominio de la 
funcion y es el unico elemento de la lista de puntos criticos. Los valores de V en este pun- 
to critico y en los extremos del intervalo son 

Valor en el punto crltico: V(2) = 128 
Valores en los extremos del intervalo: U(0) = 0, V( 6) = 0. 

El volumen maximo es 128 pulg 3 . Los cortes cuadrados deben medir 2 pulgadas por lado. 


EJEMPLO 2 Disefio de una lata cilindrica eficiente 

Se le ha pedido que disene una lata con capacidad para 1 litro, con forma de un cilindro 
circular recto (figura 4.34). /.Dc que dimensiones debe ser la lata para usar la menor canti¬ 
dad posible de material? 

Solucion Volumen de la lata: Si r y h se miden en centimetres, el volumen de la lata en 
centimetres cubicos, es 


irr 2 h = 1000. 

Area superficial de la lata: A = Ittc 1 + lirrh 


1 litro = 1000 cm 3 


Tapas Pared 
circulares circular 
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2 r 



FIGURA 4.34 Esta lata de 1 litro usa la 
minima cantidad de material cuando 
h = 2r (ejemplo 2). 


/.Como podemos interpretar la ffase “menor cantidad posible de material”? En primer lu- 
gar, obviamos el espesor del material y el desperdicio en la fabrication, tal como se acos- 
tumbra. Despues nos preguntamos cuales son las dimensiones ryh que hacen el area super¬ 
ficial total tan pequena como se pueda sin dejar de satisfacer la restriction irr 2 h = 1000. 

Para expresar el area superficial como una funcion de una variable, resolvemos para 
una de las variables en 7 rr 2 h = 1000 y sustituimos esa expresion en la formula del area 
superficial. Es mas facil resolver para h: 

, 1000 


En consecuencia. 


A = 2tti' 2 + 2-irrh 
= 2ttt 2 + 27 Tr 



= 2irr 2 + 2 f () . 


Nuestra meta es encontrar un valor de r > 0 que minimice el valor de A. La figura 4.35 
sugiere que tal valor existe. 



Alto y delgado 



Bajo y ancho 


A 



FIGURA 4.35 La grafica de A = 2m-" + 20(H)/r es concava 
hacia arriba. 


Observe, a partir de la grafica, que para r pequena (un recipiente alto y delgado, como 
una especie de tubo), el termino 2000 jr domina y A es grande. Para r grande (un recipien¬ 
te bajo y ancho, como un molde para pizza), el termino 2irr 2 domina y A es grande una 
vez mas. 

Como A es diferenciable en r > 0, un intervalo sin extremos, solo puede tener un va¬ 
lor minimo donde la primera derivada es cero. 


<^Que pasa en r 


V500/7r? 


= 4irr - 
dr 


0 = 4777" — 


2000 

r 2 

2000 


47rr 3 = 2000 



Hacer dA/dr = 0. 
Multiplicar por r 2 . 
Resolver para r. 
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La segunda derivada 


d 2 A 

dr 2 


477 + 


4000 


es positiva en todo el domin io de A . Por lo tanto, la grafica es siempre concava hacia arri- 
ba y el valor de A en r = \K500/7t es un mlnimo absoluto. 

El valor correspondiente de h (despues de realizar algunas operaciones algebraicas) es 



La lata con capacidad para 1 litro que usa la menor cantidad de material tiene una altura 
igual al diametro, en este caso, con r ~ 5.42 cm y h ~ 10.84 cm. 


Pasos para la resolucion de problemas aplicados de optimization 

1. Leer el problema. lea el problema hasta que lo entienda. ( ',Quc datos se dan? 
/.Cual es la cantidad desconocida que hay que optimizar? 

2. Hacer un dibujo : identifique con una etiqueta cualquier parte que pueda ser 
importante para el problema. 

3. Introducir variables', haga una lista de las relaciones que encuentre en el di¬ 
bujo y en el problema como una ecuacion o una expresion algebraica, e iden¬ 
tifique la variable desconocida. 

4. Escribir una ecuacion para la cantidad desconocida'. de ser posible, exprese 
la incognita como funcion de una sola variable o en dos ecuaciones con dos 
incognitas. Para ello puede ser necesaria una manipulation considerable. 

5. Examinar lospuntos crlticos y los extremos del dominio de la incognita', use 
la information con que cuenta acerca de la forma de la grafica de la funcion. 
Emplee la primera y segunda derivadas para identificar y clasificar los pun¬ 
tos criticos de la funcion. 


Ejemplos de matematicas y ffsica 

EJEMPLO 3 Rectangulos inscribibles 


y 



Un rectangulo se inscribe en un semicirculo de radio 2. ( ',Cual es el area maxima que pue¬ 
de tener el rectangulo y cuales son sus dimensiones? 

Solution Sean (x, V4 — x 2 ) las coordenadas del vertice del rectangulo obtenido al co- 
locar el circulo y el rectangulo en el piano coordenado (figura 4.36). La longitud, altura y 
area del rectangulo pueden expresarse en terminos de la position x del vertice inferior de- 
recho: 

Longitud: 2x, Altura: \/4 — x 2 , Area: 2x* \/4 — x 2 . 

Observe que los valores de x tienen que estar en el intervalo 0 < x < 2, donde esta el 
vertice seleccionado del rectangulo. 

Nuestro objetivo es encontrar el valor maximo absoluto de la funcion 


A{x) = 2x\/4 — x 2 


FIGURA 4.36 El rectangulo inscrito en el 
semicirculo del ejemplo 3. 


en el dominio [0, 2], 
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FIGURA 4.37 Un rayo de luz refractado 
(desviado de su trayectoria) conforme pasa 
de un medio a un medio mas denso 
(ejemplo 4). 


La derivada 


dA 

dx 


. 2x ~ + 2V4 - x 2 

V4^V 2 


no esta definida en x = 2 y es igual a cero cuando 


. lx ~ + 2V4 - x 2 = 0 
V4 - x 2 

—2x 2 + 2(4 - x 2 ) = 0 
8 — 4x 2 = 0 

x 2 = 2 o x = 

De los dos ceros, x = \fl yx = — \fl, solamente x = \fl esta en el interior del domi- 
nio de A y en la lista de puntos criticos. Los valores de A en los extremos del intervalo y en 
este punto critico son 

Valor en el punto critico: 2 ) = 2A/2V4 — 2 = 4 

Valores en los extremos de los intervalos: A( 0) = 0, A( 2) = 0. 

El area tiene un valor maximo igual a 4 cuando el rectangulo tiene V4 — x 2 = y/2 uni- 
dades de altura y 2x = 2\/~2 unidades de largo. ■ 


EJEMPLO 4 Principio de Fermat y ley de SneLL 

La rapidez de la luz depende del medio por el que viaja y, en general, es mas lenta en me- 
dios densos. 

En optica, el principio de Fermat establece que la luz viaja a lo largo de la trayectoria 
mas rapida entre un punto y otro. Encuentre la trayectoria que seguira un rayo de luz para 
ir del punto A, en un medio donde la rapidez de la luz es c\ , a un punto B en un segundo 
medio donde la rapidez de la luz es C 2 . 


Solucion Como la luz viaja de A a B siguiendo la ruta mas rapida, buscamos una trayec¬ 
toria que minimice el tiempo de viaje. Supongamos que Ay B estan en el piano xy, y que 
la linea que separa los dos medios es el eje x (figura 4.37). 

En un medio uniforme, donde la rapidez de la luz permanece constante, “el menor 
tiempo” significa “la trayectoria mas corta”, y el rayo de luz seguira una linea recta. De 
esta manera, la trayectoria A-B consistira de un segmento de recta de A en un punto fronte- 
ra P, seguido por otro segmento de recta de P a B. La distancia es igual al producto del 
tiempo por la rapidez; asi, 


Tiempo 


distancia 

rapidez 


El tiempo que requiere la luz para viajar de A a P es 


_ AP _ Vfl 2 + x 2 

?1 Cl Cl 


De P a B el tiempo es 

_ PB _ Vfr 2 + (d - x) 2 

t2 ~ ~Cl ~ C~ 2 
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El tiempo de A a B es la suma de ambas trayectorias: 

t = h + = yy + x 2 + yy + (d- x) 2 

Esta ecuacion expresa a t como una funcion diferenciable de x, cuyo dominio es [0, d\. 
Queremos encontrar el valor minimo absoluto de t en este intervalo cerrado. Encontramos 
la derivada 


dt _ _ x _ d — x _ 

d x ciVa 2 + x 2 c 2 Vb 2 + (d - x) 2 


En terminos de los angulos angulos 0 1 y 0 2 en la figura 4.37, 


dt_ _ sendi _ sen 0 2 
dx c i c 2 


dt/dx 

negativo 



0 


dt/dx 

cero 


'+ + + + + + + + + 


*o 


dt/dx 

positivo 



d 


x 


Si restringimos x al intervalo 0 < x ^ d, ticne derivada negativa en x = 0 y derivada po- 
sitiva en x = d. De acuerdo con el teorema del valor intermedio para derivadas (seccion 
3.1), existe un punto x 0 e [0, d\ donde dt/dx = 0 (figura 4.38). Solo hay uno de tales pun- 
tos, porque dt/dx es una funcion creciente de x (ejercicio 54). En este punto 


FIGURA 4.38 El patron de signos de 
dt/dx del ejemplo 4. 


sen di _ sen 0 2 
ci “ c 2 • 

Esta ecuacion es la ley de Snell o ley de refraccion, y es un principio importante en la teo- 
ria de la optica, toda vez que describe la trayectoria que sigue un rayo de luz. 


Ejemplos de econorma 

En estos ejemplos senalamos dos maneras en las que el calculo hace una contribucion a la 
economia. La primera tiene que ver con la maximizacion de la utilidad. La segunda tiene 
que ver con la minimizacion del costo promedio. 

Supongamos que 


r(x) = ingreso por vender x articulos 
c(x) = costo por producirx articulos 
p{x) = r(x) — c(x) = utilidad por producir y vender x articulos. 

El ingreso marginal, el costo marginal y la utilidad marginal por producir y vender x 
articulos son 

dr 

= ingreso marginal 
^ = costo marginal 


-j^ = utilidad marginal 

La primera observacion se refiere a la relacion de p con estas derivadas. 

Si r{x) y c(x) son funciones diferenciables para toda x > 0, y si p(x) = r(x) — c(x) 
tiene un valor maximo, se alcanza en un nivel de produccion en el que p'(x) = 0. Como 
p'(x) =r'(x) — c'(x), p'(x) = Oimplicaque 


r'(x) — c'(x) = 0 o 


r'(x) = c'(x). 
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Por lo tanto. 


En un nivel de produccion que genere una utilidad maxima, el ingreso marginal 
es igual al costo marginal (figura 4.39). 


y 



FIGURA 4.39 La grafica de una funcion de costo tipica empieza siendo concava hacia abajo y 
despues se vuelve concava hacia arriba. Cruza la curva de ingreso en el punto de equilibrio B. A la 
izquierda de B, la compania opera con perdida. A la derecha, la compania opera con ganancia, 
alcanzando la maxima ganancia donde c'{x) = r'(x). Mas a la derecha, el costo excede el ingreso 
(quizas debido a una combinacion de elevation de mano de obra, costo marginal y saturation del 
mercado), y los niveles de produccion se vuelven nuevamente improductivos. 


EJEMPLO 5 Maximization de La utilidad 

Supongamos que r(x) = 9x y c(x) = x 3 — 6x 2 + 15x, donde x representa miles de uni- 
dades. ( ',Hay un nivel de produccion que maximice la utilidad? De ser asi, ( ',cual es? 


Solution Observe que r'(x) = 9yc'(x) = 3x 2 — 12x + 15. 


y 



3x 2 — 12x + 15 = 9 Haga c'(x) = r'(: r). 

3x 2 — 12x + 6 = 0 

Las dos soluciones de la ecuacion cuadratica son 

12 -V 72 = 2 _ yfa „ 0 .5 86 y 

12 + V72 = 2 + V2 « 3.414. 

o 

Los niveles de produccion que permitirian maximizar la utilidad son x = 0.586 miles de 
unidades, o x = 3.414 miles de unidades. La segunda derivada de p{x) = r(x) — c(x) es 
^"(x) = —c"(x), ya que r"(x) es cero en todas partes. En consecuencia, p"(x) =6(2 — x), 
que es negativo en x = 2 + \fl y positivo en x = 2 — \fl. De acuerdo con la prueba de 
la segunda derivada, la utilidad maxima se alcanza cerca de x = 3.414 (donde el ingreso 
excede los costos), y la perdida maxima se da cerca de x = 0.586. En la figura 4.40 se 
muestra la grafica de r(x). 


xi = 


*2 


FIGURA 4.40 Las curvas de costo e 
ingreso para el ejemplo 5. 
















Costo 
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EJEMPLO 6 Minimizacion de costos 

Un fabricante de armarios usa madera de caoba para producir 5 muebles al dia. La entrega 
de un contenedor de madera cuesta $5000, mientras que el almacenaje del material cuesta 
$10 diarios por unidad almacenada, donde una unidad es la cantidad de material que se ne- 
cesita para producir un mueble. /.Cuanto material tiene que ordenar el fabricante cada vez, 
y con que frecuencia se debe entregar el material para minimizar su costo promedio diario 
en el ciclo de produccion entre entregas? 

Solucion Si el fabricante pide que se le entregue la madera cada x dias, debera ordenar 
5x unidades para tener suficiente material para ese ciclo entre entregas. La cantidad alma¬ 
cenada promedio es aproximadamente la mitad de la cantidad entregada, o 5x/2. Asi, el 
costo de entrega y almacenaje por cada ciclo es, aproximadamente. 


FIGURA 4.41 El costo promedio diario 
c(x) es la suma de una hiperbola y una 
funcion lineal (ejemplo 6). 


Costo por ciclo = costo de entrega + costo de almacenaje 


Costo por ciclo = 5000 + 

/ 5x \ 



VT ) 

• X 

10 

costo 


numero 

costo por 

deliberado 

cantidad 

de dias 

dia de 


almacenada 

promedio 

almacenados 

almacenaje 


Calculamos el costo promedio diario c(x) dividiendo el costo por ciclo entre el numero de 
dias x del ciclo (vea la figura 4.41). 


c(x) 


5000 

x 


+ 25x, 


x > 0. 


Cuando t->0 y cuando x —> oo, el costo promedio diario se hace grande. De esta mane- 
ra, esperamos que exista un minimo, pero ^en donde? Nuestro objetivo es determinar el 
numero de dias x entre entregas que proporciona el costo minimo absolute. 

Encontramos los puntos criticos determinando el lugar en donde la derivada es igual 
a cero: 


c'(x) 

x 


5000 


+ 25 = 0 


±V200 « ±14.14. 


De los dos puntos criticos, solamente V200 esta en el dominio de c(x). El valor del punto 
critico del costo promedio diario es 


c 



-^22= + 25V200 = 500V2 « $707.11. 
V200 


Observe que c(x) esta definido en el interv alo a bierto (0, oo) con c"(x) = 10000/x 3 > 0. 
Asi, existe un minimo absolute en x = a/ 200 ~ 14.14 dias. 

El fabricante debera programar una entrega de 5( 14) = 70 unidades de madera de 
caoba cada 14 dias. 


En los ejemplos 5 y 6 permitimos que el numero de articulos x sea cualquier numero 
real positivo. En la realidad, por lo general esto solo tiene sentido cuando x es entero posi- 
tivo (o cero). Si tenemos que redondear nuestras respuestas, ,'ylebeinos hacerlo hacia arriba 
o hacia abajo? 


EJEMPLO 7 Sensibilidad del costo minimo 

En el caso de la solucion del ejemplo 6, ^debemos redondear el numero de dias entre las 
entregas hacia arriba o hacia abajo? 
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Solucion El costo promedio diario se incrementara alrededor de $0.03 si redondeamos 
hacia abajo, de 14.14 a 14 dias: 

c(14) = + 25(14) = $707.14 


y 


c(14) - c(14.14) = $707.14 - $707.11 = $0.03. 


Por otro lado, c(15) = $708.33, y nuestro costo se incrementarla $708.33 — $707.11 
$ 1.22 si redondearamos hacia arriba. En consecuencia, es mejor que redondeemos x hacia 
abajo, a 14 dias. 


EJERCICIOS 4.5 


Siempre que se quiera maximizar o minimizar una funcion de una so¬ 
la variable, es importante dibujar la grafica sobre el dominio que sea 
apropiado para el problema a resolver. La grafica le proporcionara va- 
liosa information antes de hacer los calculos, y le ofrecera una he- 
rramienta visual para entender su respuesta. 

Aplicaciones en geometria 

1. Minimization de un perimetro ^Cual es el menor perlmetro 
posible para un rectangulo cuya area es 16pulg. 2 , y cuales son 
sus dimensiones? 

2. Demuestre que entre todos los rectangulos con perimetro de 8 m, 
el de mayor area es un cuadrado. 

3. La figura muestra un rectangulo inscrito en un triangulo rectan¬ 
gulo isosceles, cuya hipotenusa mide 2 unidades de largo. 

a. Exprese la coordenada y de P en terminos de x. 

(Sugerencia: Escriba una ecuacion para la recta AB). 

b. Exprese el area del rectangulo en terminos de x. 

c. ^Cual es la mayor area posible del rectangulo y cuales son sus 
dimensiones? 


y 



4. Un rectangulo tiene su base en el eje x y sus dos vertices superio- 
res sobre la parabola y = 12 — x 2 . ^Cual es la mayor area posi¬ 
ble del rectangulo, y cuales son sus dimensiones? 

5. Usted quiere hacer una caja rectangular abierta con una cartulina 
de 8 por 15 pulgadas, cortando en las esquinas cuadrados con- 
gruentes y doblando hacia arriba los lados. ^Cuales son las di¬ 


mensiones de la caja que puede hacer de esta manera con el ma¬ 
yor volumen, y cual es ese volumen? 

6. Esta planeando cerrar la esquina del primer cuadrante con un 
segmento de recta de 20 unidades de longitud que va de (a, 0) a 
(0, b). Demuestre que el area del triangulo encerrado por el seg¬ 
mento es maxima cuando a — b. 

7. La mejor cerca Una parcela rectangular en una granja tendra 
limites, por un lado, por un rio, y por los otros tres mediante una 
cerca electrificada con un solo alambre. Si se cuenta solo con 800 
m de alambre, ^cual es la mayor area que puede ocupar la parcela 
y cuales son sus dimensiones? 

8. La cerca mas corta Un sembradio rectangular de chicharos mi¬ 
de 216 m 2 ; se quiere encerrar con una cerca, y dividirlo en dos 
partes iguales mediante otra cerca paralela a uno de los lados. 
^Que dimensiones del rectangulo exterior requieren la menor lon¬ 
gitud total de la cerca? ^Cuanta cerca se requerira? 

9. Diseno de un tanque La fundidora en donde usted trabaja ha 
sido contratada para disenar y construir un tanque rectangular de 
acero, de base cuadrada, abierto por arriba y con una capacidad 
de 500 pies 3 . El tanque se tiene que hacer soldando placas delga- 
das de acero a lo largo de sus bordes. Como ingeniero de produc¬ 
tion, su trabajo consiste en determinar las dimensiones de la base 
y la altura que haran que el tanque pese lo menos posible. 

a. r,Que dimensiones le dira al taller que use? 

b. Describa brevemente como tomo en cuenta el peso en su 
calculo. 

10. Recoleccion de agua de lluvia Se quiere construir un tanque 
rectangular abierto por arriba de 1125 pies 3 con base cuadrada de 
x pies de lado y y pies de profundidad, con su parte superior al ni- 
vel del piso, para recoger agua de lluvia. El costo asociado con el 
tanque involucra no solo el material que se usara para construirlo, 
sino tambien el costo de excavation proporcional al producto xy. 


c = 5{x 2 + 4 xy) + 10xy, 

^que valores de x y y lo minimizaran? 

b. De un escenario posible para la funcion de costo del inciso (a). 









286 Capltulo 4: ApLicadones de las derivadas 


11. Diseflo de un cartel Se esta disenando un cartel rectangular cu- 
ya area de impresion es 50 pulg. 2 , con margenes superior e infe¬ 
rior de 4 pulgadas y margenes laterales de 2 pulgadas cada uno. 
^Que dimensiones debe tener el cartel para minimizar la cantidad 
de papel usada? 

12. Encuentra el volumen del cono circular recto mas grande que se 
puede inscribir en una esfera de radio 3. 


3 


~1 

X 


13. Dos lados de un triangulo tienen longitudes a y b, y el angulo en- 
tre ellos es 0. iQue valor de 0 maximizara el area del triangulo? 
(Sugerencia: A = (\/2)ab send). 

14. Diseflo de una lata ^Cuales son las dimensiones de una lata 
abierta cilindrica circular recta que puede contener un volumen 
de 1000 cm 3 ? Compare el resultado con el del ejemplo 2. 

15. Diseflo de una lata Usted esta disenando una lata cilindrica 
circular recta de 1000 cm 3 y debe tomar en cuenta el desperdicio. 
No hay desperdicio al cortar el aluminio del lado, pero las tapas 
superior e inferior de radio r seran cortadas de cuadrados que mi- 
den 2 r unidades de lado. La cantidad total de aluminio usado para 
la lata sera 

A = 8/' 3 + 2t Trh 

en lugar de A = 2tt r 2 + 2nrh del ejemplo 2. En el ejemplo 2 la 
razon de h a ;• para la lata mas economica era 2 a 1. ^Cual es la ra- 
zon ahora? 

16. Diseflo de una caja con tapa Una pieza de cartulina mide 10 
por 15 pulgadas. Como se muestra en la figura, se han quitado 
dos cuadrados en las esquinas del lado que mide 10 pulgadas. 
Ademas, se han quitado dos rectangulos de las otras dos esquinas, 
de manera que las cejas puedan doblarse para formar una cada 
rectangular con tapa. 


c. Use un metodo grafico para encontrar el volumen maximo y 
el valor de x que lo da. 

d. Confirme analiticamente el resultado que obtuvo en el inciso 

(c). 

17. Diseflo de una maleta Sedoblaen dos una hojade cartulina de 
24 por 36 pulgadas para formar un rectangulo de 24 por 18 pulga¬ 
das, como se muestra en la figura siguiente. Despues se cortan, de 
las esquinas del rectangulo doblado, cuatro cuadrados congruen- 
tes de longitud x por lado. Se desdobla la hoja y las seis cejas se 
doblan hacia arriba para formar una caja con lados y una tapa. 

a. Escriba una formula para el volumen V(x ) de la caja. 

b. Encuentre el dominio de V para la situacion del problema, y 
grafique V en su dominio. 

c. Use un metodo grafico para encontrar el volumen maximo y 
el valor de x que lo da. 

d. Confirme analiticamente el resultado que obtuvo en el inciso 

(c). 

e. Encuentre el valor de x que da un volumen de 1120 pulg. 3 . 

f. Escriba un parrafo describiendo los temas que surgieron en el 
inciso (b). 



Despues la hoja se desdobla. 



o 

S5 


K-V-H h-x-H 






Base 

l 

1 

Tapa 

1 





h-*-H h-*-H 




a. Escriba una formula para el volumen V(x) de la caja. 

b. Encuentre el dominio de V para la situacion del problema, y 
grafique V en su dominio. 


18. Se quiere inscribir un rectangulo bajo el arco de la curva y = 
4 cos (0.5x) de x = —t t a x = tt . ^Cuales son las dimensiones 
del rectangulo de area mayor y cual es esta area? 

19. Encuentre las dimensiones de un cilindro circular recto de volu¬ 
men maximo que se puede inscribir en una esfera de radio 10 cm. 
^.Cual es el volumen maximo? 

20. a. El servicio postal de Estados Unidos aceptara una caja para 

envio domestico si la suma de su longitud y su “cinturon” (es 
decir, la distancia alrededor) no excede 108 pulgadas. iQue 
dimensiones tendra una caja con base cuadrada y el mayor vo¬ 
lumen posible? 
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Cinturon = distancia 



b. Grafique el volumen de una caja de 108 pulgadas (longitud 
mas “cinturon” igual a 108 pulgadas) como una funcion de la 
longitud, y compare lo que ve con la respuesta que dio al inci- 
so (a). 

21. (Continuation del ejercicio 20.) 

a. Suponga que en lugar de tener una caja con base cuadrada 
tiene una caja de lados cuadrados, de manera que sus dimen- 
siones son h por h por w y el “cinturon” es 2h + 2w. En ese 
caso, ^que dimensiones de la caja daran el mayor volumen? 


Cinturon 



b. Grafique el volumen como una funcion de h, y compare lo 
que ve con la respuesta que dio al inciso (a). 

22. Una ventana tiene forma de rectangulo, y esta coronada con un 
semiclrculo. El rectangulo es de vidrio claro, mientras que el se- 
miclrculo es de vidrio de color, y transmite solamente la rnitad de 
luz por unidad de area en comparacion con el vidrio claro. El pe- 
rimetro total es fijo. Encuentre las proporciones de la ventana que 
admitan la mayor cantidad de luz. Desprecie el espesor del marco. 



23. Se quiere construir un silo (sin incluir la base) en forma de cilin- 
dro rematado por una semiesfera. El costo de construccion por 
unidad cuadrada del area superficial es dos veces mayor para la 
semiesfera que para la pared cilindrica. Determine las dimensio¬ 
nes que se deben usar si el volumen es fijo y el costo de construc¬ 
cion debe mantenerse al minimo. Desprecie el espesor del silo y 
los desperdicios en la construccion. 


24. El comedero de la figura se debe hacer con las dimensiones que 
se muestran. Solamente se puede variar el angulo 0. ^Que valor 
de 0 maximizara el volumen del comedero? 



25. Doblado de papel Se coloca una hoja de papel de 8.5 por 11 
pulgadas sobre una superficie plana. Una de las esquinas se colo¬ 
ca sobre el lado opuesto mas largo, como se muestra en la figura, 
y se mantiene ahi conforme se aplana el papel suavemente. El 
problema es hacer la longitud del pliegue tan pequena como sea 
posible. Llamamos L a la longitud. Intentelo con papel. 

a. Demuestre que L 2 = 2x 3 /(2x — 8.5). 

b. ^Que valor de x minimiza L 2 ? 

c. ^Cual es el valor minimo de L2 

D C 

R 




A P B 



26. Construccion de cilindros Compare las respuestas de los dos 
problemas de construccion siguientes. 

a. Una hoja rectangular de perimetro 36 cm y dimensiones x por 
y cm se enrolla a manera de cilindro, como muestra la parte 
(a) de la figura. <(Que valores de x y y dan el mayor volumen? 

b. La misma hoja se gira alrededor de uno de los lados de longi¬ 
tud y para generar el cilindro que se muestra en la parte (b) de 
la figura. ^Que valores de x y y dan el mayor volumen? 
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27. Construccion de conos Un triangulo rectangulo cuya hipote- 
nusa mide \^3 m de largo se gira alrededor de uno de sus catetos 
para generar un cono circular recto. Encuentre el radio, la altura y 
el volumen del cono de mayor volumen que se pueda hacer de es- 
ta manera. 



28. iQue valores de a hacen que f(x) = x 2 + ( a/x ) tenga 

a. un maximo local eni = 2 ? 

b. un punto de inflexion en x = 1 ? 

29. Demuestre que f(x) — x 2 + (a/x) no puede tener un maximo lo¬ 
cal para ningun valor de a. 

30. iQue valores de ay b hacen que f(x) = x 3 + ax 2 + bx tenga 

a. un maximo local en x = — 1 y un minimo local en x = 3 ? 

b. un minimo local en x = 4 y un punto de inflexion enr = 1 ? 

Aplicadones fisicas 

31. Movimiento vertical La altura de un objeto que se mueve verti- 
calmente esta dada por 

5 = — 16t 2 + 964 + 112, 

con s en pies y t en segundos. Encuentre 

a. la velocidad del objeto cuando t = 0 

b. su altura maxima y en donde la alcanza. 

c. su velocidad cuando s = 0. 

32. La ruta mas rapida Juana esta en una lancha a 2 millas de la 
orilla y quiere llegar a un pueblo costero que esta a 6 millas en li- 
nea recta desde el punto de la orilla que es mas cercano a la lan¬ 
cha. Ella puede remar a 2 millas/hora y caminar a 5 millas/hora. 
^Donde debe dejar la lancha para alcanzar el pueblo en el tiempo 
minimo? 

33. La viga mas corta La pared de 8 pies que se muestra aqui esta 
a 27 pies del edificio. Encuentre la viga recta de longitud mas 
corta que alcance el lado del edificio desde el piso que esta al otro 
lado de la pared. 



34. Resistencia de una viga La resistencia S de una viga de madera 
rectangular es proporcional a su ancho por el cuadrado de su es- 
pesor. (Vea la figura siguiente). 


a. Encuentre las dimensiones de la viga mas resistente que se 
puede cortar de un tronco cilindrico de 12 pulgadas de dia- 
metro. 

b. Grafique S como una funcion del ancho w de la viga, aceptan- 
do que la constante de proporcionalidad es k = 1. Compare 
lo que ve con la respuesta que dio al inciso (a). 

c. En la misma pantalla, grafique S como funcion del espesor d 
de la viga, tomando nuevamente k = 1. Compare lo que ve 
en ambas graficas con la respuesta que dio en el inciso (a). 
^Que efecto tendria cambiar k por algun otro valor? Intentelo. 



35. Rigidez de una viga La rigidez S de una viga rectangular es 
proporcional a su ancho por el cubo de su espesor. 

a. Encuentre las dimensiones de la viga mas rigida que se puede 
cortar de un tronco cilindrico de 12 pulgadas de diametro. 

b. Grafique S como una funcion del ancho w de la viga, aceptan- 
do que la constante de proporcionalidad es k = 1. Compare 
el resultado con la respuesta que dio al inciso (a). 

c. En la misma pantalla, grafique S como funcion del espesor d 
de la viga, tomando nuevamente k = 1. Compare lo que ve 
en ambas graficas con la respuesta que dio en el inciso (a). 
^Que efecto tendria cambiar k por algun otro valor? Intentelo. 

36. Movimiento sobre una recta Las posiciones de dos particulas 
enelejes’i = sen?ys 2 = sen (t + tt/3), con si y^en metros 
y t en segundos. 

a. ^,En que momento(s) del intervalo 0 £ t £ 2t t se encuentran 
las dos particulas en el mismo lugar? 

b. ^Cual es la maxima distancia a la que estan separadas las par¬ 
ticulas? 

c. ^Cuando, la distancia entre las particulas cambia mas rapida- 
mente en el intervalo 0s/£ 2tt ? 

37. Carrito sin friccion Un carrito sin friccion esta atado a la pared 
por un resorte, y es jalado 10 cm de su posicion de reposo y solta- 
do en el tiempo t = 0 para que ruede hacia adelante y hacia atras 
durante 4 segundos. Su posicion en el tiempo s = 10 cos irt. 

a. ^Cual es la rapidez maxima del carrito? ^.Cuando alcanza el 
carrito esa rapidez? /.En donde esta en ese momenta? ^Cual 
es la magnitud de la aceleracion en ese momento? 

b. ^En donde esta el carrito cuando la magnitud de la acelera¬ 
cion es maxima? ^Cual es la rapidez del carrito en ese mo¬ 
mento? 
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38. Dos masas cuelgan de igual numero de resortes, una al lado de la 
otra, y tienen posiciones .Si = 2 sen t y S 2 — sen2t, respectiva- 
mente. 

a. <^,En que tiempos, en el intervalo 0 < t , las masas estan una 
frente a la otra? ( Sugerencia: sen 2t = 2 sen t cos t). 

b. ^En que momento del intervalo 0 £ t £ 2t t se da la maxima 
distancia vertical entre las masas? ^Cual es esa distancia? 
{Sugerencia: cos 2 1 = 2 cos 1 1 — 1). 


Normal 



Luz 


recibida 

Fuente Angulo de 

Angulo de B 

de luz incidencia 

reflexion 

a \V 
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Superficie reflejante 
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39. Distancia entre dos barcos Al mediodla, el barco A estaba 12 
millas nauticas al norte del barco B. El barco A va navegando ha- 
cia el sur a 12 nudos (millas nauticas por hora; una milla nautica 
es igual a 2000 yardas), y continua haciendolo todo el dla. El bar¬ 
co B va navegando hacia el este a 8 nudos, y continua haciendolo 
todo el dla. 

a. Empiece a contar el tiempo t = 0 al mediodla, y exprese la 
distancia s entre los barcos como una funcion de t. 

b. iQue tan rapido esta cambiando la distancia entre los barcos 
al mediodla? ^Que tan rapido lo hace una hora despues? 

c. La visibilidad ese dla era de 5 millas nauticas. ^Los tripulan- 
tes de los barcos pudieron verse alguna vez? 

d. Grafique juntas s y ds/dt como funciones de t para — 1 < f 

^ 3, usando diferentes colores, si es posible. Compare las 
graficas y lo que ve con las respuestas que dio en los incisos 
(b) y (c). 

e. Aparentemente, la grafica de ds/dt podrla tener una aslntota 
horizontal en el primer cuadrante. Esto a su vez sugiere que 
ds/dt se aproxima a un valor llmite cuando t—* oo . ^Cual es 
ese valor? ^Cual es su relation con la rapidez individual de 
cada barco? 

40. El principio de Fermat en optica En optica, el principio de 
Fermat establece que la luz siempre viaja de un punto a otro a lo 
largo de la trayectoria que minimiza el tiempo de recorrido. La 
luz de una fuente A es reflejada por un espejo piano a un punto de 
reception B, como se muestra en la figura. Muestre que para que 
la luz obedezca el principio de Fermat, el angulo de incidencia 
debe ser igual al angulo de reflexion, ambos medidos desde la 
recta normal de la superficie reflejante. (Este resultado se puede 
obtener sin calculo. Flay un argumento puramente geometrico, 
que usted pudiera preferir). 


41. Peste del estaflo Cuando el estano metalico se mantiene debajo 
de 13.2°C, se vuelve quebradizo y se desmorona en un polvo gris. 
Tarde o temprano, los objetos de estano se deshacen espontanea- 
mente en este polvo gris si se mantienen en climas frlos durante 
anos. Los europeos, que velan desmoronarse las flautas de estano 
de los organos de sus iglesias llamaban a este fenomeno la peste 
del estano, porque parecla contagiosa, y de hecho lo era, ya que 
este polvo gris es un catalizador para su propia formacion. 

En el caso de una reaction qulmica, un catalizador es una 
sustancia que controla la rapidez de reaccion sin hacer ningun 
cambio permanente en ella. Una reaccion autocatalltica es aque- 
11a cuyo producto es un catalizador para su propia formacion. Tal 
reaccion puede proceder despacio al principio si la cantidad de 
catalizador presente es pequena, y despacio nuevamente al final, 
cuando la mayorla de la sustancia original ha sido usada. Pero, 
entre ambas fases, cuando tanto la sustancia como su producto 
catalizador son abundantes, la reaccion procede a un ritmo mas 
rapido. 

En algunos casos, es razonable aceptar que la rapidez 
v = dx/dt de reaccion es proporcional a ambos, a la cantidad de 
sustancia original presente y a la cantidad del producto. Esto es, si 
v se puede considerar como una funcion solo de x, y 

v = kx{a — x) = kax — Ax 2 , 


donde 

x = la cantidad del producto 
a = la cantidad inicial de la sustancia 
k = una constante positiva 

^Para que valores de x la rapidez alcanza su maximo? ,[,Cual es el 
valor maximo de v? 


42. Trayectoria de aterrizaje de un aeroplano Un aeroplano esta 
volando a una altitud H cuando empieza a descender hacia una 
pista de aterrizaje que esta horizontal en el suelo, a una distancia 
L del aeroplano, como se muestra en la figura. Suponga que 
la trayectoria de aterrizaje del aeroplano es la grafica de una fun¬ 
cion polinomial cubica y = ax 3 + for + cx + d, donde y(—L) 
= H y y(0) = 0. 

a. ^Que es dy/dx en x = 0 ? 

b. ^Que es dy/dx en x = — L ? 

c. Use los valores de dv/dx en x = 0 y x = — L para probar que 
y(0) = Oy y(-L) = H 


y(x) = H 


2 
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Trayectoria del aterrizaje 


H = Altitud constante 


Aeropuerto 


Negocios y economfa 

43. Fabricar y distribuir mochilas cuesta c dolares cada una. Si cada 
mochila se vende en x dolares, el numero vendido esta dado por 

n = x ‘I c + 6(100 - x), 

donde ay b son constantes positivas. ^Que precio de venta dara la 
maxima utilidad? 

44. Usted esta a cargo de un servicio de recorridos turisticos que ofre- 
ce las siguientes tarifas: 

a. $200 por persona si van 50 personas al recorrido (el numero 
minimo para contratar sus servicios). 

b. Por cada persona adicional, hasta un maximo de 80 personas 
en total, la tarifa por persona se reduce $2. 

El costo del recorrido es de $6000 (un costo fijo) mas $32 por 
persona. ^Cuantas personas deben contratarlo para maximizar su 
utilidad? 

45. La formula Wilson para determinar el tamano del lote Una 

de las formulas para el manejo de inventarios dice que el costo 
promedio semanal de solicitar, pagar y manejar mercancia es 

At \ km hq 

A W = -q + cm + y, 

donde q es la cantidad que se ordena cuando el inventario (de za- 
patos, radios, escobas, o el articulo que sea) se esta agotando, k es 
el costo de pedir una orden (constante, no importa con cuanta fre- 
cuencia se ordene), c es el costo de un articulo (una constante), m 
es el numero de productos vendidos cada semana (una constante) 
y h es el costo de manejo semanal por articulo (una constante que 
toma en cuenta factores como espacio, equipo, seguro y seguridad). 

a. Usted trabaja como gerente de inventario en una tienda, asi 
que debe encontrar la cantidad que minimizara A(q). ^Cual 
es? (La formula que determine en su respuesta se llama 
formula Wilson para el tamano del lote.) 

b. Los costos de envio algunas veces dependen del tamano de la 
orden. Cuando esto es asi, resulta mas realista reemplazar k 
por k + bq, la suma de k y un multiplo constante de q. ^Cual 
es ahora la cantidad mas economica para ordenar? 

46. Nivel de produccion Demuestre que el nivel de produccion (si 
hay alguno) en el que el costo promedio es minimo en un nivel en 
donde el costo promedio es igual al costo marginal. 

47. Demuestre que si r( x) = 6xy c(x) = x 3 — 6X 2 + 15x son sus 
funciones de ingreso y costo, lo mejor que puede hacer es alcan- 
zar el punto de equilibrio (es decir, lograr que el ingreso sea igual 
al costo). 


48. Nivel de produccion Suponga que c(x) = x 3 - 20X 2 + 20,000x 
es el costo de fabricar x articulos. Encuentre el nivel de produc¬ 
cion que minimizara el costo promedio de hacer x articulos. 

49. Costo promedio diario Tomando como base el ejemplo 6, su¬ 
ponga que el costo de envio de un material es d, el costo de alma- 
cenaje es s dolares por unidad almacenada por dia, y la rapidez de 
produccion es p unidades por dia. 

a. ^Cuanto material debe entregarse cada x dias? 

b. Demuestre que 

px 

costo por ciclo = d + — sx. 

c. Encuentre el tiempo entre entregas x* y la cantidad a entregar 
que minimiza el costo promedio diario de entrega y almace- 
namiento. 

d. Demuestre que x* se alcanza en la interseccion de la hiperbo- 
la y = d/x y la recta y = psx/2. 

50. Minimizacion del costo promedio Suponga que c(x) = 2000 
96x +4x 3 / 2 , donde x representa miles de unidades. (,Hay un ni¬ 
vel de produccion que minimice el costo promedio? De ser asi, 
('.cual es? 

Medicina 

51. Sensibilidad a medicamentos ( Continuation del ejercicio 50 
de la seccion 3.2.) Encuentre la cantidad de medicamento para la 
que el cuerpo es mas sensible, determinando el valor M que maxi- 
miza la derivada dR/dM, donde 



y C es una constante. 

52. Como tosemos 

a. Cuando tosemos, la traquea (tubo de aire) se contrae para in- 
crementar la velocidad del aire de salida, pero, ^cuanto debe 
contraerse la traquea para maximizar la velocidad? /.Realmen- 
te se contrae tanto cuando tosemos? 

Bajo hipotesis razonables acerca de la elasticidad de la 
pared de la traquea y respecto de como se frena el aire cerca 
de la pared por la friccion, la velocidad promedio del flujo v 
puede ser modelada mediante la ecuacion 

v = c(ro ~ r)r cm/seg, y < r < ro , 

donde ro es el radio de la traquea en reposo, en centimetres, y 
c es una constante positiva cuyo valor depende en parte de la 
longitud de la traquea. 

Demuestre que v tiene su valor maximo cuando 
r = (2/3 )?'o, esto es, cuando la traquea esta contraida alrede- 
dor de 33%. El hecho notable es que las radiografias confir- 
man que la traquea se contrae alrededor de esa cantidad du¬ 
rante un tosido. 

b. Tome ro como 0.5 y c como 1, y grafique v en el intervalo 

0 < r < 0.5. Compare sus hallazgos con el hecho de que es¬ 
ta v alcanza un valor maximo cuando r = (2/3Vo. 
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Teona y ejemplos 

53. Una desigualdad para enteros positivos Pruebe que si a, b, c 
y d son enteros positivos, entonces 

{a 2 + \){b 2 + l)(c 2 + \)(d 2 + 1) _ 

abut " 16 ' 


59. a. iQue tan cerca esta la curva y = Vx del punto (3/2, 0)? ( Su- 
gerencia: Si minimiza el cuadrado de la distancia, puede evi- 
tar las raices cuadradas). 

b. Grafique juntas la funcion distancia y y = \Tx , y reconcilie 
sus resultados con la respuesta que dio al inciso (a). 


54. La derivada dt/dx del ejemplo 4 

a. Demuestre que 


fix) = 


X 

Vfl 2 + x 2 


es una funcion creciente de x. 

b. Pruebe que 


g(x) 


_ d — x _ 

Vb 2 + (d - x) 2 


es una funcion decreciente de x. 
c. Demuestre que 


dt _ _ x _ d — x _ 

d* C[V a 2 + x 2 c{\/b 2 + (d - x) 2 



60. a. iQue tan cerca esta el semicirculo y = \/l6 — x 2 del punto 

(l, V3)? 

b. Grafique juntas la funcion distancia y y = \/l6 — x 2 , y re¬ 
concilie sus resultados con la respuesta que dio al inciso (a). 

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 


es una funcion creciente de x. 

55. Sean/(x) y g(x) funciones diferenciables cuyas graficas aparecen 
aqui. El punto c es el punto donde la distancia vertical entre las 
curvas es mayor. i,Hay algo especial en las tangentes a las dos cur- 
vas en c? Justifique su respuesta. 



56. Le han pedido determinar si la funcion/(x) =3 + 4cosx + cos2x 
es negativa en algun punto. 

a. Explique por que es suficiente considerar valores de x sola- 
mente en el intervalo [0, 2 tt] . 

b. ^Es/negativa en algun punto? Explique. 

57. a. La funcion y = cot x — \Zl esc x tiene un valor maximo ab¬ 

solute en el intervalo 0 < x < it . Encuentrelo. 
b. Grafique la funcion y compare lo que ve con la respuesta que 
dio en el inciso (a). 

58. a. La funcion y = tan x + 3 cot x tiene un valor minimo absolu¬ 

te en el intervalo 0 < x < tt/2. Encuentrelo. 

Q b. Grafique la funcion y compare lo que ve con la respuesta que 
dio en el inciso (a). 


En los ejercicios 61 y 62, tal vez le seria util un software matematico. 

61. Generalizacion del problema del cono Un cono de altura h y 
radio r se construye a partir de un disco circular piano de radio a, 
quitando un sector AOC de longitud de arco x pulgadas y despues 
juntando los bordes OA y OC. 

a. Encuentre una formula para el volumen V del cono en termi- 
nos de x y a. 

b. Encuentre r y h en el cono de volumen maximo para 
a = 4, 5, 6, 8. 

c. Encuentre una relacion sencilla entre ry h que sea indepen- 
diente de a para el cono de volumen maximo. Explique como 
llego a esta relacion. 




62. Circunscripcion de una elipse Sean P(x, a) y Q{— x, a) dos 
puntos en la mitad superior de la elipse 


x 2 0 ~ 5) 2 
100 + 25 


= 1 


con centro en (0, 5). Como muestra la figura, se forma un triangu- 
lo RST usando las rectas tangentes a la elipse en los puntos P y Q. 
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a. Demuestre que el area del triangulo es 


donde y = fix ) es la funcion que representa la mitad superior 
de la elipse. 

b. ^Cual es el dominio de A ? Grafique A. ^Como se relacionan 
las asintotas de la grafica con la situacion del problema? 

c. Determine la altura del triangulo con area minima. ^Como se 
relaciona con la coordenada y del centra de la elipse? 


d. Repita los incisos (a) a (c) para la elipse 
x 2 , (y-B) 2 


c 1 


B 1 


= 1 


A(x) 


-I'M 


fix) l 2 
fix). 


con centra en (0, B). Pruebe que el triangulo tiene area mini¬ 
ma cuando su altura es 3 B. 



Formas indeterminadas y la regia de L'Hopital 


Biografia historica 

Guillaume Francois 
Antoine de l’Hopital 
(1661-1704) 


John Bernoulli descubrio una regia para calcular llmites de fracciones cuyos numeradores 
y denominadores tendlan a cero o a + oo. La regia se conoce hoy en dla como la regia de 
L’Hopital, en honor de Guillaume de L’Hopital, un aristocrata frances que escribio el pri¬ 
mer de texto de introduccion al calculo diferencial para principiantes, donde aparecio im- 
presa por primera vez dicha regia. 


Forma indeterminada 0/0 


Si las funciones continuas fix) y g(x) son cero en x = a, entonces 


lim 

x^a 


fix) 

gix) 


no se puede encontrar sustituyendo x = a. La sustitucion produce 0/0, una expresion 
que no tiene sentido, que no podemos evaluar. Usamos 0/0 como una notacion para una 
expresion conocida como forma indeterminada. Algunas veces, pero no siempre, los li- 
mites que conducen a formas indeterminadas pueden encontrarse mediante eliminacion, 
reorganizacion de terminos, u otras manipulaciones algebraicas. Esto fue lo que hicimos 
en el capltulo 2. Como recordara, en la seccion 2.4 nos tomo un trabajo considerable en¬ 
contrar lim^o (senx)/x. Pero tuvimos exito con el limite 


/'(«) 


,, fix) ~ fia) 
x - a — 

x —*a 


a partir del cual calculamos derivadas, y que siempre produce el equivalente de 0/0 cuando 
sustituimos x = a. La regia de L’Hopital nos permite utilizar nuestro conocimiento res- 
pecto de las derivadas para evaluar limites que, de otra manera, nos conducirian a formas 
indeterminadas. 


TEOREMA 6 Regia de L'Hopital (primera forma) 

Supongamos que f{a) = g(a) = 0,que fia) y g'ia) existen, y que g'(a) A 0. 
Entonces 

fix) _ fia) 

x™ gix) g'ia) 
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Precaution 

Para aplicar la regia de L'Hopital a f/g, 
divida la derivada de / entre la derivada 
de g. No caiga en la trampa de derivar 
f/g. El cociente a usar es f'/g ', no ( f/g)'. 


Demostracion Trabajando hacia atras a partir de /'(a)) y g'ia), que son ellas mismas 
llmites, tenemos 


fia) 

g'ia) 


11m 

x — 


fix) - f(a) 


fix ) - fia) 


= 11m 


11m 

X— 


gix) ~ gia) x-*a g(x) - gia) 


fix ) - fia) = fix) - 0 fix) 

gix) - gia) ~ x™ g(x) - 0 “ gW 


EJEMPLO 1 

(a) llm 3x x 

x—>0 


Uso de La regLa de L'Hopital 
senx 3 — cosx . 


(b) llm 

x —>0 


Vl + X - 1 

X 


1 

2V1 + X 


1 

2 


Algunas veces, despues de derivar los nuevos numerador y denominador, ambos son 
iguales a cero en x = a, como vemos en el ejemplo 2. En esos casos, aplicamos una for¬ 
ma mas “fuerte” de la regia de L’Hopital. 


TEOREMA 7 Regia de L'Hopital (forma mas fuerte) 

Supongamos que fia) = gia) = 0, que fy g son diferenciables en un intervalo 
abierto 1 que contiene a a, y que g'(x) A 0 en/six A a. Entonces 

,, fix) ,, fix) 

hm —— = lim —r- , 

x^a gix) x—>a g (x) 

suponiendo que el llmite del lado derecho existe. 


Antes de dar la demostracion del teorema 7, consideremos un ejemplo. 


IJ LO 2 Aplicacion de la forma fuerte de la regia de L'Hopital 


(a) llm - 

x—»0 


V 7 1 + x — 1 — x/2 


(b) llm 


x — senx 


x— »o 


= llm 

x—>0 


= llm 

x—>0 


= llm 

x—>0 


( l / 2 )( 1 + x )- 1 / 2 - 1/2 

2x 

—(i/4)(i + *n 3/2 


= llm . 
x—»o 6x 


1 ~ cosx 
3X 2 
senx 


cosx 


= llm , 

x—*0 6 


Todavia —; diferenciar 
nuevamente 


No es —; limite encontrado. 


Todavia — 


Todavia 


No es —; limite encontrado 



































294 Capi'tulo 4: ApLicadones de las derivadas 


La demostracion de la forma fuerte de la regia de L’ Hopital se basa en el teorema del 
valor medio de Cauchy, un teorema del valor medio que involucra dos funciones en lugar 
de una. Primero probaremos el teorema de Cauchy y despues veremos como se relaciona 
con la regia de L’Hopital. 

Biografia historica 

Augustin-Louis Cauchy 

(1789-1857) 


TEOREMA 8 Teorema del valor medio de Cauchy 

Supongamos que fy g son funciones continuas en [a, b ] y diferenciables en todo 
(a, b), y supongamos tambien que g'(x) A 0 en todo {a, b). Entonces, existe un 
numero c en ( a, b) en el que 

/'(c) = f(b) - fja) 
g'ic) gib) - gia)' 


Demostracion Aplicamos dos veces el teorema del valor medio que se estudio en la sec- 
cion 4.2. Primero lo usamos para probar que gia) A g{b). Si g(b) fuera igual a "(a), en¬ 
tonces el teorema del valor medio nos daria 


_ gib) - g(a) 
b - 


para alguna c entre a y b, lo cual no puede pasar, ya que g'(x) A 0 en (a, b). 
A continuacion aplicamos el teorema del valor medio a la funcion 

fib) — f(a ) 

F{x) = f{x) - f{a) - jj- -r^r[g(x) - g(a)]. 

gib) ~ g[a) 


Esta funcion es continua y diferenciable donde fy g lo son, y Fib) = F{a) = 0. Por lo 
tanto, existe un numero c entre ay b para el que F'ic) = 0. Cuando la expresamos en ter- 
minos de/y g, esta ecuacion se convierte en 


Fie) = f'ic) 


fib ) ~ fjd) 

gib) - gia) 


[g'(c)] = 0 


y 



FIGURA 4.42 Existe al menos un valor 
del parametro t = c,a<c<b, para el 
que la pendiente de la tangente a la curva 
en (g(c),/(c)) es el mismo que la 
pendiente de la recta secante que une los 
puntos ( g(a),f(a )) y ( g{b),f(b )) 


o 

f'ic) = fjb) - fjd) 

g'ic) gib) - gia)' a 

Observe que el teorema del valor medio de la seccion 4.2 es el teorema 8 con 
g 00 = X. 

El teorema del valor medio de Cauchy tiene una interpretacion geometrica para una 
curva C definida por ecuaciones parametricas x = git) y y = fit) . De acuerdo con la 
ecuacion (2) de la seccion 3.5, la pendiente de la curva parametrica en t esta dada por 

dy/dt = fjt) 
dx/dt g'(t)’ 

de manera que /'(c)/g'(c) es la pendiente de la tangente a la curva cuando t = c. La rec¬ 
ta secante que une a los dos puntos igia),fia )) y (g(b),f(b)) en C tiene pendiente 

fib) ~ fja) 

gib) - gia)' 

El teorema 8 dice que hay un valor del parametro c en el intervalo (a, b) para el que la pen¬ 
diente de la tangente a la curva en el punto (gic),f[c)) es la misma que la pendiente de la 
recta secante que une los puntos igia),fia)) y ig(b),fib)). En la figura 4.42 se muestra es- 
te resultado geometrico. Observe que puede existir mas de un valor c para el parametro. 
Probemos ahora el teorema 7. 
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Demostracion de la forma fuerte de la regia de L'Hopital Primero establecemos la 
ecuacion del llmite para el caso x —* a + . El metodo casi no necesita cambios para aplicar- 
lo a x —* aT, y la combinacion de estos dos casos establece el resultado. 

Supongamos que x esta a la derecha de a. Entonces g'(x) i= 0, y aplicamos el teore- 
ma del valor medio de Cauchy al intervalo cerrado deaai. Este paso produce un numero 
c entre a y x tal que 

/'(c) = fix) - fja) 
g'ic) g(x) - g(a)' 

Pero f(a) = g(a) = 0,asl 

/'(c) = f(x) 
g'(c) g(x)' 


Cuando x se aproxima a a, c se aproxima a a, ya que siempre esta entre a y x. Por lo 
tanto, 


fix) ,, /'(c) fix 

, . = lun . = lim ,, . 
g(x) c^a + g (c) x^a + gix) 


que establece la regia de L’Hopital para el caso donde x se aproxima a a por arriba. El caso 
donde x se aproxima a a por abajo se obtiene al aplicar el teorema del valor medio de 
Cauchy al intervalo cerrado [x, a],x < a. m 

Casi todas las funciones que se encuentran en el mundo real y en este libro satisfacen 
las condiciones de la regia de L’Hopital. 


Uso de la regia de L’Hopital 
Para encontrar 


lim 

x—>a 


fix) 

gix) 


mediante la regia de L’Hopital, continue derivando fyg tantas veces como sea 
necesario mientras se siga obteniendo la forma 0/0 en x = a. Pero, en el mo¬ 
menta en que una u otra de estas derivadas sea distinta de cero en x = a , deje de 
derivar. La regia de L’Hopital no se aplica cuando el numerador o el denominador 
tienen un limite fini to distinto de cero. 


EJEMPLO 3 Aplicacion incorrecta de la forma fuerte de la regia de L'Hopital 


,, 1 — cosx 

lim-r— 

x-*0 x + f 


o 

o 


= lim 


senx 
o 1 4- 2x 


-?-«* 


No es —; limite encontrado. 


Hasta aqui, la aplicacion es correcta, pero si continuamos derivando en un intento de apli¬ 
car la regia de L’Hopital una vez mas, obtenemos 


,, 1 — cosx 

lim- 

x *0 X + XT 


lim 


senx 
1 + 2x 


lim 

x-*0 


cosx 

2 


1 

2 ’ 


que es incorrecto. La regia de L’Hopital puede aplicarse solamente a limites que den for¬ 
mas indeterminadas, y 0/1 no es una forma indeterminada. 
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La regia de L’Hopital tambien se aplica a llmites unilaterales, lo cual resulta claro a partir 
de la demostracion del teorema 7. 


EJEMPLO 4 Uso de la regia de L'Hopital con Llmites unilaterales 


Recuerde que oo y +oo significan lo 
mismo. 


(a) 


lim 

JT—»0 + 


senx 


cosx 

= lim _— = oo 
x —*o + 2x 


0 

0 


Positivo para x > 0. 


(b) lim 

x— >0" 


senx 


o 

0 


,, cosx 

= lim — 7 — = -oo 
x-*o~ 2x 


Negativo para x < 0. 


Formas indeterminadas oo/oo, oo -o, oo - oo 

Algunas veces cuando intentamos evaluar un limite cuando x —> a sustituyendo x = a , 
obtenemos una expresion ambigua como oo/oo, oo*0 ,ooo — oo, en lugar de 0 /0. 
Consideremos primero la forma oo/oo . 

En libros mas avanzados se prueba la regia de L’Hopital aplicada a la forma indetermi- 
nada oo/oo , asi como a 0/0. Si /(x) -^±oo y g(x) —> ±oo cuando x —> a, entonces 

,, fix) ,, /'(x) 

lim . . = lim . . 
x-*a g(x) x-*a g (x) 

siempre y cuando el limite de la derecha exista. En la notacion x —* a, a puede ser finito o 
infinito. Mas aun, x —* a puede reemplazarse por los limites unilaterales x —> a + o 
x —> a. 


EJEMPLO 5 

Encontrar 
(a) lim 


Trabajo con la forma indeterminada oo/c 


secx 


tt /2 1 + tanx 

x — 2x 2 
(b) lim , 

3x 2 + 5x 


Solucion 

(a) El numerador y el denominador son discontinuos en x = 7 t/ 2 , de manera que investi- 
gamos los limites unilaterales ahi. Para aplicar la regia de L’Hopital, podemos escoger 
como / cualquier intervalo abierto con x = tt/2 como uno de sus extremos. 

,, sec x oo 

lim —;—7 - — por la lzquierda 

x—(tt/2)- 1 + tanx 


,, sec x tan x 

= lim - j - 

x^>(tt/ 2 ) sec x 


lim senx = 1 

x-*(tt/2) 


El limite lateral derecho tambien es 1, con ( — oo)/( —oo) como la forma indetermina¬ 
da. Por lo tanto, el limite bilateral es igual a 1. 


(b) lim 


2X 2 


X^CO 3x 2 + 5x 


lim 

X— >oo 


1 - 4x 
6x + 5 


lim 

X —>00 



2 

3’ 
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Enfoquemos ahora nuestra atencion en las formas indeterminadas oo • 0 y oo — oo. 
Algunas veces estas formas se pueden manipular algebraicamente para convertirlas en una 
forma 0/0 o oo/oo Una vez mas, no queremos sugerir que oo • 0 o oo — oo son un nu- 
mero. Son solo notaciones para comportamientos funcionales cuando consideramos limites. 
A continuacion se dan ejemplos de como deben trabajarse estas formas indeterminadas. 


EJEMPLO 6 Trabajo con La forma indeterminada oo • 0 


Encontrar 


Solucion 


lim x sen 


lim 

x—*oo 



= lim 

h^> 0 + 



oo ■ 0 


Sea h = l/x. 


= 1 


EJEMPLO 7 Trabajo con La forma indeterminada oo - oo 
Encontrar 


lim 

x ->0 


f_L 

y senx 



Solucion Si x —> 0 + , entonces sen x —> 0 + y 


— -— —> oo — oo 

sen x x 


De manera similar, si x —> 0 , entonces sen x —> 0 y 


_ _ _ 0 ° _ (- 00 ) = -00 + 00 . 

Ninguna de estas formas revela que pasa en el limite. Para averiguarlo, primero combina- 
mos las fracciones: 


1 _ 1 _ x — senx 

sen x x ~ x sen x 


El denominador comun es x sen x 


Despues aplicamos la regia de L’Hopital al resultado: 


lim 


x — senx 
x senx 


lim 

x ->0 


1 — cosx 
senx + x cosx 


0 

0 


Ast 


0 

0 


= lim 7T 

x-*o 2. 


senx 

cosx — x senx 



lim 


senx 


x 
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EJERCICIOS 4.6 


Determinacion de h'mites 

En los ejercicios 1 a 6, use la regia de L’Hopital para evaluar el llmite. 
Despues evalue el llmite usando el metodo estudiado en el capltulo 2. 

sen 5x 


1. 11m X -- 

x—>2 x 2 ~ 4 

„ ,, 5X 2 - 3x 

3. lim —7- 

x 7^2 + 1 

, 1 — cosx 

5. lim -7- 

x-*0 x 2 


2. 11m 

x-»0 


4. 11m 


x j - 1 


x-»i 4x - x - 3 
lx 2 + 3x 


6. 11m 


x->oo x 3 + X + 1 


Aplicacion de la regia de L'Hopital 

Use la regia de L’Hopital para encontrar los llmites de los ejercicios 
7 a 26. 


7. 11m 

f-> 0 1 

9. lim 

0 — >7T 7T U 


2x — 


8. 11m 

x—u/2 C0SX 

„ 1 - senx 

10 . lim —:-r- 

x->tt/2 1 + COS 2x 


11. 11m 


senx — cosx 


n/4 X ~ ir/4 


12. 11m 


cosx — 0.5 


77/3 x — tt/ 3 

13. 11m — (x — -?■ )tanx 14. 11m -——— 

^W2) V 2 / x —>0 x + 7Vx 

„ 2X 2 — (3x + l)Vx + 2 Vx 2 + 5 - 3 

15. lim-:- 16. lim-z- 

X-*1 X - 1 x^2 X 2 - 4 

Vtfltf + x) — a lOlsenf — <) 

17. 11m--, a > 0 18. 11m- 5 - 

x —>0 -* i —>0 r 


x(cosx — 1) 
jSjJ) senx - x 


sen (a + h) — sen a 

20. 11m- - - 

A->0 h 


a(r n - 1) 

21. 11m- 7 —, n un entero positivo 

1 —»1 r 1 


22. 11m 

x—>0 H 


1 1 


1 


23. 11m (x — Vx 2 + x) 


24. 11m x tan tx 


25. 11m 


3x - 5 


x->±oo 2x 2 - x + 2 


26. 11m 


sen lx 


x —>0 tan 1 lx 


x-' 00 Vx + 1 


29. 11m 

x— >(tt/ 2) tanx 


30. 11m 

x— 


cotx 

cscx 


31. ^Cual es correcto y cual es erroneo? Justifique sus respuestas. 

., x - 3 ,, 1 1 

a. lim —z -= lim 7 ^— = 77 

x—>3 X 2 - 3 x-*3 2x 6 

, ,. x - 3 0 

b. lim —z -= -7 = 0 

x—*3 x 2 — 3 6 

32. Forma 00/00 De un ejemplo de dos funciones diferenciables/ 
y g con llm^oo /(x) = llm ;c -»oog(x) = 00 que satisfagan lo si- 
guiente. 


/(x) 

b. lim = 0 

x *oo g(x) 



Teoria y aplicadones 

La regia de L’Hopital no ayuda con los llmites de los ejercicios 27 a 
30. Intentelo; solo se mantienen ciclos repetitivos. Encuentre los llmi¬ 
tes de otra manera. 

27. 11m ^ 9x + 1 28. 11m ^ 

x-*° + Vsenx 


/(x) 

a. 11m = 3 

X —00 g(x) 

.. fix) 

c. lim —— = 00 
x^oo g(x) 


33. Extension continua Encuentre el valor de c que hace a la 
funcion 

9x — 3 sen 3x , _ 

3 -, x A 0 

x = 0 

continua en x = 0. Explique por que su valor de c funciona. 

34. Sea 

. . fx + 2 , x A 0 / fx + 1, x A 0 

fix) = n n y gix) = n n 

10 , x = 0 10 , x = 0 . 

a. Demuestre que 

fix) fix) 

11 m ——— = 1 pero 11 m -= 2 

x^o g'(x) x->0 g( x ) 

b. Explique por que esto no contradice la regia de L’Hopital. 

35. Forma 0/0 Estime el valor de 

2 x 2 — (3x + l)Vx + 2 

11m- 7 - 

x—* 1 X - 1 

mediante graficacion. Despues confirme su estimacion con la re¬ 
gia de L’Hopital. 

36. Forma 00 - co 

a. Estime el valor de 

11m (x — Vx 2 + x) 

x->oo ' ' 

graficando /(x) = x — Vx 2 + x en un intervalo convenien- 
temente grande de valores de x. 

b. Ahora confirme su estimacion encontrando el llmite con la 
regia de L’Hopital. Como primer paso, multiplique/(x) por la 
fraction (x + Vx 2 + x)/(x + Vx 2 + x) y simplifique el 
nuevo numerador. 
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Q 37. Sea 


Interpreta esto geometricamente. 


, 1 — cosx 6 

fw =- u -• 

x 

Explique por que algunas graficas de / pueden dar informacion 
falsa acerca de linr^o /(x) . ( Sugerencia: Intente con una ventana 
de [-1, 1] por [-0.5, 1]). 

38. Encuentre todos los valores de c que satisfagan la conclusion del 
teorema del valor medio de Cauchy para las funciones e interva- 
los dados. 


a. f(x) = x, 

II 

* 

to 

(a,b) = (-2, 0) 

b. f(x) = x, 

5 ^ 

ii 

(a, b) arbitrario 


c. f(x) = x 3 /3 — 4x, g(x) = x 2 , (a, b ) = (0, 3) 

39. En la figura siguiente, el clrculo tiene radio OA igual a 1 y AB es 
tangente al clrculo en A. El arco AC tiene medida 6 en radianes, y 
el segmento AB tambien tiene longitud 8. La recta que pasa por B 
y C cruza el eje x en P(x, 0). 

a. Demuestre que la longitud de PA es 

8(1 - cos 6) 

' X 8 - send 

b. Encuentre lim (1 — x). 

e^>o 

c. Pruebe que lim [(1 — x) — (1 — cos 8)] = 0. 



40. Un triangulo rectangulo tiene un cateto de longitud 1, otro de lon¬ 
gitud y y la hipotenusa de longitud r. El angulo opuesto a y mide 
8. radianes. Encuentre el limite, cuando 8 —* ir/2 de 


a. r - y. 

b. r 2 - y 2 . 


y 



4.7 


El metodo de Newton 


Biografia historica 

Niels Henrik Abel 
(1802-1829) 


Uno de los problemas basicos en matematicas es resolver ecuaciones. Usando las formulas 
de la ecuacion cuadratica, sabemos como encontrar un punto (solucion) donde 
x 2 — 3x + 2 = 0. Hay formulas mas complicadas para resolver ecuaciones cubicas (cua- 
dricas o cuarticas) (polinomios de grado 3 o 4), pero el matematico noruego Niels Abel 
probo que no existe una formula para resolver polinomios de grado cinco. Tampoco hay 
un formula para resolver ecuaciones como senx = x 2 , que involucre funciones transcen- 
dentes asi como polinomiales u otras funciones algebraicas. 

En esta seccion estudiaremos un metodo numerico, llamado metodo de Newton o me¬ 
todo de Newton-Raphson, que es una tecnica de aproximacion a la solucion de una ecua¬ 
cion f(x) = 0. En esencia, este metodo usa rectas tangentes en lugar de la grafica de 
y = fix) cerca de los puntos donde/es cero. (Un valor de x donde/es cero es una raiz 
de la funcion/y una solucion de la ecuacion f(x) = 0). 


Procedimiento del metodo de Newton 

El objetivo del metodo de Newton para estimar una solucion de una ecuacion /(x) = 0 es 
producir una sucesion de aproximaciones que se acerquen a la solucion. Escogemos el pri¬ 
mer numero x 0 de la secuencia. Luego, en circunstancias favorables, el metodo hace el resto 
moviendose paso a paso hacia un punto donde la grafica de/cruza el eje x (figura 4.43). 
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y 



FIGURA 4.43 El metodo de Newton 
empieza con una conjetura inicial Xo y (en 
circunstancias favorables) mejora la 
conjetura en cada paso. 


En cada paso el metodo se aproxima a un cero de/con un cero de una de sus linealizacio- 
nes. Veamos como funciona esto. 

La estimacion inicial, xo, se puede encontrar graficamente o simplemente adivinando. 
Despues, el metodo usa la tangente a la curva y = fix) en (xq, f(x o)) para aproximar la 
curva, llamando punto X\ al punto donde la tangente corta el eje x (figura 4.43). En gene¬ 
ral, el numero X\ es una mejor aproximacion a la solucion que xq. El punto X 2 , donde la 
tangente a la curva en (xi, f(x i)) cruza el eje x, es la siguiente aproximacion en la secuen- 
cia. Continuamos asi, usando cada aproximacion para generar la siguiente, hasta estar su- 
ficientemente cerca de la raiz para terminar. 

Podemos obtener una formula para generar las aproximaciones sucesivas de la si¬ 
guiente manera. Dada la aproximacion x n , la ecuacion punto-pendiente de la tangente a la 
curva en (x„, /(x„)) es 

y = f(x n ) + f'(x„)(x - x„). 

Podemos encontrar en donde corta el eje x haciendo y = 0 (figura 4.44). 

0 

f(x„) 
f'(x n ) 

X 


= f{x n ) + /'(x„)(x - x„) 


= X 


f(x„) 

f'(x„) 


Si f'{x„) ^ o 


Este valor de x es la siguiente aproximacion x n+ \. A continuation se da un resumen del 
metodo de Newton. 


y 



FIGURA 4.44 La geometrla de los pasos 
sucesivos del metodo de Newton. Desde x n 
subimos a la curva y seguimos a la recta 
tangente hacia abajo para encontrar x„+i . 


Procedimiento del metodo de Newton 


1. Adivine una primera aproximacion a la solucion de la ecuacion /(x) = 0. 
Una grafica de y = /(x) podria ayudarle a hacerlo. 

2. Use la primera aproximacion para obtener la segunda, la segunda para obte¬ 
ner la tercera, y asi sucesivamente, usando la formula 


Xn +1 X n 


f(x„) 
/'(*«) ’ 


si f'(x n ) A 0 


( 1 ) 


Aplicacion del metodo de Newton 

Las aplicaciones del metodo de Newton por lo general involucran muchos calculos nume- 
ricos, por lo que suele ser mas comodo resolverlas con ayuda de computadoras o calcu- 
ladoras. Sin embargo, aun cuando los calculos se hagan a mano (lo que puede ser muy te- 
dioso), constituyen una muy buena manera de encontrar soluciones de ecuaciones. 

En nuestro primer ejemplo encontraremos aproximaciones decimales de \ / '2 estiman- 
do la raiz positiva de la ecuacion /(x) = x 2 — 2 = 0. 


EJEMPLO 1 Determinacion de la raiz cuadrada de 2 
Encontrar la raiz positiva de la ecuacion 

f{x) = x 2 - 2 = 0. 
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FIGURA 4.45 La grafica de f(x) = 
x- — x — 1 cruza el eje x una vez; esta es 
la ralz que queremos encontrar (ejemplo 2) 



FIGURA 4.46 Los primeros tres valores 
de x en la tabla 4.1 (cuatro lugares 
decimales). 


Solucion Con /(x) = x 2 — 2 y /'(x) = 2x, la ecuacion (1) se convierte en 


%n+\ 


x„ 2 - 2 
2 x„ 


= x„ 


Xn 1 
2 ~ + Xn 


Xn 1 

T + X~n 


La ecuacion 


_ Xn . 1 

X ” +1 ~ ~2 + Xn 


nos permite ir de una aproximacion a la siguiente con muy poco esfuerzo. Con el valor ini- 
cial xo = 1, obtenemos los resultados de la primera columna de la tabla siguiente. 
(V2 = 1.41421 . con cinco cifras decimales.) 




Error 

Numero de 
digitos correctos 

x 0 = 

1 

-0.41421 

1 

X\ = 

1.5 

0.08579 

1 

X2 = 

1.41667 

0.00246 

3 

x 3 = 

1.41422 

0.00001 

5 


El metodo de Newton es el metodo usado por la mayoria de las calculadoras para de- 
terminar raices, ya que converge muy rapido (mas adelante hablaremos mas a fondo de es- 
to). Si la aritmetica de la tabla del ejemplo 1 se hubiera hecho con 13 lugares decimales en 
lugar de 5, dar un paso mas nos daria v2 con mas de 10 lugares decimales correctos. 

EJEMPLO 2 Uso del metodo de Newton 

Encontrar la coordenada x del punto donde la curva y = x 3 — x cruza la recta horizontal 

y = i. 

Solucion La curva cruza a la recta cuando x 3 — x = 1 ox 3 — x — 1=0. ^En que 
momenta /(x) = x 3 — x — 1 es igual a cero? Como /(1) = — 1 y /(2) = 5, el teorema 
del valor intermedio nos dice que existe una raiz en el intervalo (1, 2) (figura 4.45). 

Aplicamos el metodo de Newton a/con el valor inicial xo = 1 • Los resultados estan 
expuestos en la tabla 4.1 y la figura 4.46. 

En n = 5, llegamos al resultado = X 5 = 1.3247 17957. Cuando x„+i = x„, la 
ecuacion ( 1 ) muestra que /(x„) = 0 . Hemos encontrado una solucion de /(x) = 0 con 
nueve decimales. 

En la figura 4.47 hemos indicado que el proceso del ejemplo 2, podria empezarse en 
el punto i>o(3, 23) de la curva, con xo = 3. LI punto B(, esta bastante lejos del eje x, pero 
la tangente en B t] cruza el eje x alrededor de (2.12, 0), de manera que x\ sigue siendo me- 
jor que xo. Si usamos la ecuacion (1) repetidamente como antes, con /(x) = x 3 — x — 1 
y /'(x) = 3x 2 — 1, confirmamos la solucion con nueve lugares decimales, X 7 = X 6 = 
1.3247 17957 en sietepasos. 
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TABLA 4.1 El resultado del metodo de Newton aplicado a f(x) = x 3 - x — 1 
con x 0 = 1 

n 

x„ 

/(*„) 

/'(*„) 

f(x„) 

Xn+l ~ X " fix,,) 

0 

1 

-1 

2 

1.5 

1 

1.5 

0.875 

5.75 

1.3478 26087 

2 

1.3478 26087 

0.1006 82173 

4.4499 05482 

1.3252 00399 

3 

1.3252 00399 

0.0020 58362 

4.2684 68292 

1.3247 18174 

4 

1.3247 18174 

0.0000 00924 

4.2646 34722 

1.3247 17957 

5 

1.3247 17957 

— 1.8672E-13 

4.2646 32999 

1.3247 17957 



La curva de la figura 4.47 tiene un maximo local cn x = — V V 4 y un mlnimo local 
en x = 1 / \/3. No podemos esperar buenos resultados con el metodo de Newton si empe- 
zamos con x 0 entre estos puntos, pero podemos empezar en cualquier sitio a la derecha de 
x = l/y/3 y obtener la respuesta. No seria muy inteligente hacerlo asl, pero podrlamos 
empezar aun mas lejos a la derecha de Bo, por ejemplo con xo = 10. Lleva un poco mas 
de tiempo, pero el proceso aun converge a la misma respuesta que antes. 

Convergencia del metodo de Newton 

En la practica, el metodo de Newton converge con una rapidez impresionante, pero esto no 
garantiza obtener la respuesta correcta. Una manera de probar la convergencia consiste en 
empezar por dibujar la funcion para estimar una buen valor de inicio para xo. Se puede 
probar que nos estamos acercando a un cero de la funcion evaluando | /(x„) | y verificar 
que el metodo esta convergiendo al evaluar |x„ — x n +\|. 

La teoria proporciona alguna ayuda. Un teorema de calculo avanzado dice que si 


FIGURA 4.47 Cualquier valor de x 0 a la 
derecha de x = 1/N /3 llevara a la raiz. 



FIGURA 4.48 El metodo de Newton 
convergira en r desde cualquier punto 
inicial. 


/(*)/"(*) 

(fix)) 2 


( 2 ) 


para toda x en un intervalo alrededor de una raiz r, el metodo convergera a r para cualquier 
valor inicial xo en ese intervalo. Observe que esta condicion se satisface si la grafica de/ 
no es demasiado horizontal cerca de su cruce con el eje x. 

El metodo de Newton siempre converge, entre r y x 0 , si la grafica de/es concava ha- 
cia arriba cuando /(x 0 ) > 0 y concava hacia abajo cuando /(x 0 ) < 0. (Vea la figura 
4.48.) En casi todos los casos, la rapidez de la convergencia a la raiz r se expresa mediante 
la formula de calculo avanzado 


|*«+i - r\ < -— , ■ \x n ~ r\ 2 = constante• \x n ~ r | 2 , (3) 

2 min | / | _ \ 

error e„ +l error e n 

donde max y min se refieren a los valores maximo y minimo en el intervalo que rodea a r. 
La formula dice que el error en el paso n + 1 no es mayor que una constante por el cua- 
drado del error en el paso n. Esto puede no parecer mucho, pero piense en lo que dice. Si 
la constante es menor o igual a 1 y \x„ — r\ < 10 3 , entonces \x n+ \ — r\ < 1(U 6 . Enun 
solo paso, el metodo se mueve de tres lugares decimales con una exactitud de seis y el nli¬ 
me ro de decimales de exactitud continua, duplicandose con cada paso sucesivo. 
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<Xr/(* n )) 



FIGURA 4.49 Si f'{x n ) = 0, no hay 
ningun punto de interseccion para definir 

Xfi +1 ■ 



FIGURA 4.50 Falla la convergencia del 
metodo de Newton. Se va de x 0 a x\ y 
luego de regreso a x 0 , sin acercarse a r. 


Pero las cosas pueden salir mal 

El metodo de Newton se detiene si f'(x n ) = 0 (figura 4.49). En este caso, intente conti- 
nuar con un nuevo punto inicial. Por supuesto,/y /' pueden tener la misma raiz. Para de- 
tectar si esto es asi, puede encontrar primero la solucion de f'(x) = 0 y verificar/en esos 
valores, o dibujar juntas las graficas defy /'. 

El metodo de Newton no siempre converge. Por ejemplo, si 



la grafica sera como la de la figura 4.50. Si empezamos con xq = r — h, obtenemos 
x\ = r + h, y las aproximaciones sucesivas iran de un lado a otro entre estos valores. Sin 
importar cuantas iteraciones hagamos, no nos acercaremos mas a la raiz que en nuestra 
primera suposicion. 

Si el metodo de Newton converge, converge a una raiz. Sin embargo, sea cuidadoso. 
Hay situaciones en que el metodo parece que converge pero no hay raiz ahi. Afortunada- 
mente, estas situaciones son muy raras. 

Cuando el metodo de Newton converge a una raiz, esta podria no ser la que se tenia 
en mente. La figura 4.51 muestra dos maneras en que esto puede pasar. 




FIGURA 4.51 Si se empieza demasiado lejos, el metodo de Newton puede no encontrar la 
raiz que se desea. 

Depresiones fractales y el metodo de Newton 

Es posible que el proceso de encontrar raices mediante el metodo de Newton sea incierto 
en el sentido de que, para algunas ecuaciones, el resultado final puede ser extremadamen- 
te sensible a la localizacion del valor inicial. 

La ecuacion 4x 4 — 4x 2 = 0 es uno de tales casos (figura 4.52a). Empezando con va¬ 
lores en la zona azul del eje x llegamos a la raiz A. Comenzando con valores en la zona ne- 
gra, llegamos a la raiz B, y empezando con valores en la zona gris llevan a la raiz C. Los 
puntos ±\/2/2 dan tangentes horizontales. Los puntos ± V21/7 forman “ciclos”, es de- 
cir, uno lleva al otro y viceversa (figura 4.52b). 

El intervalo entre \^2\/l y V / 2/2 contiene una infinidad de intervalos abiertos de 
puntos que conducen a la raiz A, alternando con intervalos de puntos que llevan a la raiz C 
(figura 4.52c). Los puntos frontera que separan dos intervalos consecutivos (hay una infini¬ 
dad) no conducen a las raices, sino que van de uno a otro ciclicamente. Mas aun, conforme 
elegimos puntos que se aproximen a V2T/7 por la derecha, se vuelve muy dificil distin- 
guir cual lleva a la raiz A y cual a la raiz C. En el mismo lado de '\/2T/7, encontramos 
puntos arbitrariamente cercanos entre si, cuyos destinos finales estan muy lejos. 

Si pensamos en las raices como “atractores” de otros puntos, los colores en la figura 
4.52 muestran los intervalos de los puntos que atraen (los “intervalos de atraccion”). Po¬ 
dria pensarse que los puntos entre las raices Ay B seran atraidos por A o B, pero como vi- 
mos, este no es el caso. Entre Ay B hay una infinidad de intervalos de puntos atraidos por 
C. De manera similar, entre By C hay una infinidad de intervalos de puntos atraidos por A. 

Encontraremos un ejemplo mas drastico de tal comportamiento cuando apliquemos el 
metodo de Newton para resolver la ecuacion con numeros complejos z 6 — 1 =0. Dicha 
ecuacion tiene seis soluciones: 1, —1, y los cuatro numeros ±(1/2) ± (V3/2 )/. Como 
sugiere la figura 4.53, cada una de estas seis raices tiene una infinidad de “depresiones” de 
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y 




(b) 


V 2 I 

7 


-o 


-o- 

(c) 


V2 

2 

< 5 -- 


FIGURA 4.52 (a) Valores iniciales en ( — 00 , — \Zi/2l), ( —V 2 T/ 7 , V / 2l/7), y (\/l/2, 00 ) conducen a las 
ralces A, By C, respectivamente. (b) Los valores x = ± V 2 T /7 conducen el uno al otro. (c) Entre \Z~2\/1 
y \/2/2, hay una infinidad de intervalos de puntos atraldos haciay4 alternando con intervalos abiertos de 
puntos atraldos hacia C. Este comportamiento se refleja en el intervalo ( — A/2/2, — V 2 T/ 7 ). 



FIGURA 4.53 Esta grafica generada por computadora ilustra el valor inicial usando colores para 
demostrar en donde terminan puntos distintos del piano complejo cuando son usados como valores 
iniciales al aplicar el metodo de Newton para resolver la ecuacion z b — 1 = 0. Los puntos de la 
cuenca inferior van al 1, los puntos de la esquina inferior derecha al (1/2) + fv3/2 )i, los puntos 
de la esquina inferior izquierda al (—1/2) + ( v 3/2);, y asi sucesivamente. Los valores iniciales 
que generan sucesiones que no se aproximan a 0.1 unidades de una raiz despues de 32 pasos estan 
coloreados en negro. 
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atraccion en el piano complejo (Apendice 5). Empezando con puntos en la depresion infe¬ 
rior son atraidos a la ralz 1, aquellos en la depresion de la esquina inferior derecha, a la 
raiz (1/2) + (V3/2)t, y asi sucesivamente. Cada depresion tiene una frontera cuyo pa¬ 
tron complicado se repite indefinidamente con magnificaciones sucesivas. Estas depre- 
siones son llamadas depresiones fractales. 


EJERCICIOS 4.7 


Determination de raices 

1. Use el metodo de Newton para estimar las soluciones de la ecua¬ 
cion x 2 + x — 1 = 0. Empiece con xo = — 1 para la solucion de 
la izquierda, y con x 0 = 1 para la solucion de la derecha. Des¬ 
pues, en cada caso encuentre x 2 . 

2. Use el metodo de Newton para estimar la solucion real de 
x 3 + 3x + 1 = 0. Empiece con xo = 0 y despues encuentre x 2 . 

3. Emplee el metodo de Newton para estimar dos ceros de la funcion 
f(x) = x 4 + x — 3. Empiece con xo = — 1 para el cero de la iz¬ 
quierda, y con x 0 = 1 para el cero de la derecha. Despues, en¬ 
cuentre en cada caso x 2 . 

4. Use el metodo de Newton para estimar dos ceros de la funcion 
/(x) = 2x — x 2 + 1. Empiece con xo = 0 para el cero de la iz¬ 
quierda, y con x 0 = 2 para el cero de la derecha. Despues, en¬ 
cuentre en cada caso x 2 . 

5. Use el metodo de Newton para encontrar las cuatro raices positi- 
vas de 2 resolviendo la ecuacion x 4 — 2 = 0. Empiece con 
xo = 1 y encuentre x 2 . 

6. Emplee el metodo de Newton para encontrar las cuatro raices ne- 
gativas de 2 resolviendo la ecuacion x 4 — 2 = 0. Empiece con 
x 0 = — 1 y encuentre x 2 . 


Teona, ejemplos y aplicaciones 

7. Conjetura de una raiz Imagine que su primera suposicion es 
afortunada, en el sentido de que x 0 es una raiz de /(x) = 0. Su- 
poniendo que/'(x 0 ) esta definida y no es cero, ^que pasa con xj y 
las aproximaciones subsecuentes? 

8. Estimation de pi Se quiere estimar v/2 con cinco lugares deci- 
males usando el metodo de Newton para resolver la ecuacion 
cos x = 0. ^Importa con que valor se empieza? Justifique su res- 
puesta. 


9. Oscilacion 

ton a 


Demuestre que si h > 0, aplicar el metodo de New- 


f(x) = 


f Vx, x > 0 

1 V— x, x < 0 


lleva a xi = — h si xo = h y x\ = h si xo = —/?. Dibuje una figu- 
ra para mostrar que esta pasando. 


10. Aproximaciones que van de mal en peor Aplique el metodo 
de Newton a /(x) = x 1 / 3 conxo = 1 y calcule xi,X 2 ,X 3 ,yx 4 . 
Determine una formula para \x n \. ^Que ocurre con|x„| cuando 
n — * oo ? Dibuje una figura que muestre que esta ocurriendo. 

11. Explique por que los cuatro enunciados siguientes estan solicitan- 
do la misma information 

i) Encuentre las raices de /(x) = x 3 — 3x — 1 . 

ii) Encuentre las coordenadas x de las intersecciones de la curva 
y = x 3 con la recta y = 3x + 1 . 


iii) Encuentre las coordenadas x de los puntos donde la curva 
y = x 3 — 3x cruza la recta horizontal y = 1. 

iv) Encuentre los valores de x donde la derivada de g(x) = 
(l/4)x 4 - (3/2)x 2 - x + 5 es igual a cero. 

12. Localization de un planeta Para calcular las coordenadas que 
ocupa un planeta en el espacio, tenemos que resolver ecuaciones 
como x = 1 + 0.5 senx. Graficar la funcion/(x) = x — 1 — 0.5 
sen x sugiere que la funcion tiene una raiz cerca de x = 1.5. Use 
una aplicacion del metodo de Newton para mejorar esta estima¬ 
cion. Esto es, empiece con xo = 1.5 y encuentre x\. (Con cinco 
lugares decimales, el valor de la raiz es 1.49870.) Recuerde utili- 
zar radianes. 

13 13. Un programa para usar el metodo de Newton en una calcula- 
dora graficadora Sea /(x) = x 3 + 3x + 1. A continuacion 
se explica un programa casero para realizar los calculos con el 
metodo de Newton. 

a. Sea y 0 = /(x) yy, = NDER /(x). 

b. Almacene xo = — 0.3enx. 

c. Despues almacene x — (fo/yi) enx y presione la tecla de 
Enter (o Intro) una y otra vez. Vea como los numeros conver- 
gen al cero de/ 

d. Use diferentes valores de x 0 y repita los pasos de los incisos 
(b) y (c). 

e. Escriba su propia ecuacion y use esta aproximacion para re- 
solverla usando el metodo de Newton. Compare su respuesta 
con la obtenida mediante la funcion de su calculadora que da 
los ceros de funciones. 

14. ( Continuacion del ejercicio 11). 

a. Use el metodo de Newton para encontrar los dos ceros negati¬ 
ves de /(x) = x 3 — 3x — 1 con cinco lugares decimales. 

b. Grafique /(x) = x 3 — 3x — 1 para —2 < x < 2.5. Use las 
funciones Zoom y Trace de su calculadora graficadora para 
estimar los ceros de/con cinco lugares decimales. 

c. Grafique g(x) = 0.25x 4 — 1.5x 2 — x + 5. Use las 
funciones Zoom y Trace con la escala apropiada para encon¬ 
trar los valores de x, con cinco lugares decimales, donde la 
grafica tiene tangentes horizontales. 

(j 15. Curvas que se intersecan La curva y = tanx interseca la rec¬ 
ta y — 2x entre x = 0 y x = tt/2. Use el metodo de Newton 
para encontrar donde. 

II 16. Soluciones reales de una ecuacion de cuarto grado Use el 

metodo de Newton para encontrar las dos soluciones reales de la 
ecuacion x 4 — 2x 3 — x 2 — 2x + 2 = 0. 

IB 17. a. ^Cuantas soluciones tiene la ecuacion sen 3x = 0.99 — x 2 ? 
b. Use el metodo de Newton para encontrarlas. 
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18. Curvas que se intersecan 

a. ^Alguna vez cos 3x es igual a x? Justifique su respuesta. 

b. Use el metodo de Newton para determinar en donde. 

19. Encuentre cuatro ceros reales de la funcion /(x) = 2x 4 — 4x 2 
+ 1 . 

20. Estimation de pi Estime tt con tantos decimales como pueda 
desplegar su calculadora; use el metodo de Newton para resolver 
la ecuacion tan x = 0 con x 0 = 3. 

21. i En que valores de x, cosx = 2x1 

22. ^En que valores de x, cos x = — xl 

23. Use el teorema del valor intermedio que se explico en la seccion 
2.6 para probar que /(x) = x 3 + 2x — 4 tiene una ralz entre 
x = 1 y x = 2. Despues encuentre la ralz con cinco lugares de¬ 
cimales. 

24. Factorizacion de una ecuacion de cuarto grado Encuentre los 
valores aproximados de r\ a en la factorizacion 

8x 4 — 14x 3 — 9x 2 + llx — 1 = 8(x — ri)(x — r 2 )(x — r 3 )(x — 7-4). 



25. Convergencia a distintos ceros Use el metodo de Newton para 
encontrar los ceros de /(x) — 4x 4 — 4x 2 usando los valores ini- 
ciales dados (figura 4.52). 

a. xo = —2 yx 0 = — 0.8 , perteneciendo a (— °o, — \/2/2) 

b. xo = —0.5yxo = 0.25, perteneciendo a ( — V21/7, 

V2T/7) 

c. x 0 = 0.8 yx 0 = 2, perteneciendo a (V2/2, 00 ) 

d. x 0 = — V2T/7 y x 0 = V21/7 

26. El problema de la boya de sonar Cuando se necesita localizar 
un submarino, frecuentemente es necesario encontrar el punto 
mas cercano de la trayectoria entre este y una boya de sonar (de¬ 
tector de sonido) en el agua. Suponga que el submarino viaja por 
la trayectoria de la parabola y = x 2 y que la boya esta localizada 
en el punto (2, —1/2). 


y 



a. Demuestre que el valor de x que minimiza la distancia entre el 
submarino y la boya es una solucion de la ecuacion 

x = l/(x 2 + 1). 

b. Resuelva la ecuacion x = 1/(x 2 + 1) con el metodo de 
Newton. 

27. Curvas casi planas en la ralz Algunas curvas son tan planas 
que, en la practica, el metodo de Newton se detiene demasiado le- 
jos de la raiz para dar una estimation util. Intente usar el metodo 
de Newton en/(x) = (x — 1 ) 40 con el valor inicial x 0 = 2 para 
ver que tanto se acerca su calculadora a la raiz x = 1. 


y 



o 

1 

II 


Pendiente = -40 


Pendiente = 40 

i 

; 1 

l 

Casi horizontal 
.1 

(2, 1) 

0 

1 2 


28. Determination de una ralz distinta de la buscada Las tres 
raices de /(x) = 4x 4 — 4x 2 se pueden encontrar empezando la 
aplicacion del metodo de Newton cerca de x = \Z~2\/1. Intente- 
lo. (Vea la figura 4.52). 

29. Determinacion de la concentracion de un ion Mientras se in- 
tenta encontrar la acidez de una solucion saturada de hidroxido de 
magnesio en acido hidroclorico, un investigador obtiene la ecua¬ 
cion 


3.64 X KT 11 

[H 3 0 + ] 2 


[H 3 0 + ] + 3.6 X 1(T 4 


para la concentracion de iones de hidronio [H 3 0 + ]. Para encon¬ 
trar el valor de [H 3 0 + ], determine x = 10 4 [H 3 O + ] y convierta la 
ecuacion a 


x 3 + 3.6x 2 - 36.4 = 0. 


Ahora resuelva esta ecuacion usando el metodo de Newton. iQue 
obtuvo para xl (Obtenga dos cifras decimales exactas). ^Que ob- 
tuvo para [H 3 0 + ] ? 

Q 30. Raices complejas Si tiene una calculadora o una computadora 
que se pueda programar para realizar aritmetica de numeros com- 
plejos, experimente el metodo de Newton para resolver la ecua¬ 
cion z h — 1 = 0. La relacion recursiva que hay que usar es 

=„ 6 ~ 1 _ 5 ^ 1 

Z " +1 Z " 6z„ 5 ° Z " +1 6 Z " + 6z J- 

Intente trabajar con estos valores iniciales (entre otros): 2, i, 
V3 + i. 
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Antiderivadas 


Hemos analizado como encontrar la derivada de una funcion. Sin embargo, muchos pro- 
blemas exigen recuperar una funcion a partir de su derivada conocida (es decir, a partir de 
su razon de cambio conocida). Por ejemplo, podria ocurrir que conocieramos la funcion 
velocidad de un objeto que cae desde una altura inicial y necesitaramos saber su altura en 
cualquier instante sobre cierto periodo. De manera mas general, queremos encontrar una 
funcion F a partir de su derivada f Si tal funcion F existe, se llama una antiderivada de f 

Determinacion de antiderivadas 


DEFINICION Antiderivada 

Una funcion F es una antiderivadas de /en un intervalo I si F'(x) = f(x) para 
toda x en 1. 


El proceso de recuperar una funcion F(x) a partir de su derivada fix) se llama antideriva¬ 
tion o antidiferenciacion. Usamos letras mayusculas como F para representar una antide¬ 
rivada de una funcion/, G para representar una antiderivada de una funcion g, y asi sucesi- 
vamente. 


EJEMPLO 1 Determinacion de antiderivadas 

Encontrar una antiderivada para cada una de las funciones siguientes. 

(a) f(x) = 2x 

(b) g(x) = cosx 

(c) h(x) = 2x + cosx 

Solucion 

(a) F(x) = x 2 

(b) G(x) = senx 

(c) H(x) = x 2 + senx 

Cada una de estas respuestas puede verificarse mediante derivacion. La derivada de 
F{x) = x 2 es 2x. La derivada de G{x) = sen x es cos x, y la derivada de H(x) = x 2 + sen x 
es 2x + cosx. 


La funcion F(x) = x 2 no es la unica funcion cuya derivada es 2x. La funcion x 2 + 1 
tiene la misma derivada. De esta manera, x 2 + C para cualquier constante C. ( ',Hay otras? 

El corolario 2 del teorema del valor medio que se analizo en la seccion 4.2 da la res- 
puesta. Cualesquiera dos antiderivadas de una funcion difieren en una constante. En con- 
secuencia, las funciones x 2 + C, donde C es una constante arbitraria, forman todas las 
antiderivadas de /(x) = 2x. En general, tenemos el siguiente resultado. 
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Si F es una antiderivada de/en un intervalo /, la antiderivada mas general de/en 
/es 

F(x) + C 

donde C es una constante arbitraria. 


En consecuencia, la antiderivada mas general de / en / es una familia de funciones 
F(x) + C cuyas graficas son traslaciones verticales unas de otras. Podemos elegir una an¬ 
tiderivada en particular de esta familia, asignando un valor especifico a C. A continuacion 
se da un ejemplo de como puede hacerse esa eleccion. 


EJEMPLO 2 Determination de una antiderivada particular 
Encuentre una antiderivada de/(x) = senx que satisfaga F{0) = 3. 

Solucion Como la derivada de —cos x es sen x, la antiderivada general 

F{x) = —cosx + C 

da todas las antiderivadas de fix). La condicion F(0) = 3 determina un valor especifico 
para C. Sustituyendo x = 0 en E(x) = —cosx + C nos da 

F(0) = -cosO + C = -1 + C. 

Como F( 0) = 3, resolviendo para C obtenemos C = 4. De manera que 

F(x) = -cosx + 4 

es la antiderivada que satisface^O) = 3. 

Trabajando hacia atras a partir de la lista de reglas de derivacion, podemos obtener 
formulas y reglas para las antiderivadas. En cada caso, en la expresion general existe una 
constante arbitraria C que representa a todas las antiderivadas de una funcion dada. La ta- 
bla 4.2 da formulas de antiderivadas para algunas funciones importantes. 


TABLA 4.2 Formulas 

para las antiderivadas 


Funcion 

Antiderivada general 

1. 

x n 

x n + 1 

. , + C, n =£ 1 ,n racional 

n + 1 

2. 

sen kx 

, + C, k a constante, k ¥= 0 

3. 

cos kx 

^ + C, k a constante, k 0 

4. 

sec 2 x 

tanx + C 

5. 

csc 2 x 

— cotx + C 

6. 

sec x tan x 

secx + C 

7. 

esc x cot x 

— cscx + C 
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Las reglas de la tabla 4.2 son faciles de verificar derivando la formula de la antiderivada 
general para obtener la funcion a su izquierda. Por ejemplo, la derivada de tan x + C es 
sec 2 X, para cualquier valor de la constante C, y esto establece la formula para la antideri¬ 
vada mas general de sec 2 x. 

EJEMPLO 3 Determinacion de antiderivadas usando la tabla 4.2 
Encontrar las antiderivadas generates de cada una de las funciones siguientes. 

(a) fix) = x 5 

(b) g(x) = —U 

Vx 

(c) h(x) = sen2x 

(d) i(x) = cos ^ 


Solucion 


(a) Fix) = ^ + C 

(b) g(x) = x~ 1/2 , asi 


Formula 1 
con « = 5 


G(x) 


x 1 / 2 

1/2 


+ C = 2Vx + C 


Formula 1 
con « — —1/2 


(c) H{x) = + C 


Formula 2 
con k = 2 


(d) /(x) = 


sen (x/2) 

1/2 


+ C = 2 sen | + C 


Formula 3 
con k = 1/2 


Otras reglas de derivadas tambien conducen a las correspondientes reglas de antide¬ 
rivadas. Podemos sumar o restar antiderivadas, y multiplicar por constantes. 

Las formulas de la tabla 4.3 son faciles de probar derivando las antiderivadas y verifi- 
cando que el resultado coincide con la funcion original. La formula 2 es el caso especial 
k = — 1 en la formula 1. 


TABLA 4.3 Reglas de LineaLidad para antiderivadas 



Funcion 

Antiderivada general 

1 . 

Regia del multiplo 
constante: 

ft fix) 

kF(x) + C, ke s constante 

2. 

Regia negativa: 

-fix) 

-F(x) + C, 

3. 

Regia de la suma 

o la resta: 

fix) ± g(x) 

F{x) ± G{x) + C 


EJEMPLO 4 Uso de las reglas de LineaLidad para antiderivadas 
Encontrar la antiderivada general de 


fix) 


+ sen2x. 


3 
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Solucion Tenemos que /(x) = 3g-(x) + h(x) para las funciones g y h del ejemplo 3. Co¬ 
mo G(x) = 2Vx es una antiderivada de g(x) del ejemplo 3b, de acuerdo con la regia de 
multiplo constante para antiderivadas, resulta que 3G(x) = 3 • 2 Vx = 6Vx es una anti¬ 
derivada de 3g(x) = 3/Vx. De la misma manera, a partir del ejemplo 3c sabemos que 
H(x) = ( — 1/2) cos2x es una antiderivada de h(x) = sen2x. De acuerdo con la regia de 
la suma para antiderivadas, resulta que 

F{x) = 3G(x) + H{x) + C 

= 6Vx — ^-cos2x + C 

es la formula general de la antiderivada de fix), donde C es una constante arbitraria. 

Las antiderivadas juegan varios papeles importantes, y los metodos y tecnicas para 
encontrarlas son una de las partes clave del calculo. (Este es el tema del capitulo 8). 


Problemas de valor inicial y ecuaciones diferenciales 

Encontrar una antiderivada de una funcion/(x) constituye el mismo problema que encon- 
trar una funcion y(x) que satisfaga la ecuacion 


dy 

dx 


= fix). 


A esto se le llama ecuacion diferencial, ya que es una ecuacion que involucra una funcion 
desconocida y que esta siendo derivada. Para resolverla, necesitamos una y(x) que satisfa¬ 
ga la ecuacion. Esta funcion se encuentra tomando la antiderivada de / (x). Fijamos la 
constante arbitraria que surge en el proceso de antiderivation dando una condicion inicial 


y(x o) = yo- 


Esta condicion significa que la funcion y(x) tiene el valor Vo cuando x = xo. La combina- 
cion de una ecuacion diferencial y una condicion inicial se llama problema de valor ini¬ 
cial. Tales problemas juegan papeles importantes en todas las ramas de la ciencia. He aqui 
un ejemplo de un problema de valor inicial. 

EJEMPLO E Determinacion de una curva a partir de su funcion pendiente y un punto 

Encontrar la curva cuya pendiente en el punto (x, y) es 3x 2 si la curva debe pasar por el 
punto (1, —1). 

Solucion En lenguaje matematico, estamos pidiendo resolver el problema de valor ini¬ 
cial que consiste de lo siguiente. 

dy 2 

La ecuacion diferencial. = 3x La pendiente de la curva es 3x 2 . 

La ecuacion inicial. y( 1) = —1 

1. Resolver la ecuacion diferencial. La funcion y es una antiderivada de /(x) = 3x 2 , de 
manera que 

y = x 3 + C. 

Este resultado nos dice que y es igual ax 3 + C para algun valor de C. Encontramos 
ese valor a partir de la condicion inicial y( 1) = — 1. 
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y 



FIGURA 4.54 Las curvas y = x 3 + C 
llenan el piano coordenado sin traslaparse. 
En el ejemplo 5, identificamos la curva 
y = x 3 - 2 como una que pasa por el 
punto dado (1, — 1). 


2. Evaluar C: 

y = x 3 + C 
— 1 — (1 ) 3 + C 
C = -2. 

La curva que queremos es y = x 3 — 2 (figura 4.54). 

La antiderivada general F(x) + C (que es x 3 + C en el ejemplo 5) de la funcion/(x) 
da la solucion general y = Fix) + C de la ecuacion diferencial dy/dx = /(x ). La solu¬ 
cion general da todas las soluciones de la ecuacion (hay una infinidad, una por cada valor 
de C). Resolvemos la ecuacion diferencial encontrando su solucion general. Despues re- 
solvemos el problema de valor inicial encontrando la solucion particular que satisface la 
condicion inicial y(x o) = yo ■ 

Antiderivadas y movimiento 

Hemos visto que la derivada de la posicion de un objeto da su velocidad, y la derivada de 
la velocidad da su aceleracion. Si conocemos la aceleracion de un objeto, encontrando una 
antiderivada podemos recuperar la velocidad y, a partir de la antiderivada de la velocidad, 
podemos recuperar su funcion posicion. Este procedimiento se usa como una aplicacion 
del corolario 2 que se menciono en la seccion 4.2. Ahora que tenemos una terminologia y 
un marco de trabajo conceptual en terminos de las antiderivadas, nos ocuparemos nueva- 
mente del problema desde el punto de vista de ecuaciones diferenciales. 

EJEMPLO 6 Lanzamiento de un paquete desde un globo en ascenso 

Un globo que esta subiendo a razon de 12 pies/seg esta a una altura de 80 pies sobre el 
suelo cuando se lanza un paquete desde el. ( ',Cuanto tiempo tarda el paquete en llegar 
al suelo? 

Solucion Sea v(t) la velocidad del paquete en el tiempo t, y sea s(t) su altura sobre el 
suelo. La aceleracion de la gravedad cerca de la superficie de la Tierra es 32 pies/seg 2 . 
Suponiendo que no actuan otras fuerzas en el paquete lanzado, tenemos 

, Es negativo, porque la gravedad 

—— = — ^ 2 actua en la direccion de 

decrecimiento de s. 

Esto conduce al problema de valor inicial. 

Ecuacion diferencial. ^ = —32 
Condicion inicial. u(0) = 12, 

que es nuestro modelo matematico para el movimiento del paquete. Resolvemos este pro¬ 
blema de valor inicial para obtener la velocidad del paquete. 

1. Resolver la ecuacion diferencial: La formula general para la antiderivada de —32 es 

v = -32 1 + C. 

Habiendo encontrado la solucion general de la ecuacion diferencial, usamos la condi¬ 
cion inicial para determinar la solucion particular que resuelva nuestro problema. 

2. Evaluar C: 

12 = —32(0) + C 
C = 12. 
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La solution del problema de valor initial es 

v = -32 1 + 12. 

Como la velocidad es la derivada de la altura, y dado que la altura del paquete es 80 
pies en el tiempo / = 0 cuando se lanza, ahora tenemos un segundo problema de valores 
iniciales. 

Haciendo 

Ecuacion diferencial : = —32 1 + 12 

dt ultima ecuacion 

Condition initial'. .s(O) = 80 

Resolvemos el problema de valor initial para encontrar la altura como funcion de t. 

1. Resolver la ecuacion diferencial: Encontrar la antiderivada general de —32 1 + 12 

s = — 16t 2 + 12 1 + C. 

2. Evaluar C: 

80 = — 16(0)- + 12(0) + C Conditioninicial .v(0) = 80 

C = 80. 


La altura que tiene el paquete sobre el suelo en el tiempo t es 

^ = -16* 2 + 12* + 80. 

Use la solution: Para encontrar cuanto tiempo tarda el paquete en tocar el suelo, ha- 
cemos 5 igual a 0 y resolvemos para t: 


-16 1 2 + \2t + 80 = 0 

—4* 2 + 3* + 20 = 0 

_ -3 ± V329 

t — - q - Formula cuadratica 

— o 

t « —1.89, t ~ 2.64. 


El paquete pega en el suelo alrededor de 2.64 segundos despues de ser lanzado desde el 
globo. (La raiz negativa no tiene significado fisico). 


Integrates indefinidas 

Se usa un simbolo especial para denotar al conjunto de todas las antiderivadas de una fun¬ 
cion f. 


DEFINICION Integral indefinida, integrando 

El conjunto de todas las antiderivadas de/es la integral indefinida de/con res- 
pecto a x, denotada mediante 

J f{x) dx. 

El simbolo f es un signo de integral. La funcion/es el integrando de la inte¬ 
gral, y x es la variable de integracion. 
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Usando esta notacion, reescribimos las soluciones del ejemplo 1 como sigue: 


/ 


2x dx = x 2 + C, 


cos x dx = senx + C, 


J {2x + cosx) dx = x 


= x 2 + senx + C. 


Esta notacion se relaciona con la aplicacion principal de las antiderivadas, que sera anali- 
zada en el capitulo 5. Las antiderivadas juegan un papel clave en el calculo de limites de 
sumas infinitas, un papel inesperado y sumamente util que se describe en un resultado 
central del capitulo 5, llamado el teorema fundamental del calculo. 


EJEMPLO 7 Integracion indefinida hecha termino a termino, y reescritura 
de la constante de integracion 


Evaluar 


(x 2 — 2x + 5) dx. 


Solucion Si reconocemos que (x 3 /3) — x 2 + 5x es una antiderivada de x 2 — 2x + 5, 


podemos evaluar la integral como 


antiderivadas 


J (x 2 — 2x + 5) dx = — x 2 + 5x + C. 

constante arbitraria 

Si no reconocemos la antiderivada enseguida, podemos generarla termino a termino 
con las reglas de la suma, de la diferencia y del multiplo constante: 

/ (x 2 — 2x + 5) dx = x 2 dx — 2x dx + 5 dx 


= / x 2 dx — 2 / x dx + 5 / 1 dx 


j + Cl J - 2 (y + C 2 ) + 5(x + C 3 ) 


= y + Cl - X 2 - 2C 2 + 5x + 5 C 3 . 

Esta formula es mas complicada de lo que deberia. Si combinamos C\, — 2 C 2 , y 5C 3 en 
una sola constante arbitraria C = C\ — 2C 2 + 5C 3 , la formula se simplifica a 


y - X 2 + 5x + C 
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y todavia da todas las antiderivadas. Por esta razon, le recomendamos que vaya directo 
hasta la forma final aunque haya elegido integrar termino a termino. Escriba 


( x 2 — 2x + 5) dx = J x 2 dx — J 2x dx + J 5 dx 

r 3 

= —-x 2 + 5 x + C. 


Encuentre, para cada parte, la antiderivada mas sencilla que pueda, y sume la constante de 
integracion arbitraria al final. 


EJERCICIOS 4.8 


Determinacion de antiderivadas 

En los ejercicios 1 a 16, encuentre una antiderivada de cada funcion. 
Haga todo lo que pueda mentalmente. Verifique sus respuestas me- 
diante derivacion. 

„2 


1. a. 2x 

2. a. 6x 

3. a. — 3x~ 


-3 


4. a. 2x 

5. a. —r 

x 

6. a. — 


7. a. |Vx 


8. a. jVx 


9. a. |x~ 1/3 

10. a. |x~ 1/2 

11. a. —irsenrrx 

12. a. tt cos 7TX 

13. a. sec 2 x 

14. a. csc 2 x 

15. a. CSC X cot X 

16. a. sec x tan x 


b. x 
b. x 7 
b. x 


b. —+ x 


b. 


b. 

b. 

b. 


2x 3 

1 


2Vx 

1 

3^x 


b. ±X^ 

b. -\x-V 2 
b. 3 sen x 


, 7 T TTX 

b. —cos -~ 2 “ 

, 2 2 X 

b. 3 sec 3 

. 3 2 3x 

b. - - esc 2 


b. —csc5xcot5x 


c. x 4 — 2x + 1 
c. x 7 — 6x + 8 
c. x~ 4 + 2x + 3 

c. — x~ 3 + x — 1 

c. 2 - A 


3 1 

C. X - 7 


c. Vx + 




c. -^x- 4 / 3 


3 -5/2 
c. ~ 2 X ' 

c. sen 7rx — 3 sen 3x 

TTX . 

C. COS^- + TT COSX 


c. —sec 


3x 


c. 1 — 8 esc 2 2x 


TTX TTX 
C. —7TCSC —COt — 


, , TTX TTX 

b. 4 sec 3x tan 3x c. sec -r- tan 


Determinacion de integrates indefinidas 

En los ejercicios 17 a 54, encuentre la antiderivada mas general o la 
integral indefinida. Verifique sus respuestas mediante derivacion. 


17. / (x + 1) dx 
19. / I 3? 2 + 4 I dt 


21. / (2x 3 - 5x + 7) dx 


23. / ( -y - x 2 - j ] dx 


25. / x */ 3 dx 


29. 


* v -p) dr 


31. J 2x(l — x 3 ) dx 
33. I '^H^d, 


35. / (—2 cos t) dt 


37. / 7 sen — dO 


39. / (—3 csc 2 x) dx 


/ esc d cot 0 ... 
41. / - 2 - dO 


18. J (5 — 6x) dx 
20. J (j + 4t 3 j dt 
22. [ (1 — x 2 — 3x 5 ) dx 

24. 


j —-j + 2x ) dx 


26. / x 5 / 4 dx 


21. J (Vx + Vx) dx 28. j ^ 




30. 


1 1 


dy 


32. / x 3 (x + 1) dx 


34. 


4 + Vt 


dt 


36. / ( — 5 sen t) dt 


38. / 3 cos 50 d6 


40. / l-^Jdx 


42. 


1 sec 0 tan 6 dO 
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43. / (4secxtanx — 2sec 2 x )dx 44. / — (esc 2 * — cscxcotx) dx 


47. / 1+ ™ s4t dt 48. 


49. J (1 + tan 2 0) dd 50 

{Sugerencia: 1 + tan 2 8 = sec 2 8) 

51. J cot 2 x dx 52. J (1 — cot 2 x) dx 

{Sugerencia: 1 + cot 2 x = csc 2 x) 


(2 cos 2x — 3 sen 3x) dx 

a. 

j {2x + 1 ) 2 dx — 

1 — cos 6 1 . 

b. 

/ 3(2x + l) 2 dx - 

2 


I 

(2 + tan 2 6) dd 

c. 

j 6{2x + 1 ) 2 dx - 


53. / cos 8 (tan 8+ seg 6) dd 54. 


esc 8 


esc 8 — sen 8 


dd 


Verificacion de formulas de antiderivadas 

Utilice derivacion para verificar las formulas en los ejercicios 55 a 60. 


55. / (7x - 2) 3 dx = 


{lx - 2) 4 


28 


+ C 


56. / (3x + 5) 1 dx = — 


{3x + 5)- 1 


+ C 


57. / sec~(5x — 1 ) dx = — tan(5x — 1) + C 


58. / esc 2 ( x ^ * ) dx = —3 cot ( 1 „ ^ ] + C 


59. / -— X —xdx = ~ ~r + C 

J (x+ l ) 2 X+l 

60. / -— l —xdx = -7 r + C 

J (x + l ) 2 x+l 

61. Determine si cada una de las siguientes formulas es cierta o falsa, 
y argumente brevemente el porque de su respuesta. 


63. Determine si cada una de las siguientes formulas es cierta o falsa, 
y argumente brevemente el porque de su respuesta. 

(2x + l) 3 
--;—- + C 


64. Determine si cada una de las siguientes formulas es cierta o falsa, 
y argumente brevemente el porque de su respuesta. 

a. j \/2x + 1 dx = \/x 2 + x + C 

b. J \/2x + 1 dx = \/x 2 + x + C 

c. JV2x + 1 dx = |(V2x + l) 3 + C 

Problemas de valor inicial 

65. ^,Cual de las siguientes graficas muestra la solucion del problema 
de valor inicial 

dy 

~r — 2x, y — 4 cuando. 
dx 



4 

V 


3 

2 - 
1 - 


-1 0 


A 4) 


1? 

J 



/ 

4 

- /(1 + 

3 


2 


/l 

- 

1 

1 x 

/ 0 

1 


(b) 


(c) 


r ^ 

a. x sen x dx = — sen x + C 


b. x sen x dx = — x cos x + C 


c. / xsen x dx = — xcosx + sen* + C 


62. Determine si cada una de las siguientes formulas es cierta o falsa, 
y argumente brevemente el porque de su respuesta. 


a. j tan 8 sec 2 8 dd = Se ^ — + C 

b. / tan 8 sec 2 8 dd = j tan 2 8 + C 


c. / tan 8 sec 2 8 dd = — sec 2 8 + C 


Justifique sus respuestas. 

66. ^Cual de las siguientes graficas muestra la solucion del problema 
de valor inicial 



Justifique sus respuestas. 
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Resuelva los problemas de valor inicial de los ejercicios 67 a 86. 
dy 

67. = 2x - 7, y( 2) = 0 

68. ^ = 10 - x, y(0) = -1 
rfv 1 

69. , = , + x, x > 0; y(2) = 1 

uX 

70. ^ = 9x 2 - 4x + 5, y(-l) = 0 


72. 


rfv = 1 
dx 2 \Tx 
ds 


, y( 4) = 0 


73. ^ = 1 + cost, s(0) = 4 


ds 

74. — = cos£ + sen?, s( 7 r) = 1 
at 


dr 

75. — = — ir sen 770, r(0) = 0 

Clu 


dy 

76. , = cos 770, r(0) = 1 

du 


77. ^ 7 - = 7 sec?tan t, v(0) = 1 
at l 


78. % = 8 / + csc z t, v\ y ) = -7 


79. 


dt 

d\ 

dx 1 

d 2 y 


= 2 - 6x; y'( 0) = 4, y(0) = 1 


80. —v = 0; y(0) = 2 , y( 0 ) = 0 


81. 


rf 2 r 


dr 


t= 1 


= 1. r(l) = 1 


82. 


3t rfe 


dt 1 

d 3 y 


8 ’ dt 


= 3, j(4) = 4 


83. —7 = 6 ; >"(0) = - 8 , v'(0) = 0, y(0) = 5 


84. 


dx 3 

d 3 0 
dt 3 


= 0; 0"(O) = -2, ©'(0) = — 4, 0(0) = V 2 


85. / 4 > = -sent + cost; 

y"'( 0 ) = 7 , v"(o) = y(o) = - 1 . y(o) = o 

86. y 4 > = — cosx + 8sen2x; 

y"(o) = 0, y(o) = y(0) = 1, >-(o) = 3 


Determination de curvas 

87. Encuentre, en el piano xy, la curva y = fix) que pasa por el pun- 
to (9, 4) y cuya pendiente en cada punto es 3\/x. 


88. a. Encuentre una curva 
dades: 


i) 


dry 

dx 1 


6 x 


y 


f(x) con las siguientes propie- 


ii) Que su grafica pase por el punto (0, 1) y tenga una tan- 
gente horizontal ahl. 

b. ^Cuantas curvas como esta hay? ^Como lo sabe? 


Curvas solucion (integrates) 

En los ejercicios 89 a 92, se muestran las curvas solucion de las ecua- 
ciones diferenciales. Encuentre, en cada ejercicio, una ecuacion para 
la curva que pasa por el punto marcado. 



Aplicaciones 

93. Encuentre el desplazamiento a partir de una antiderivada de 
la velocidad 

a. Suponga que la velocidad de un cuerpo que se mueve a lo lar¬ 
go del eje i es 


i) Encuentre el desplazamiento del cuerpo en el intervalo de 
tiempo de t = 1 a t = 3, dado que s = 5 cuando t = 0. 

ii) Encuentre el desplazamiento del cuerpo, de t = 1 a 
t = 3, dado que s = — 2 cuando t = 0. 

iii) Ahora encuentre el desplazamiento del cuerpo, de t = 1 
a t = 3, dado que s = so cuando t = 0. 
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b. Suponga que la posicion s del cuerpo que se mueve a lo largo 
de una recta coordenada es una funcion diferenciable del 
tiempo t. ^Es cierto que una vez que se conoce una antideriva- 
da de la funcion velocidad ds/dt es posible encontrar el des- 
plazamiento del cuerpo de t = a at = b , aun si no se cono¬ 
ce la posicion exacta del cuerpo en ninguno de esos tiempos? 
Justifique su respuesta. 

94. Elevacion desde la Tierra Un cohete se eleva desde la superfi- 
cie de la Tierra con una aceleracion constante de 20 m/seg 2 . 
^Que tan rapido ira el cohete 1 min despues? 


95. Frenado oportuno de un automovil Usted esta conduciendo 
su automovil a 60 millas/hora (88 pies/seg) constantes por una 
carretera, cuando ve un accidente adelante y frena de golpe. iQue 
desaceleracion constante se requiere para detener su automovil en 
242 pies? Para averiguarlo, lleve a cabo los pasos siguientes. 


1. Resuelva el problema de valor inicial 


d 2 s 

Ecuacion diferencial: —, = —k (A constante) 

dr 


Condiciones iniciales: 


ds 

dt 


= 88 y 5 = 0 cuando t = 0 . 

Medir el tiempo y la distancia desde 
que se pisaron los frenos. 


2. Encuentre los valores de t que hacen ds/dt = 0. (La respuesta 
involucrara a k). 

3. Encuentre el valor de k que hace 5 = 242 para el valor de t que 
encontro en el paso 2 . 


96. Frenado de una motocicleta El programa "Motociclista segu- 
ro” que pusieron en practica las autoridades del estado de Illinois 
exige a los motociclistas que sean capaces de frenar de 30 millas- 
/hora (44 pies/seg) a 0 en 45 pies. qQue desaceleracion constante 
se requiere para lograrlo? 

97. Movimiento a lo largo de una recta coordenada Una particu- 
la se mueve sobre una recta coordenada con aceleracion a = . 
d 2 s/di 2 = 15 \[t — (3 /Vt), sujeta a las condiciones ds/dt = 4 
y s = 0 cuando t = 1 . Encuentre 

a. la velocidad v = ds/dt en terminos de t. 

b. la posicion s en terminos de t. 


98. El martillo y la pluma Cuando el astronauta del Apolo 15 Da¬ 
vid Scott dejo caer un martillo y una pluma en la Luna para 
demostrar que en el vaclo todos los cuerpos caen con la misma 
aceleracion (constante), lo hizo desde una altura aproximada de 4 
pies respecto del nivel del suelo. La pellcula del evento que se ex- 
hibio por television muestra que el martillo y la pluma caen mas 
despacio que en la Tierra, en donde tales objetos tardarlan solo 
medio segundo en caer los 4 pies en el vaclo. ^Cuanto tiempo tar- 
daron en caer los 4 pies el martillo y la pluma en la Luna? Para 
averiguarlo, resuelva el problema de valor inicial siguiente para s 
como una funcion de t. Despues encuentre el valor de t que hace a 
s igual a 0 . 


Ecuacion diferencial: 


d 2 s 
dt 2 


— 5.2 pies/seg 2 


ds 

dt 


99. Movimiento con aceleracion constante La ecuacion estandar 
para la posicion s de un cuerpo que se mueve con aceleracion 
constante a lo largo de una recta coordenada es 

s = + v 0 t + s 0 , (1) 

donde v 0 y s 0 son la velocidad y la posicion del cuerpo en el 
tiempo t = 0. Deduzca esta ecuacion resolviendo el problema 
de valor inicial 

d 2 s 

Ecuacion diferencial: — r = a 

dt 2 

ds 

Condiciones iniciales: - 7 - = v 0 y s = so cuando t = 0. 

100. Caida libre cerca de la superficie de un planeta En el caso 
de una caida libre cerca de la superficie de un planeta donde la 
aceleracion debida a la gravedad tiene una magnitud constante 
de g unidades de longitud/seg 2 , la ecuacion (1) del ejercicio 99 
toma la forma 

s = ~\gt 2 + v 0 t + s 0 , (2) 

donde s es la altura del cuerpo por encima de la superficie. La 
ecuacion tiene un signo menos porque la aceleracion actua hacia 
abajo, en la direccion de decrecimiento de s. La velocidad vo es 
positiva si el objeto se eleva en el tiempo t — 0 , y negativa si el 
objeto cae. 

En lugar de usar el resultado del ejercicio 99, puede obtener 
la ecuacion ( 2 ) directamente resolviendo un problema de valor 
inicial apropiado. ^Cual seria dicho problema? Resuelvalo para 
asegurarse de que es correcta, y explique los pasos que va reali- 
zando para encontrar la solucion. 


Teoria y ejemplos 

101. Suponga que 


f(x) = j c (l-Vx) y g(x)=^ x (x+ 2 ). 


Encuentre 


f(x) dx 

b. 

j g(x) dx 

[-/(*)] dx 

d. 

jl~g{x )] dx 

\f(x) + g(x)] dx 

f- 

f [fix) ~ g(x)] dx 


102. Unicidad de las soluciones Si tanto la funcion diferenciable 
y = F(x) como la funcion diferenciable y = G(x) resuelven el 
problema de valor inicial 


dy 

dx 


f(x), 


y(x 0 ) = vo, 


Condiciones iniciales: 


0 y s = 4 cuando t = 0 


en un intervalo I, ^,debe F(x) — G{x) para toda x en II Justifique 
su respuesta. 
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EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 

Use un software matematico para resolver los problemas de valor ini- 
cial de los ejercicios 103 a 106. Trace las curvas solution. 

103. y' = cos 2 x + senx, y(ir) — 1 

104. / = \ + x, y(l) = -1 


105. y' = ‘- y(0) = 2 

V4 - x 2 

106. y" = | + Vx, y(l) = 0, y'( 1) = 0 


Capi'tulo Preguntas de repaso 

1. iQue se puede decir acerca de los valores extremos de una fun- 
cion continua en un intervalo cerrado? 

2. ^Que significa que una funcion tenga un valor extremo local en 
su dominio? ^Que quiere decir que tenga un valor extremo abso¬ 
lute? ^.Como se relacionan los valores extremos locales y absolu¬ 
tes si es que existe tal relation? De ejemplos. 

3. ^Como se encuentran los extremos absolutes de una funcion con¬ 
tinua en un intervalo cerrado? De ejemplos. 

4. ^Cuales son las hipotesis y las conclusiones del teorema de Ro- 
lle? ^Las hipotesis son realmente necesarias? Explique. 

5. ^Cuales son las hipotesis y las conclusiones del teorema del valor 
medio? /.Que interpretaciones flsicas puede tener dicho teorema? 

6. Formule los tres corolarios del teorema del valor medio. 

7. ^Como es posible identificar (algunas veces) una funcion j[x) co- 
nociendo /' y el valor de/en un punto x = xo? De ejemplos. 

8. ^Cual es la prueba de la primera derivada para valores extremos 
locales? De ejemplos de su aplicacion. 

9. ^Como se puede examinar una funcion dos veces diferenciable 
para determinar el punto en donde su grafica es concava hacia 
arriba o hacia abajo? De ejemplos. 

10. iQue es un punto de inflexion? De un ejemplo. ^Que significado 
fisico pueden tener los puntos de inflexion? 

11. ^Cual es la prueba de la segunda derivada para valores extremos 
locales? De ejemplos de su aplicacion. 

12. iQue nos dice la derivada de una funcion respecto de la forma de 
su grafica? 


13. Haga una lista de los pasos que deben seguirse para graficar una 
funcion polinomial. Ilustre con un ejemplo. 

14. iQue es una cuspide? De ejemplos. 

15. Haga una lista de los pasos que deben seguirse para graficar una 
funcion racional. Ilustre con un ejemplo. 

16. Describa una estrategia general para resolver problemas de maxi- 
mos y minimos. De ejemplos. 

17. Describa la regia de L’Hopital. ^Como sabemos cuando usar di- 
cha regia y cuando detenernos? De un ejemplo. 

18. ^Como se pueden manipular los limites que nos conducen a las 
formas indeterminadas oo/oo, oo ■ 0, y oo — oo? De ejemplos. 

19. Describa el metodo de Newton para resolver ecuaciones. De un 
ejemplo. ^.Cual es la teoria que esta detras del metodo? /,En que 
debe tenerse cuidado al usar este metodo? 

20. ^Una funcion puede tener mas de una antiderivada? De ser asl, 
^.corno se relacionan las antiderivadas? Explique. 

21. iQue es una integral indefinida? ^.Como se puede evaluar? iQue 
formulas generates conoce para encontrar las integrates indefini- 
das? 

22 . ('.Como se puede resolver una ecuacion diferencial de la forma 
dy/dx — /(x)? 

23. ^Que es un problema de valor inicial? ^,Como se resuelve? De un 
ejemplo. 

24. Ademas de la aceleracion de un cuerpo que se mueve a lo largo de 
una recta coordenada como una funcion del tiempo, ^,que se nece- 
sita saber para encontrar la funcion posicion del cuerpo? De un 
ejemplo. 


Capftulo Ejercicios de practica 


Existencia de valores extremos 

1. if(x) = x 3 + 2x + tanx tiene algun valor maximo o minimo 
local? Justifique su respuesta. 

2- ig ( x ) = cscx + 2 cotx tiene algun valor maximo local? Justifi¬ 
que su respuesta. 


3- if{x) — (7 + x)( 11 — 3x)*/ 3 tiene algun valor minimo absolu¬ 
te? ^Tiene un maximo absoluto? De ser asi, encuentrelos o expli¬ 
que por que no existen. Haga una lista de todos los puntos crl- 
ticos. 
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4. Encuentre los valores de a y b tales que la funcion 


/(*) 


ax + b 
x 2 - 1 


tenga un valor extremo local de 1 en x = 3. <^E1 valor extremo es 
un maximo local o un mlnimo local? Justifique su respuesta. 

5. La funcion mayor entero f{x) = [x J, definida para todo valor de 
x, alcanza un valor maximo local de 0 en cada punto de [0, 1). 
^Alguno de estos valores maximos locales puede ser tambien va¬ 
lor mlnimo local de/? Justifique su respuesta. 

6. a. De un ejemplo de una funcion diferenciable/cuya primera de- 

rivada sea cero en algun punto c, a pesar de que / no tenga ni 
maximo ni mlnimo local en c. 

b. ^Por que esto es consistente con el teorema 2 de la section 
4.1? Justifique su respuesta 

7. La funcion y = 1/x no alcanza un maximo ni un mlnimo en el in- 
tervalo 0 < x < la pesar de que la funcion es continua en este 
intervalo. ^Contradice esto el teorema del valor extremo para fun- 
ciones continuas? ^Por que? 

8. ^Cuales son los valores maximo y mlnimo de la funcion y = |x| 
en el intervalo — 1 £ x < 1 ? Observe que el intervalo no es ce- 
rrado. ^Contradice esto el teorema del valor extremo para funcio- 
nes continuas? ^,Por que? 

9. Una grafica lo suficientemente grande para mostrar el comporta- 
miento global de una funcion podrla no revelar caracterlsticas lo¬ 
cales importantes. La grafica de /(x) = (x 8 /8) — (x 6 /2) — x 5 
+ 5x 3 es un ejemplo de esta situation. 

a. Grafique/en el intervalo —2.5 < x < 2.5. ^,En donde pare- 
ce que la grafica tiene valores extremos locales o puntos de in¬ 
flexion? 

b. Ahora factorice /'(x) y demuestre que/tiene un maximo local 
en x =^5 ~ 1.70998 y un mlnimo local en x = ±\/3 ~ 
±1.73205. 

c. Haga un acercamiento a la grafica para encontrar una ventana 
de visualization que muestre la presencia de valores extremos 
en x = \^5 y x = \/3. 

La moraleja es que, sin calculo, la existencia de dos de los 
tres valores extremos podria haber pasado inadvertida. En cual- 
quier grafica normal de la funcion, los valores estaran suficiente¬ 
mente juntos para caer en las dimensiones de un solo pixel de la 
pantalla. 

(Fuente: Uses of Technology in the Mathematics Curricu¬ 
lum, de Benny Evans y Jerry Johnson, Oklahoma State Univer¬ 
sity, publicado en 1990 bajo el auspicio de National Science 
Foundation Grant USE-8950044). 

10. (Continuation del ejercicio 9). 

a. Grafique /(x) = (x s /8) — (2/5)x 3 — 5x — (5/x 2 ) + 11 en 
el intervalo — 2 £ x £ 2. ^,En donde parece que la grafica 
tiene valores extremos locales o puntos de inflexion? 

b. Pruebe que / tiene un valor maximo local en x = ^5 ~ 
1.2585 y un valor minimo local en x = V2 ~ 1.2599. 

c. Haga un acercamiento en la grafica para encontrar una venta¬ 

na de visualization que muestre la presencia de valores extre¬ 
mos en x = 5 y x = \/ / 2. 


Teorema del valor medio 

11. a. Demuestre que g(t) = sen 2 t — 3t decrece en todo intervalo 

de su dominio. 

b. ^Cuantas soluciones tiene la ecuacion sen 2 t — 3f = 5? Justi¬ 
fique su respuesta. 

12. a. Pruebe que y = tan 6 crece en todo intervalo de su dominio. 
b. Si la conclusion a que llego en el inciso (a) realmente es co- 

rrecta, ^corno explica el hecho que tan tt = 0 es menor que 
tan tan (ir/4) = 1 ? 

13. a. Demuestre que la ecuacion x 4 + 2x 2 — 2 = 0 tiene exacta- 

mente una solution en [0, 1], 

b. Encuentre la solution con tantos lugares decimales como 
pueda. 

14. a. Demuestre que f(x) = x/(x + 1) crece en todo intervalo de 

su dominio. 

b. Pruebe que /(x) = x 3 + 2x no tiene valores maximo ni mini¬ 
mo locales. 

15. Agua en un deposito Como resultado de una lluvia intensa, el 
volumen de agua en un deposito crecio 1400 acres-pie en 24 ho- 
ras. Pruebe que en algun instante durante ese periodo el volumen 
del deposito estaba creciendo a una razon mayor de 225,000 galo- 
nes/min. (Un acre-pie equivale a 43,560 pies 3 , el volumen que 
cubriria 1 acre con una profundidad de 1 pie. Un pie cubico es 
igual a 7.48 galones). 

16. La formula F(x) = 3x + C da una funcion distinta por cada va¬ 
lor de C. Sin embargo, todas estas funciones tienen la misma deri- 
vada respecto de x, a saber, F'(x) = 3. <^Estas son las unicas fun¬ 
ciones diferenciables cuya derivada es 3? ^Podria haber otras? 
Justifique sus respuestas. 

17. Pruebe que 

= *-(■ _ 

dx \ x + 1 J 

a pesar de que 

——— # - 1 

x + 1 x + 1 

^Contradice esto el corolario 2 del teorema del valor medio? Jus¬ 
tifique su respuesta. 

18. Calcule las primeras derivadas de f(x) = x 2 /(x 2 + 1) y g(x) = 
— l/(x 2 + 1). (,Que puede concluir acerca de las graficas de es¬ 
tas funciones? 


d_ 

dx 


x _ 

x + 1 


Conclusiones a partir de las graficas 

En los ejercicios 19 y 20, use la grafica para contestar las preguntas. 

19. Identifique cualesquiera valores extremos locales defy los valo¬ 
res de x en donde aquellos se alcanzan. 

y 

y =f(x) 
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20. Estime los intervalos en los que la funcion v = /(x) es 

a. creciente. 

b. decreciente. 

c. Use la grafica dada de /' para indicar en donde se alcanzan 
los valores extremos locales de la funcion, y diga si cada ex- 
tremo es un maximo o un minimo relativo. 



Cada una de las graficas de los ejercicios 21 y 22 es la grafica de la 
funcion posicion s = f(t) de un cuerpo en movimiento sobre una rec¬ 
ta coordenada (t representa el tiempo). En que momenta aproximada- 
mente (a) /,1a velocidad del cuerpo es igual a cero?, (b) /,1a aceleracion 
del cuerpo es igual a cero? /.Durante que intervalos se mueve el cuer¬ 
po (c) hacia adelante?, (d) /.hacia atras? 



Graficas y graficacion 

Grafique las curvas de los ejercicios 23 a 32. 

23. y = x 2 - (jc 3 /6) 24. y = x 3 - 3x 2 + 3 

25. y = —x 3 + 6x 2 — 9x + 3 

26. y = (l/8)(x 3 + 3x 2 - 9x - 27) 

27. y = x 3 (8 - x) 28. y = x 2 (2x 2 - 9) 

29. y = x — 3x 2 / 3 30. y = x 1/3 (x - 4) 

31. y = x\Z~i — x 32. y = x\/4 — x 2 

Cada uno de los ejercicios 33 a 38 da la primera derivada de una fun¬ 

cion y = f(x). (a) /,En que puntos, si hay alguno, la grafica de/tiene 
un maximo local, un minimo local o un punto de inflexion? (b) Dibu- 
je la forma general de la grafica. 

33. y' = 16 — x 2 34. y' = x 2 — x — 6 


35. y' = 6x(x + l)(x — 2) 36. y' = x 2 (6 — 4x) 

37. y' = x 4 — 2x 2 38. y' = 4x 2 - x 4 

En los ejercicios 39 a 42, grafique cada funcion. Despues use la pri¬ 
mera derivada de la funcion para explicar lo que observa. 

39. y = x 2 / 3 + (x - l) 1 / 3 40. y = x 2 / 3 + (x - 1) 2/3 

41. y = x 1 / 3 + (x - l) 1 / 3 42. y = x 2 / 3 - (x - l) 1 / 3 


Grafique las funciones de los ejercicios 43 a 50. 


43. y 


x + 1 
x — 3 


44. 


y = 


2x 

x + 5 


45. y 


x 2 + 1 
x 


46. y 


x 2 — x + 1 

X 


47. y 
49. y 


x 3 + 2 
2x 



48. y = 


x 4 - 1 


50. y = 


x 2 - 4 


Aplicacion de la regia de L'Hopital 

Use la regia de L’Hopital para encontrar los limites en los ejercicios 
51 a 62. 


,, ,, x 2 + 3x — 4 

51. lim-:- 

x—* 1 X - 1 


53. lim 


tanx 


52. lim 


x" - 1 


x-i x b - 1 

,, tanx 
54. lim —;- 

>o x + senx 


55. lim 


*->o tan(x 2 ) 


sen mx 
sen nx 


56. lim 

x-+o 

58. lim Vx secx 

x^0 + 


57. lim sec lx cos 3x 

x —* tt /2 

59. lim (esc x — cotx) 60. lim 

x —>0 \x 

61. lim (x/x 2 + x + 1 — X/x 2 — x) 

r->OO v ' 


62. lim 


1 


x^-ooVx 2 - 1 x 2 + 1 


Optimization 

63. La suma de dos numeros no negativos es 36. Encuentre los nume- 
ros si 

a. la diferencia de sus raices cuadradas debe ser lo mas grande 
posible. 

b. la suma de sus raices cuadradas debe ser lo mas grande po¬ 
sible. 

64. La suma de dos numeros no negativos es 20. Encuentre los nu¬ 
meros 

a. si el producto de uno de ellos multiplicado por la raiz cuadra- 
da del otro debe ser lo mas grande posible. 

b. si la suma de uno de ellos mas la raiz cuadrada del otro debe 
ser lo mas grande posible. 

65. Un triangulo isosceles tiene un vertice en el origen y su base para- 
lela al eje x con los vertices arriba del eje en la curva 
y = 27 — x 2 . Encuentre el area maxima que puede tener el trian¬ 
gulo. 
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66 . Un cliente le pide que diseiie un recipiente rectangular abierto de 
acero. Este debe tener base cuadrada y un volumen de 32 pies 3 , 
debe construirse usando una placa de un cuarto de pulgada, y 
no debe pesar mas de lo necesario. ^Que dimensiones recomienda? 

67. Encuentre la altura y el radio del cilindro circular recto mas gran¬ 
de que se pueda colocar en una esfera de radio V^3. 

68 . La figura muestra dos conos circulares rectos, uno boca abajo 
dentro del otro. Las dos bases son paralelas, y el vertice del cono 
menor cae en el centro de la base del cono mayor. ^Que valores de 
r y h daran al cono menor el mayor volumen posible? 


12 ' 



69. Fabrication de Mantas La compama en donde usted trabaja 
puede fabricar x cientos de llantas de calidad A y y cientos de 
llantas de calidad B al dia, donde 0 £ i £ 4y 


y = 


40 - lOx 
5 — x 


La utilidad que recibe la compania por la venta de las llantas de 
calidad A es dos veces la que obtiene por la venta de llantas de ca¬ 
lidad B. ^Cuales son las cantidades de cada una que maximizan la 
ganancia? 

70. Movimiento de una particula Las posiciones de dos particulas 
en el eje s son si = cos tys 2 = cos (f + rr/4). 

a. iCual es la mayor distancia que puede haber entre las 
particulas? 

b. ^Cuando chocan las dos particulas? 

71. Caja abierta Una caja abierta rectangular se construye con una 
pieza de carton de 10 por 16 pulgadas, cortando cuadrados con la 
misma longitud de lado de las esquinas, y doblando los lados ha- 
cia arriba. Encuentre analiticamente las dimensiones de la caja 
del mayor volumen y el maximo volumen. Justifique sus respues- 
tas graficamente. 

72. El problema de la escalera ,',Cual es la longitud (en pies) apro- 
ximada de la escalera mas larga que se puede transportar horizon- 
talmente alrededor de la esquina del corredor que se muestra 
aqui? Redondee su respuesta hacia abajo, al pie mas cercano. 


( 8 , 6 ) 


Metodo de Newton 

73. Sea f(x) = 3x — x 3 . Demuestre que la ecuacion f(x) = —4 tie- 
ne una solucion en el intervalo [2, 3], y use el metodo de Newton 
para encontrarla. 

74. Sea /(x) = x 4 — x 3 . Pruebe que la ecuacion f(x) = 75 tiene 
una solucion en el intervalo [3, 4], y use el metodo de Newton pa¬ 
ra encontrarla. 

Determination de integrates indefinidas 

Encuentre las integrales indefinidas (las antiderivadas mas generates) 

en los ejercicios 75 a 90. Verifique sus respuestas mediante deriva¬ 
tion. 

75. J (x 3 + 5x — 7) dx 
A 


76. J - — + tj dt 

77. j (iVt + dt 


78. 

79. 

80. 


dr 


(r + 5) 2 
6 dr 

[r-Vl 


8i. J 3 eVe 1 + i de 


82. 


V7 + e 2 


de 


85. / sec 2 ds 


84. 

(2 — x) 3 / 5 dx 

86. 

j " esc 2 ITS ds 

88. 

/ sec ^ tan ^ de 

O 

1 3 3 


89. / sen 2 — dx 


90. / cos 2 : dx 


(Sugerencia: 


2 „ 1 + COS 2e 

cos e =- 2 - 


Problemas de valor inicial 

Resuelva los problemas de valor inicial de los ejercicios 91 a 94. 
dy x 2 + 1 

dy ( i V 

92 -s-(,' + ?)- >■<>>"' 

,2 o 

93. —y = 15Vf H — —p\ r'(l) = 8, r{\) = 0 
dt 2 Vt 


94. 


d i r 

dt 3 


0 


cost; r"( 0) = r'(0) = 0, r(0) = -1 
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Capi'tulo Ejercicios adicionales y avanzados 


1. iQue puede decir acerca de una funcion cuyos valores maximo y 
mlnimo en un intervalo son iguales? Justifique su respuesta. 

2. /,Es cierto que una funcion discontinua no puede tener tanto un 
valor maximo absoluto como un minimo absoluto en un intervalo 
cerrado? Justifique su respuesta. 

3. /.Es posible concluir algo acerca de los valores extremos de una 
funcion continua en un intervalo abierto? /,En un intervalo semi- 
abierto? Justifique su respuesta. 

4. Extremos locales Use el patron de signos de la derivada 

-j- = 6(x — l)(x — 2) 2 (x — 3) 3 (x — 4) 4 


a. Si/y g son positivas, con maximos locales en x = a , y si /' 
y g' cambian de signo en a, jji tiene un maximo local en <z? 

b. Si las graficas de/y g tienen puntos de inflexion en x = a , 
/,1a grafica de h tiene un punto de inflexion en a? 

Si cualquiera de sus respuestas es afirmativa, demuestrelo. Si la 
respuesta es negativa, de un contraejemplo. 

11. Determinacion de una funcion Use la information siguiente 
para encontrar los valores de a, b y c en la formula /(x) = 
(x + a)/(bx 2 + cx + 2). 

i) Los valores de a, by c son 0 o 1. 

ii) La grafica de/pasa por el punto (—1,0). 

iii) La recta y = 1 es una asintota de la grafica de / 


para identificar los puntos donde/tiene valores maximos y mini- 
mos locales. 

5. Extremos locales 

a. Suponga que la primera derivada de y = f(x) es 

/ = 6(x + 1 )(x - 2) 2 . 

/,En que puntos, si hay alguno, la grafica de/tiene un maxi¬ 
mo local, un minimo local o un punto de inflexion? 

b. Suponga que la primera derivada de y = f(x) es 

/ = 6x(x -I- l)(x — 2). 

/,En que puntos, si hay alguno, la grafica de/tiene un 
maximo local, un minimo local o un punto de inflexion? 

6 . Si /'(x) < 2 para toda x, /cuanto es lo mas que pueden crecer los 
valores de/en [0, 6]? Justifique su respuesta. 

7. Acotamiento de una funcion Suponga que / es continua en 
[a, b] y que c es un punto interior del intervalo. Demuestre que si 
f'(x) < 0 en [a, c) y /'(x) > 0 en (c, b\, entonces/(x) nunca es 
menor que/(c) en [a, b], 

8. Una desigualdad 

a. Demuestre que —1/2 < x/(l + x 2 ) £ 1/2 para todo valor 
de x. 

b. Suponga que/es una funcion cuya derivada es /'(x) = 
x/( 1 + x 2 ). Use el resultado del inciso (a) para probar que 

I f(b) ~ f(a )| <^\b - a\ 
para cualesquiera ay b. 

9. La derivada de /(x) = x 2 es cero en x = 0, pero/no es una fun¬ 
cion constante. /.Contradice esto el corolario del teorema del va¬ 
lor medio que dice que las funciones con derivada cero son cons- 
tantes? Justifique su respuesta. 

10. Puntos extremos y de inflexion Sea h = fg el producto de 
dos funciones diferenciables de x. 


12. Tangente horizontal / Para que valor o valores de la constante 
k la curva y = x 3 + Ax 2 + 3x — 4 tiene exactamente una tan¬ 
gente horizontal? 

13. El mayor triangulo inscrito Los puntos Ay B estan en los ex¬ 
tremos de un diametro del circulo unitario, y el punto C esta en la 
circunferencia. /,Es cierto que el area del triangulo ABC es la ma¬ 
yor cuando el triangulo es isosceles? /,C6mo lo sabe? 

14. Demostracion de la prueba de la segunda derivada La prue- 
ba de la segunda derivada para maximos y minimos locales (sec- 
cion 4.4) dice: 

a. /tiene un valor maximo local en x = c si /'(c) = 0 y 
f"(c) < 0 

b. /tiene un valor minimo local en x = c si/'(c) = 0 y 
/"(c) > 0. 

Para probar el enunciado (a), haga e = (1/2) |/"(c) | . Despues 
use el hecho de que 


/"(c) = lim 
h-> o 


/'(c + h) - /'(c) 


= lim 
h-+ 0 


/'(c + h) 


para concluir que para algun 8 > 0, 


0 < | h | <8 


f'(c + h) 
h 


< /"(c) + e < 0. 


Por lo tanto, /'(c + h ) es positiva para —8<h< 0 y negativa 
para 0 < h < 8. Pruebe el enunciado (b) de manera similar. 

15. Agujero en un tanque de agua Se quiere taladrar un agujero 
en el lado del tanque que se muestra aqui, a una altura que haga 
que el flujo de agua que sale pegue en el suelo lo mas lejos posi¬ 
ble del tanque. Si se taladra el agujero cerca de la parte superior, 
donde la presion es baja, el agua saldra lentamente pero estara un 
tiempo relativamente largo en el aire. Si se taladra el agujero cer¬ 
ca de la base, el agua saldra con mayor velocidad pero tendra po- 
co tiempo para caer. ^Cual es el mejor lugar, si lo hay, para hacer 
el agujero? ( Sugerencia: /.Cuanto tiempo tardara una particula de 
agua que sale en caer de la altura y hasta el suelo?) 
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16. Gol de campo Unjugadordefutbolamericanoquierepatearun 
gol de campo con el balon colocado en la llnea punteada de la de- 
recha. Suponga que los postes del marco de anotacion distan b 
pies entre ellos y la llnea punteada esta a una distancia a > 0 
pies del poste derecho del marco. (Vea la figura.) Encuentre la 
distancia h desde el marco de anotacion que le da al pateador 
el mayor angulo /3 de tiro. Suponga que el campo de futbol es 
piano. 


Postes de Gol 



17. Un problema de maximos y mininios con una respuesta varia¬ 
ble Algunas veces la solucion de un problema de maximos y 
mlnimos depende de las proporciones de la figura involucrada. 
Por ejemplo, suponga que un cilindro circular recto de radio r y 
altura h esta inscrito en un cono circular recto de radio R y altura 
H, como se muestra aqul. Encuentre el valor de r (en terminos de 
R y H) que maximice el area superficial total del cilindro (inclu- 
yendo las tapas superior e inferior). Como vera, la solucion de¬ 
pende de si H < 2R o H > 2R. 



18. Minimizacion de un parametro Encuentre el valor mlnimo de 
la constante positiva m que hara mx — 1 + (1/x) mayor que o 
igual a cero para todo valor positivo de x. 

19. Evalue los limites siguientes. 


., 2 sen 5x 

a. lim —-- 

x-*o 3x 

c. 11m x esc 2 V2x 
x—>o 

x — senx 

e. lim -7- 

x —>o x — tanx 


b. 

d. 

f. 


11m sen 5x cot 3x 
x—»o 

11m (secx — tanx) 

x—^tt/2 


11m 

x—>0 


senx 2 
x sen x 


g- 


11m 

x—>0 


secx — 1 


h. 


11m , 

x—*2 X 2 


- 8 
- 4 


20. La regia de L’Hopital no ayuda a determinar los limites siguien¬ 
tes. Encuentrelos de alguna otra manera. 


a. 


11m 

x -»00 


Vx + 5 
Vx + 5 


b. 


11m — 

*-°°x 


2x 

+ 7Vx 


21. Suponga que a una companla le cuesta y = a + bx dolares pro- 
ducir x unidades por semana. Puede vender x unidades por se- 
mana a un precio de P = c — ex dolares por unidad. a, b, c y e re- 
presentan constantes positivas. (a) (,Que nivel de produccion 
maximiza la utilidad? (b) ^Cual es el precio correspondiente? (c) 
iCual es la utilidad semanal con este nivel de produccion? (d) 
que precio debe venderse cada artlculo para maximizar las ganan- 
cias si el gobierno impone un gravamen de t dolares por artlculo 
vendido? Comente la diferencia entre este precio y el precio antes 
del impuesto. 

22. Estimacion de reclprocos sin division Es posible estimar el 
valor del reclproco de un numero a sin dividir entre a si se aplica 
el metodo de Newton a la funcion /(x) = (1/x) — a. Por ejem¬ 
plo, si a = 3, la funcion involucrada es /(x) = (1/x) — 3. 

a. Grafiquey = (1/x) — 3. ^Endondecruzalagraficaelejex? 

b. Demuestre que, en este caso, la formula de recursion es 


Xn +1 X„(2 3x„), 


de manera que no hay necesidad de dividir. 

23. Para encontrar x = \Za, aplicamos el metodo de Newton a 
f(x ) = x q — a. Aqul suponemos que a es un numero real positi¬ 
vo y q es un entero positivo. Demuestre que x\ es un “promedio 
ponderado” de x 0 y a/x 0 ?_1 , y encuentre los coeficientes m 0 , m\ 
tales que 

( a \ m 0 > 0, mi > 0, 

xi = m 0 x o + m\ I TiTf 1, 

\Xq ) m 0 + mi = 1 . 

que conclusion puede llegar si x 0 y a/x 0 ? 1 fueran iguales? 
^Cual serla el valor de xi en ese caso? 

24. La familia de rectas y = ax + b (a, b constantes arbitrarias) pue¬ 
de ser caracterizada por la relacion y" = 0. Encuentre una rela- 
cion similar que satisfaga la familia de todos los clrculos 

(x — h) 2 + (y — h) 2 = r 2 , 

donde h y r son constantes arbitrarias. (Sugerencia: Elimine h y r 
del conjunto de tres ecuaciones, incluyendo la dada y las dos ob- 
tenidas por derivacion sucesiva). 
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25. Suponga que los frenos de un automovil producen una desace- 
leracion constante de k pies/seg 2 . (a) Determine que valor de k 
llevara a un automovil que viaja a 60 millas/ hora (88 pies/ se- 
gundo) a detenerse en una distancia de 100 pies desde el punto 
donde se pisan los frenos. (b) Con el mismo valor de k, /.que tan 
lejos llegara un automovil que viaja a 30 millas/hora antes de de¬ 
tenerse totalmente? 

26. Sean f(x), g(x) funciones continuamente diferenciables que satis- 
facen las relaciones f'{x) = g(x) y f"{x) = ~f{x). Sea 
h(x) = f 2 (x) + g 2 (x). Si h(0) = 5, encuentre /z(10). 

27. ^Puede haber una curva que satisfaga las condiciones siguientes? 
cPy/dx 2 es igual a 0 en todas partes, y cuando x = 0, y = 0 y 
dy/dx — 1. Justifique su respuesta. 

28. Encuentre la ecuacion de una curva en el piano xy que pase por el 
punto (1, — 1) si su pendiente en x siempre es 3x 2 + 2. 

29. Una particula se mueve a lo largo del eje x. Su aceleracion es 
a = — t 2 . En t = 0, la particula esta en el origen. En el curso de 
su movimiento, alcanza el punto x = b , donde b > 0, pero nin- 
gun punto del otro lado de b. Determine su velocidad en t — 0. 

30. Una particula se mueve con aceleracion a = \ft — (l/\/t). 
Suponiendo que la velocidad es v = 4/3 y que la posicion es s = 
—4/15 cuando t = 0, encuentre 


a. la velocidad v en terminos de t. 

b. la posicion s en terminos de t. 

31. Dada f(x) = ax 2 + 2 bx + c con a > 0. Considerando el mi- 
nimo, pruebe que f(x) > 0 para toda x real si y solo si b 2 
— ac ^ 0. 

32. Desigualdad de Schwarz 

a. En el ejercicio 31, sea 

f(x) = ( a\x + Z>i) 2 + (d 2 X + A 2) 2 + • - - + (a„x + b n ) 2 , 
y deduzca la desigualdad de Schwarz: 

(a\b\ + £* 2^2 + * ■ • + a n b„) 2 

^ (t/i - + ay + • • • + a 2 )(b 2 + by + • • • + b n 2 ). 

b. Pruebe que en la desigualdad de Schwarz la desigualdad se 
cumple solo si existe un numero real x que hace ajX igual a 
—bi para todo valor de i de 1 a n. 


Capi'tulo Proyectos de aplicacion tecnologica 

Modulo Mathematica/Maple 

Movimiento a lo largo de una recta: Posicion —> Velocidad —> Aceleracion 

Observara la forma de una grafica a traves de visualizaciones animadas de las relaciones de la derivada entre la posicion, la velocidad y la acelera¬ 
cion. Las figuras del texto pueden animarse. 

Modulo Mathematica/Maple 

Metodo de Newton: Estimacion de it: con cuantos iugares decimates? 

Trace una funcion, observe una ralz, elija un punto inicial cerca de la raiz y use el procedimiento de iteraciones de Newton para aproximar la raiz 
con la exactitud deseada. Los numeros 7T, e, y V2 son aproximados. 



Capitulo 



Integracion 


INTRODUCCION Una de las grandes hazanas de la geometria clasica, consistio en obte- 
ner formulas para determinar las areas y volumenes de triangulos, esferas y conos. En este 
capitulo estudiaremos un metodo para calcular las areas y volumenes de estas formas y de 
otras mas generales. El metodo que desarrollaremos, llamado integracion , es una he- 
rramienta para calcular mucho mas que areas y volumenes. La integral tiene muchas 
aplicaciones en estadlstica, economla, ciencias e ingenierla. Nos permite calcular rangos 
de cantidades de probabilidad y promedios de consumo de energla, as! como la fuerza del 
agua contra las compuertas de una presa. 

El objetivo de la integracion es permitirnos calcular efectivamente muchas cantida¬ 
des, dividiendolas en partes mas pequenas y sumando despues la contribution de cada tro- 
zo. Desarrollaremos la teoria de la integral en el escenario del area, donde revela mas cla- 
ramente su naturaleza. Empezaremos con ejemplos que involucran sumas finitas. Estos 
nos conduciran de forma natural a esta pregunta: <,quc sucede cuando sumamos mas y mas 
terminos? Pasando al limite, cuando el numero de terminos tiende a infinito, se obtiene la 
integral. Aunque la integracion y la derivation estan estrechamente relacionadas, hablare- 
mos del papel que juegan la derivada y la antiderivada hasta la seccion 5.4. La naturaleza 
de su conexion, contenida en el teorema fundamental del calculo, es una de las ideas mas 
importantes del calculo. 



Estimacion con sumas finitas 


y 



FIGURA 5.1 El area de la region R 
no se puede encontrar mediante una 
formula geometrica sencilla. 


En esta seccion se muestra como el area, los valores promedio y la distancia recorrida por 
un objeto en cierto tiempo, pueden aproximarse mediante sumas finitas. Las sumas finitas 
son la base para definir la integral, lo que se hara en la seccion 5.3. 

Area 

El area de la region con una frontera curva puede ser aproximada sumando las areas de un 
conjunto de rectangulos. Al usar mas rectangulos podemos aumentar la exactitud de la 
aproximacion. 

EJEMPLO 1 Aproximacion del area 

(.Ciial es el area de la region sombreada R que esta arriba del eje x, debajo de la grafica de 
y = 1 — x 2 , y entre las rectas verticales x = 0 y x = 1? (Vea la figura 5.1). Un arquitec- 
to podria querer conocer esta area para calcular el peso de una ventana especial con una 
forma que podria describirse mediante R. Desafortunadamente, no existe una formula 
geometrica sencilla para calcular las areas de formas que tengan una frontera curva como 
la region R. 
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FIGURA 5.2 (a) Obtenemos una estimacion superior del area de R usando dos 

rectangulos que contienen a R. (b) Cuatro rectangulos dan una mejor 
aproximacion de la estimacion superior. Ambas estimaciones sobrepasan el valor 
real del area. 


Aun cuando no contamos con un metodo para determinar el area exacta de R , pode- 
mos aproximarla de una manera sencilla. La figura 5.2a muestra dos rectangulos que, juntos, 
contienen la region R. Cada rectangulo tiene ancho de 1 /2 y, de izquierda a derecha, tienen 
altura 1 y 3/4. La altura de cada rectangulo es el valor maximo de la funcion/,’ obtenido al 
evaluar/en el extremo izquierdo del subintervalo [0, 1] formando la base del rectangulo. El 
area total de los dos rectangulos aproxima el area A de la region R. 


A 



1 

2 


l = 0.875. 

O 


Esta estimacion es mayor que el area verdadera A, ya que los dos rectangulos contienen a 
R. Decimos que 0.875 es una suma superior, porque se obtuvo tomando la altura de cada 
rectangulo como el valor maximo (el mas alto) de_/(x) para x, un punto en el intervalo base 
del rectangulo. En la figura 5.2b mejoramos nuestra estimacion usando cuatro rectangulos 
mas delgados, cada uno con ancho de 1/4, que tornados en conjunto contienen la region R. 
Estos cuatro rectangulos dan la aproximacion 


A 


1 15 ! 3 i 1_ 1 _ 25 
4 16 ‘ 4 4 ’ 4 16 ’ 4 32 


0.78125, 


que sigue siendo mayor que A, ya que los cuatro rectangulos contienen a R. 

Supongamos, en cambio, que para estimar el area usamos cuatro rectangulos conteni- 
dos dentro de la region R, como en la figura 5.3a. Cada rectangulo tiene un ancho de 1/4 
como antes, pero son mas chicos y estan completamente por debajo de la grafica de f. 
La funcion /(x) = 1 — x 2 decrece en [0, 1], de manera que la altura de cada rectangulo 
esta dada por el valor de/en el extremo derecho del subintervalo que forma la base. El 
cuarto rectangulo tiene altura cero y, por lo tanto, no contribuye al area. Sumando estos 
rectangulos con alturas iguales al valor minimo de/(x) para x un punto de cada subinterva¬ 
lo base, obtenemos una suma inferior de aproximacion del area, 


A 


— • — + — .1 + — • — + 0 .I = — = 0 53 12 5 
16 4 4 416 4 4 32 


Esta estimacion es menor que el area A, ya que los todos rectangulos estan dentro de la re¬ 
gion R. El valor verdadero de A esta entre las sumas inferior y superior: 


0.53125 < A < 0.78125. 
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(b) 


FIGURA 5.4 (a) Una suma inferior, 

usando 16 rectangulos del mismo ancho 
Ax = 1/16. (b) Una suma superior, 
usando 16 rectangulos. 




Ol 025 0 5 075 1 

0.125 0.375 0.625 0.875 


(b) 


FIGURA 5.3 (a) Los rectangulos contenidos en R dan una estimacion del area inferior a 

su valor real, (b) La regia del punto medio usa rectangulos cuya altura es el valor de 
y = f(x) en el punto medio de sus bases. 


Considerando ambas sumas inferior y superior no solo tenemos una estimacion para 
el area, sino tambien una cota del tamano del posible error en estas estimaciones, ya que el 
valor verdadero del area esta entre ellas. Aqui el error no puede ser mayor que la diferencia 
0.78125 - 0.53125 = 0.25. 

Ademas, se puede obtener otra estimacion usando rectangulos cuyas alturas sean los 
valores de F en los puntos medios de sus bases (figura 5.3b). Este metodo de estimacion 
se llama regia del punto medio para aproximar el area. La regia del punto medio da una 
estimacion que esta entre la suma inferior y la suma superior, pero no es claro si sobreesti- 
ma o subestima el area verdadera. Con cuatro rectangulos de ancho de 1/4 como antes, la 
regia del punto medio estima que el area de R es 


63 I 55 1,39 1 15 l 

64 ' 4 64 ' 4 64 ' 4 64 ‘ 4 


172 1 

^ ^ = 0.671875. 


En cada una de nuestras sumas, el intervalo [a, b\ sobre el que la funcion/esta defini- 
da, fue subdividido en n subintervalos de igual ancho (tambien llamado longitud) 
A x = (b — a)/n, y/se evaluo en un punto en cada subintervalo: ci del primer subinter- 
valo, C 2 del segundo subintervalo, y asi sucesivamente. De esta manera, la suma finita tie- 
ne la forma 

/(ci) Ax + f(c 2 ) Ax + /(c 3 ) Ax + • ■ ■ + f(c n ) Ax. 

Tomando mas y mas rectangulos, cada vez mas delgados que antes, parece que esta suma 
finita da cada vez mejores aproximaciones del area verdadera de la region R. 

La figura 5.4a muestra una aproximacion con suma inferior para el area de R usando 
16 rectangulos de igual ancho. La suma de sus areas es 0.634765625, que parece cercana 
al area verdadera pero sigue siendo menor, ya que los rectangulos estan dentro de R. 

La figura 5.4b muestra una aproximacion con suma superior usando 16 rectangulos 
de igual ancho. La suma de sus areas es 0.697265625, que es un poco mayor que el area 
verdadera, porque los rectangulos tornados en conjunto contienen a R. La regia del punto 
medio para 16 rectangulos da una aproximacion del area total de 0.6669921875, pero no 
resulta claro si esta estimacion es mayor o menor que el area verdadera. 
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TABLA 5.1 Aproximaciones finitas del area de R 

Numero de 
subintervalos 

Suma inferior 

Regia del 
punto medio 

Suma superior 

2 

.375 

.6875 

.875 

4 

.53125 

.671875 

.78125 

16 

.634765625 

.6669921875 

.697265625 

50 

.6566 

.6667 

.6766 

100 

.66165 

.666675 

.67165 

1000 

.6661665 

.66666675 

.6671665 


La tabla 5.1 muestra los valores de las aproximaciones de las sumas superior e inferior 
del area de R usando hasta 1000 rectangulos. En la seccion 5.2 veremos como obtener un va¬ 
lor exacto de las areas de las regiones tales como R, tomando un limite cuando el ancho de la 
base de cada rectangulo tiende a cero y el numero de rectangulos tiene a infinito. Con las 
tecnicas aqui desarrolladas, podremos probar que el area de R es exactamente2/3. 

Distancia recorrida 

Supongamos que conocemos la funcion velocidad v(t) de un automovil que se mueve por 
una carretera sin cambiar de direction, y que queremos saber cuanto recorrio entre los 
tiempos t = a y t = b . Si ya conocemos una antiderivada F(t) de v((), podemos encontrar 
la funcion posicion s(t) del automovil haciendo s(t) = F(t) + C. Entonces, la distancia 
recorrida puede encontrarse calculando el cambio de posicion sib) — s(a) (vea el ejerci- 
cio 93 de la seccion 4.8). Si la funcion velocidad se determina registrando la lectura del 
velocimetro del automovil en varios tiempos, no tenemos una formula a partir de la cual 
obtener una funcion antiderivada de la velocidad. pQue hacer en esta situation? 

Cuando no conocemos una funcion antiderivada para la funcion velocidad v(t), po¬ 
demos aproximar la distancia recorrida de la siguiente manera. Subdividimos el intervalo 
[a, b] en intervalos de tiempo pequenos, en cada uno de los cuales la velocidad se conside- 
ra constante. Despues aproximamos la distancia recorrida en cada subintervalo de tiempo 
con la formula usual de distancia 

distancia = velocidad X tiempo 

y sumamos los resultados a lo largo de [a, b\. 

Supongamos que el intervalo subdividido se ve asi, 

|*-Ar^|^Ar^|^Ar^| 

— 1 -•— 1 —»— 1 -•— 1 -!—> / (seg) 

a h t 2 h b 

con todos los subintervalos de la misrna longitud A?. Elegimos un numero t\ en el primer 
intervalo. Si A/ es tan pequeno que la velocidad apenas cambia en un intervalo de tiempo 
de corta duracion A t, entonces la distancia recorrida en el primer intervalo de tiempo es 
aproximadamente u(ti) At. Si tj es un numero en el segundo intervalo, la distancia reco¬ 
rrida en el segundo intervalo de tiempo es aproximadamente ufe) At. La suma de las dis¬ 
tances recorridas en todos los intervalos de tiempo es 

D ~ v{t\) At + vfa) At + • • • + v(t„) At, 
donde n es el numero total de subintervalos. 
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EJEMPLO 2 Estimacion de La altura de un proyectil 

La funcion velocidad de un proyectil lanzado al aire es /(?) = 160 — 9.8/ m/seg. Usar la 
tecnica de la sumatoria que acabamos de describir para estimar cuanto se eleva el proyectil 
durante los primeros 3 segundos. ( ',Que tanto se acerca el resultado de estas sumas al valor 
exacto de 435.9 m? 

Solucion Exploramos los resultados para distintos numeros de intervalos y distintas eleccio- 
nes de los puntos de evaluacion. Observe que /(7) decrece, de manera que, eligiendo los pun- 
tos extremos izquierdos, obtenemos una estimacion con suma superior; eligiendo los puntos 
extremos derechos obtenemos una estimacion con suma inferior. 

(a) Tres subintervalos de longitud 1, con f evaluada en los puntos extremos izquierdos, 
dan lugar a una suma superior: 


h r 2 h 
4-4-4-Uf 

0 12 3 

[*A/»| 

Con/evaluada en t = 0, 1, y 2, tenemos 

D ~ f(t\) At + f{t 2 ) At + f(ti) At 

= [160 - 9.8(0)](1) + [160 - 9.8( 1)](1) + [160 - 9.8(2)](1) 

= 450.6. 

(b) Tres subintervalos de longitud 1, con f evaluada en los puntos extremos derechos, dan 
lugar a una suma inferior: 


h h h 

l-4-4-4*r 

0 12 3 

Ua/J 


Con/evaluada en t = 1, 2, y 3, tenemos 

D ~ f(t\) At + f{t 2 ) At + f(ti ) At 

= [160 - 9.8( 1)](1) + [160 - 9.8(2)](1) + [160 - 9.8(3)](1) 
= 421.2. 

(c) Con seis subintervalos de longitud 1/2, tenemos 


0 C C L ^5 4, 

4 4 4 4 4 4 I- 

0 12 3 


At 


f i h h h ( 5 f 6 

14 4 4 4 4 4 —*t 

0 12 3 


At 


Una suma superior usando los puntos extremos izquierdos nos da: D ~ 443.25; con una 
suma inferior usando los puntos extremos derechos obtenemos: D ~ 428.55. 

La estimacion con estos seis intervalos se acerca un poco mas al valor exacto que las es- 
timaciones con tres intervalos. El resultado mejora cuando los intervalos son mas cortos. 

Como puede ver en la tabla 5.2, las sumas superiores con el punto extremo izquierdo 
se aproximan al valor real 435.9 por arriba, mientras que las sumas inferiores con el punto 
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TABLA 5.2 Estimacion recorrido-distancia 

Numero de 
subintervalos 

Longitud de cada 
subintervalo 

Suma 

superior 

Suma 

inferior 

3 

1 

450.6 

421.2 

6 

1/2 

443.25 

428.55 

12 

1/4 

439.57 

432.22 

24 

1/8 

437.74 

434.06 

48 

1/16 

436.82 

434.98 

96 

1/32 

436.36 

435.44 

192 

1/64 

436.13 

435.67 


extremo derecho se aproximan a ese valor por abajo. El valor real esta entre estas sumas 
superior e inferior. La magnitud del error en las entradas mas cercanas es 0.23, que es un 
pequeno porcentaje del valor real. 

Magnitud del error = | valor real — valor calculado | 

= |435.9 - 435.67| = 0.23. 

Porcentaje de error = ~ 0.05%. 

A partir de la ultima entrada de la tabla, seria razonable concluir que el proyectil se eleva 
alrededor de 436 m durante los primeros 3 segundos de vuelo. 

Desplazamiento en comparacion con distancia recorrida 

Si un cuerpo con funcion posicion s(t) se mueve a lo largo de una recta coordenada sin 
cambiar de direccion, podemos calcular la distancia total del recorrido de t = a a t = b 
sumando la distancia recorrida en intervalos de tiempo pequenos, como en el ejemplo 2. Si 
el cuerpo cambia de direccion una o mas veces durante el viaje, entonces necesitamos usar 
la rapidez del cuerpo | u(f) \ , que es el valor absoluto de su funcion velocidad v(t), para en- 
contrar la distancia total recorrida. A1 usar la velocidad, como en el ejemplo 2, solo obte- 
nemos una estimacion del desplazamiento del cuerpo, sib) — 5 (a), es decir, la diferencia 
entre sus posiciones inicial y final. 

Para entender por que, partimos el intervalo de tiempo [a, b] en subintervalos iguales 
suficientemente pequenos At de manera que la velocidad del cuerpo no cambie mucho del 
tiempo entre 4—1 y 4 . Entonces 0 ( 4 ) da una buena aproximacion de la velocidad dentro 
del intervalo. De acuerdo con ello, el cambio en la coordenada de la posicion del cuerpo 
durante el intervalo de tiempo es alrededor de 

v{t k ) At. 

El cambio es positivo si 0 ( 4 ) es positivo, y negativo si u( 4 ) es negativo. 

En cualquier caso, la distancia recorrida durante el subintervalo es aproximadamente 

|u( 4 )| At. 

La distancia total recorrida es aproximadamente la suma 

|u( 4 )|At+ |u(t 2 ) | At H-+ ju(t„)| At. 
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y 



FIGURA 5.6 El valor 
promedio de f{x) = 3x en 
[0, 2] es 3 (ejemplo 3). 



II 

^_ 1 





0 

a 

b 


(a) 



(b) 


FIGURA 5.5 (a) El valor promedio de /(x) = c en [a, b ] es el area 

del rectangulo dividida entre b — a. (b) El valor promedio de g(x) en 
[a, b] es el area debajo de su grafica, dividida entre b — a. 


Valor promedio de una funcion no negativa 

El valor promedio de un conjunto de n numeros x\, X 2 , ■ ■ ■, x n se obtiene sumandolos y di- 
vidiendo el resultado entre n. Pero, ( ',cual es el valor promedio de una funcion continua/en 
un intervalo [a, b]‘! Dicha funcion toma una infinidad de valores. Por ejemplo, la tempe¬ 
rature en cierta zona de un pueblo es una funcion continua que sube y baja cada dia. 
^Que significa que la temperature promedio en el pueblo, en el transcurso de un dia, es de 
73 grados? 

Cuando una funcion es constante, es facil responder esa pregunta. Una funcion con 
valor constante c en un intervalo [a, b] tiene valor promedio c. Cuando c es positivo, su 
grafica sobre [a, b] da un rectangulo de altura c. Entonces el valor promedio de la funcion 
puede interpretarse geometricamente como el area de este rectangulo, dividida entre su an- 
cho b — a (figure 5.5a). 

( ',Quc hacer si queremos encontrar el valor promedio de una funcion no constante, tal 
como la funcion g de la figura 5.5b? Podemos pensar en su grafica como si fuera una foto- 
grafia de la altura del agua que esta chapoteando dentro un tanque, encerrada entre las pa- 
redes x = a y x = b. Cuando el agua se mueve, su altura en cada punto cambia, pero su 
altura promedio permanece igual. Para obtener la altura promedio del agua, “apacigua- 
mos” el agua hasta que se nivele y su altura sea constante. La altura resultante c es igual al 
area que esta debajo de la grafica de g, dividida entre b — a. Esto nos conduce a definir el 
valor promedio de una funcion no negativa en un intervalo [a, b] como el area debajo de su 
grafica dividida entre b — a. Para que esta definition sea valida necesitamos entender 
con precision a que nos referimos con el area que esta debajo de la grafica. Esto se obten- 
dra en la section 5.3, pero por ahora veamos dos ejemplos. 

EJEMPLO 3 EL valor promedio de una funcion Lineal 

^Cual es el valor promedio de la funcion /(x) = 3x en el intervalo [0, 2]? 

Solucion El promedio es igual al area debajo de la grafica, dividida entre el ancho del 
intervalo. En este caso no necesitamos una aproximacion finita para estimar el area de la 
region debajo de la grafica: un triangulo de altura 6 y base 2 tiene un area 6 (figura 5.6). El 
ancho del intervalo esb — a = 2 — 0 = 2. El valor promedio de la funcion es 6/2 = 3. 


EJEMPLO 4 EL valor promedio de sen x 

Estimar el valor promedio de la funcion f(x) = sen x en el intervalo [0, jt] . 

Solucion Viendo la grafica de sen x entre 0 y tt en la figura 5.7, podemos ver que su 
altura promedio esta en algun punto entre 0 y 1. Para encontrar el promedio necesitamos 
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FIGURA 5.7 Aproximar el area debajo de f(x) = senx entre 0 y tt para 
calcular el valor promedio de sen x en [0, 77 ], usando (a) cuatro rectangulos; 
(b) ocho rectangulos (ejemplo 4). 


calcular el area A que esta debajo de la grafica, y despues dividir esta area entre la longitud 
del intervalo 77 — 0 = 77 . 

No tenemos una manera sencilla de determinar el area, de manera que la aproxima- 
mos con sumas finitas. Para obtener la estimacion de la suma superior, sumamos las areas 
de cuatro rectangulos del mismo ancho, 7 t/4 que contienen en conjunto la region que esta 
debajo de la grafica de y = sen x y arriba del eje x en [0, 77 ]. Elegimos las alturas de los 
rectangulos como el maximo valor de sen x en cada subintervalo. En un subintervalo en 
particular este valor maximo puede alcanzarse en el extremo izquierdo, en el extremo de- 
recho o en algun punto entre ellos. Evaluamos sen x en este punto para obtener la altura 
del rectangulo para una suma superior. Entonces, la suma de las areas de los rectangulos 
estima el area total (figura 5.7a): 


sen 7 ' 7 + sen tt • -r + sen — • -r + sen — r- • -r 


377 \ 77 


" (vf + 1 + 1 +^)’f “ (3- 42 )'f “ 2 -®- 

Para estimar el valor promedio de sen x, dividimos el area estimada entre 77 y obtenemos 
la aproximacion 2.69/77 ~ 0.86. 

Si usamos ocho rectangulos del mismo ancho, 77/8 todos por arriba de la grafica de 
y = senx (figura 5.7b), obtenemos el area estimada 


77 TT , 3TT 

sen — + sen — + sen — 
o 4 o 


77 . 77 . 577 , 3tt 

sen — + sen — + sen — + sen—j- 
Z Z o 4 


sen- 


7 IT \ 77 


(.38 + .71 + .92 + 1 + 1 + .92 + .71 + .38)- f = (6.02)- f « 2.365. 


Dividiendo este resultado entre la longitud tt del intervalo, obtenemos una estimacion mas 
exacta de 0.753 para el promedio. Como usamos una suma superior para aproximar el 
area, sigue siendo mayor que el valor promedio real de sen x en el intervalo [0, 77 ]. Si usa¬ 
mos cada vez mas rectangulos, de manera que cada nuevo rectangulo sea mas angosto, ob¬ 
tenemos cada vez un valor promedio mas cercano al real. Usando las tecnicas de la sec- 
cion 5.3, probaremos que el valor promedio real es 2/77 ~ 0.64. 

Como antes, podriamos tambien haber usado rectangulos que estuvieran debajo de la 
grafica de y = sen x para luego calcular la aproximacion de la suma inferior, o podriamos 
haber usado la regia del punto medio. En la seccion 5.3 veremos que no importa si nues- 
tros rectangulos de aproximacion se eligen para dar sumas superiores, sumas inferiores o 
una suma intermedia. En cada caso, las aproximaciones estan cercanas al area real si todos 
los rectangulos son lo suficientemente angostos. 
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Resumen 

El area debajo de la grafica de una funcion positiva, la distancia recorrida por un objeto en 
movimiento que no cambia de direction y el valor promedio de una funcion no negativa 
en un intervalo, pueden aproximarse mediante sumas finitas. Primero subdividimos el inter- 
valo en subintervalos, tratando a la funcion apropiada/como si fuera constante en cada su- 
bintervalo en particular. Despues multiplicamos el ancho de cada subintervalo por el valor 
de/en algun punto dentro de el, y sumamos todos estos productos. Si el intervalo [a, b] se 
subdivide en n subintervalos del mismo ancho, A x = (b — a)/n, y si /(/>) es el valor de/ 
en el punto elegido Ck del k-esimo subintervalo, este proceso da una suma finita de la forma 

/(ci) Ax + /(c 2 ) Ax + /(c 3 ) Ax H-+ /(c„) Ax. 

La election de podria maximizar o minimizar el valor de/en el k-esimo subintervalo, o 
dar un valor intermedio. El valor real esta entre las aproximaciones dadas por las sumas 
superiores y las sumas inferiores. Las aproximaciones con sumas finitas que hemos visto 
mejoran cuando tomamos mas subintervalos de ancho mas pequeno. 


EJERCICIOS 5.1 _ 

Area 

En los ejercicios 1 a 4, use aproximaciones finitas para estimar el area 
que esta debajo de la grafica de la funcion, empleando 

a. una suma inferior con dos rectangulos del mismo ancho. 

b. una suma inferior con cuatro rectangulos del mismo ancho. 

c. una suma superior con dos rectangulos del mismo ancho. 

d. una suma superior con cuatro rectangulos del mismo ancho. 

1. /(x) = x 2 entre x = 0 y x = 1. 

2. f(x) = x 3 entre x = 0 y x = 1. 

3. /(x) = 1/x entre x = 1 y x = 5. 

4. /(x) = 4 — x 2 entre x = —2 y x = 2. 

Use rectangulos cuyas alturas esten dadas por el valor de la fun¬ 
cion en el punto medio de la base del rectangulo ( regia del punto me¬ 
dio) para estimar el area que esta debajo de las graficas de las funcio- 
nes siguientes, empleando primero dos rectangulos y despues cuatro 
rectangulos. 

5. /(x) = x 2 entre x = 0 y x = 1. 

6. /(x) = x 3 entre x = 0 y x = 1. 

7. /(x) = 1/x entre x = 1 y x = 5. 

8. /(x) = 4 — x 2 entre x = —2 y x = 2. 

Distancia 

9. Distancia recorrida La tabla siguiente muestra la velocidad de 
un modelo de locomotora que se mueve a lo largo de una via du¬ 
rante 10 segundos. Estime la distancia recorrida por la locomoto¬ 
ra usando 10 subintervalos de longitud 1 con 

a. los valores de los puntos extremos izquierdos. 

b. los valores de los puntos extremos derechos. 


Tiempo 

(seg) 

Velocidad 

(pulgadas/seg) 

Tiempo 

(seg) 

Velocidad 

(pulgadas/seg) 

0 

0 

6 

11 

1 

12 

7 

6 

2 

22 

8 

2 

3 

10 

9 

6 

4 

5 

10 

0 

5 

13 




10. Distancia recorrida en contracorriente Esta sentado a la ori- 
11a de un rlo viendo una botella que flota y se mueve contra co- 
rriente debido a la marea. Durante su observation, usted registra 
la velocidad de la corriente cada 5 minutos durante una hora, con 
los resultados que se muestran en la tabla siguiente. (,Como cuan- 
to se movio rlo arriba la botella durante esa hora? Encuentre una 
estimacion usando 12 subintervalos de longitud 5 con 

a. los valores de los puntos extremos izquierdos. 

b. los valores de los puntos extremos derechos. 


Tiempo 

(min) 

Velocidad 

(m/seg) 

Tiempo 

(min) 

Velocidad 

(m/seg) 

0 

1 

35 

1.2 

5 

1.2 

40 

1.0 

10 

1.7 

45 

1.8 

15 

2.0 

50 

1.5 

20 

1.8 

55 

1.2 

25 

1.6 

60 

0 

30 

1.4 
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11. Longitud de un camino Usted y un acompanante estan apunto 
de viajar por un camino de terraceria lleno de curvas, a bordo de 
un automovil cuyo velocimetro funciona, pero cuyo odometro 
(contador de millas) no. Para encontrar la longitud del tramo que 
van a recorrer, usted registra la velocidad del automovil a interva- 
los de 10 segundos, con los resultados que se muestran en la si- 
guiente tabla. Estime la longitud del camino usando 

a. los valores de los puntos extremos izquierdos. 

b. los valores de los puntos extremos derechos. 


Tiempo 

(seg) 

Velocidad 

(convertida a pies /seg) 
(30 millas/hora = 

44 pies/seg) 

Tiempo 

(seg) 

Velocidad 

(convertida a pies /seg) 
(30 millas/hora = 

44 pies /seg) 

0 

0 

70 

15 

10 

44 

80 

22 

20 

15 

90 

35 

30 

35 

100 

44 

40 

30 

110 

30 

50 

44 

120 

35 

60 

35 




12. Distancia a partir de los datos de velocidad La tabla siguiente 
da los datos de la velocidad de un automovil deportivo que acele- 
ra de 0 a 142 millas/hora en 36 segundos (10 milesimos de una 
hora). 

a. Use rectangulos para estimar hasta donde llego el automovil du¬ 
rante los 36 segundos que le tomo alcanzar las 142 millas/hora. 


Tiempo Velocidad 
(horas) (millas/hora) 

Tiempo 

(horas) 

Velocidad 
(millas/hora) 

0.0 

0 

0.006 

116 

0.001 

40 

0.007 

125 

0.002 

62 

0.008 

132 

0.003 

82 

0.009 

137 

0.004 

96 

0.010 

142 

0.005 

108 




millas/hora 



b. ^Aproximadamente cuantos segundos tardo el automovil en 
alcanzar el punto medio del camino? /.Que tan rapido iba el 
automovil en ese momento? 

Velocidad y distancia 

13. Calda libre con resistencia al aire Un objeto se deja caer des- 
de un helicoptero. El objeto cae cada vez mas rapido, pero su 
aceleracion (razon de cambio de la velocidad) decrece con el 
tiempo debido a la resistencia del aire. La aceleracion se mide en 
pies/seg 2 , y se registra cada segundo despues de soltar el objeto 
durante 5 segundos, como se muestra a continuation: 


t 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

a 

32.00 

19.41 

11.77 

7.14 

4.33 

2.63 


a. Encuentre una estimacion superior para la rapidez cuanto t = 5. 

b. Encuentre una estimacion inferior para la rapidez cuanto 1 = 5. 

c. Encuentre una estimacion superior para la distancia recorrida 
cuando t = 3. 

14 . Distancia recorrida por un proyectil Un proyectil es lanzando 
hacia arriba desde el nivel del mar, con una velocidad inicial de 
400 pies/seg. 

a. Suponiendo que la gravedad es la linica fuerza que actua sobre el 
objeto, de una estimacion superior para su velocidad despues de 
haber transcurrido 5 seg. Use g = 32 pies/seg 2 para la acelera¬ 
cion debida a la gravedad. 

b. Encuentre una estimacion inferior para la altura que se alcan- 
za despues de 5 seg. 

Valor promedio de una funcion 

En los ejercicios 15 a 18, use una suma finita para estimar el valor 
promedio de/en el intervalo dado, partiendo el intervalo en cuatro sub- 
intervalos de la misma longitud y evaluando/en los puntos medios de 
los subintervalos. 

15 . f(x) = x 3 en [0,2] 16 . f{x) = 1/jc en [1,9] 

17. f(t) = (1/2) + sen 2 t Tt en [0,2] 





f 77 A 4 


y - 1 

- tJ 


/ 

■"X 


/ 

\ 


/ 



/ 1 1 

, V, „ 

0 

1 2 

3 4 
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Control de la contaminacion 

19. Contaminacion del agua Un tanque danado esta derramando 
petroleo en el mar. El dano del tanque esta empeorando, como 
evidencia el crecimiento del derrame cada hora, registrado en la 
siguiente tabla. 


Tiempo (horas) 

0 

1 

2 

3 

4 

Derrame (galones/hora) 

50 

70 

97 

136 

190 


Tiempo (horas) 

5 

6 

7 

8 


Derrame (galones/hora) 

265 

369 

516 

720 



a. De una estimacion superior e inferior de la cantidad total de 
petroleo que se ha derramado despues de 5 horas. 

b. Repita el inciso (a) para estimar la cantidad de petroleo que se 
ha derramado despues de 8 horas. 

c. El tanque continua derramando 720 galones/hora despues de 
las primeras 8 horas. Si el tanque contenia originalmente 
25,000 galones de petroleo, ^aproximadamente cuantas horas 
mas pasaran, en el peor de los casos, antes de que se vierta to- 
do el petroleo? ^.Cuantas horas mas transcurriran, en el mejor 
de los casos? 

20. Contaminacion del aire Una planta genera electricidad que- 
mando petroleo. Los contaminantes producidos como resultado 
del proceso de combustion son eliminados por un filtro en la chi- 
menea. Con el tiempo, el filtro llego a ser menos eficiente, hasta 
que llego un momento en que tuvo que ser reemplazado cuando la 
cantidad de contaminantes liberados rebaso los estandares guber- 
namentales. A1 final de cada mes se midio la razon a la que los 
contaminantes eran liberados en la atmosfera, y se hizo el si¬ 
guiente registro. 


Mes 

Ene 

Feb 

Mar 

Abr 

May 

Jun 

Razon de 
contaminantes 
liberados 
(ton/dia) 

0.20 

0.25 

0.27 

0.34 

0.45 

0.52 


Mes 

Jul 

Ago 

Sep 

Oct 

Nov 

Die 

Razon de 
contaminantes 
liberados 
(ton/dia) 

0.63 

0.70 

0.81 

0.85 

0.89 

0.95 


a. Suponiendo que todos los meses duran 30 dlas y que el filtro 
nuevo solamente permite liberar 0.05 ton/dla, de una estima¬ 
cion superior del tonelaje total de contaminantes liberados al 
final de junio. ^.Cual serla la estimacion inferior? 

b. ^Aproximadamente cuando se habran liberado un total de 125 
toneladas de contaminantes en la atmosfera, en el peor de los 
casos? 


Area de un circulo 

21 . Inscriba un pollgono de n lados dentro de un circulo de radio 1, y 

calcule el area del poligono para los siguientes valores de n: 

a. 4 (cuadrado) b. 8 (octagono) c. 16 

d. Compare las areas en los incisos (a), (b) y (c) con el area del 
circulo. 

22 . (Continuation del ejercicio 21). 

a. Inscriba un poligono de n lados dentro de un circulo de radio 
1, y calcule el area de uno de los n triangulos congruentes 
formados al dibujar los radios a los vertices del poligono. 

b. Calcule el llmite del area del poligono inscrito cuando 
n —» oo . 

c. Repita los calculos de los incisos (a) y (b) para un circulo de 
radio r. 


EXPL0RACI0NES CON C0MPUTAD0RA 

En los ejercicios 23 a 26, use un software matematico para realizar los 
pasos siguientes. 

a. Trace las funciones en el intervalo dado. 

b. Subdivida el intervalo en n = 100,200 y 1000 subintervalos 
de la misma longitud, y evalue la funcion en el punto medio 
de cada subintervalo. 

c. Calcule el valor promedio de los valores de la funcion genera- 
dos en el inciso (b). 

d. Resuelva la ecuacion f(x) = (valor promedio) para x, usando 
el valor promedio calculado en el inciso (c) para la partition 

n = 1000. 

23 . f(x) = senx en [0, it] 24 . f(x) = sen 2 * en [0, tt] 

25 . f(x) = x sen j en 

26 . f(x) = x sen 2 J. en 


t r 



5.2 


Notacion sigma y limites de sumas finitas 


En la estimacion con sumas finitas que analizamos en la seccion 5.1, con frecuencia en- 
contramos sumas con muchos terminos (por ejemplo, arriba de 100, como se muestra en la 
tabla 5.1). En esta seccion introduciremos una notacion para escribir las sumas con un 
gran numero de terminos. Despues de describir la notacion y establecer varias de sus pro- 
piedades, veremos que pasa con una aproximacion de suma finita cuando el numero de 
terminos tiende a infinito. 
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Sumas finitas y la notacion sigma 

La notacion sigma nos permite escribir una suma con muchos terminos en la forma com- 
pacta 

n 

~ a \ + fl2 + + ■ ■ • + a n -\ + a n . 

k=l 

La letra griega 2 (sigma mayuscula, corresponde a nuestra letra S), significa “suma”. El 
indice de la sumatoria k nos dice en donde empieza la suma (mediante el numero que es- 
ta debajo del simbolo 2) y en donde termina (usando el numero que esta arriba del sirnbo- 
lo 2). Se puede usar cualquier letra para denotar el indice, pero las letras mas usuales son 
i.jyk. 


El indice k termina en k = n. 


n 


El simbolo de la sumatoria 
(letra griega sigma). 


- 2 * 
k = 1 


f ^- a k es una formula del &-esimo termino. 


El indice k empieza en k = 1. 


De acuerdo con ello, podemos escribir 

l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 + 5 2 + 6 2 + 7 2 + 8 2 + 9 2 + 10 2 + ll 2 = 2 k2 , 

k= 1 


/CD + /(2) + /(3) +--- + /UOO) = 2/(0. 

i= 1 

La notacion sigma usada en el lado derecho de estas ecuaciones es mucho mas compacta 
que la suma del lado izquierdo. 

EJEMPLO 1 Uso de la notacion sigma 


La suma en La suma extendida, un 

notacion sigma termino por cada valor de k 


5 


k= 1 

1+2+3+4+5 

2(-l fk 

k= 1 

(-l)'(l) + (-D 2 (2) + ( 1 ) 3 (3) 

^ k 

k= 1 ^ + 1 

1 + 2 

1 + 1 2+1 

V kl 

£ 4 k ~ 1 

4 2 5 2 

4-1 5-1 


El valor 
de la suma 


15 

-1 + 2 - 3 = -2 



16 25 _ 139 
3 4 12 


El limite inferior de la sumatoria no tiene que ser 1; puede ser cualquier entero. 
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EJEMPLO 2 Uso de diferentes vaLores iniciales de indices 
Expresar la suma l + 3 + 5 + 7 + 9en notacion sigma. 


Solucion La formula que genera los terminos cambia segun el limite inferior de la suma- 
toria, pero los terminos generados son los mismos. Suele ser mas sencillo empezar con 
k = 0 o k = 1. 


Empezando con k = 0: 
Empezando con k = 1: 
Empezando con k = 2: 
Empezando con k = — 3: 


4 

l+3 + 5 + 7 + 9= 2(2 k + 1) 

k—0 

5 

l+3 + 5 + 7 + 9= 2 ( 2 k ~ 1) 

k— 1 

6 

l+3 + 5 + 7 + 9= 2(2* - 3) 

k=2 

1 

1+3 + 54-7 + 9= 2 (2* + 7) 

k=-3 


Cuando tenemos una suma como 


2 (* + * 2 ) 

k= 1 


podemos reacomodar sus terminos, 


2 (* + k 2 ) = (1 + l 2 ) + (2 + 2 2 ) + (3 + 3 2 ) 


k= 1 


= (1 + 2 + 3) + (l 2 + 2 2 + 3 2 ) Reagrupando terminos. 

= i*+ i * 2 


k =1 k =1 


Esto ilustra una regia general para sumas finitas: 


n n n 

2(aj: + b k ) = 2 a k + 2 ]b k 

k= 1 k= 1 k= 1 


A continuacion se presentan cuatro de estas reglas. Una demostracion de su validez se 
puede obtener usando induccion matematica (vea el Apendice 1). 


Reglas algebraicas para sumas finitas 

1. 

Regia de la suma : 

n n n 

a k + bk) = 2 a k + ^jbk 
k= 1 k— 1 k— 1 

« n n 

2. 

Regia de la diferencia : 

2(«* _ **) = 2 a -t ~ 2^ 

£= 1 £= 1 £= 1 

n n 

3 . 

Regia del multiplo constante : 

^ = C • ^ a k (Cualquier numero c) 

A= 1 k= 1 

4 . 

Regia del valor constante : 

n 

c = Tl* C (c es cualquier valor constante) 

k— 1 
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Biografia historica 

Carl Friedrich Gauss 
(1777-1855) 


EJEMPLO 3 

Uso de las reglas algebraicas de sumas finitas 


n 

n n 


Regia de la diferencia 

(a) 

Y(3A--£ 2 ) = 3^- y,k 2 


y regia del multiplo 


k= 1 

k=\ k= 1 


constante 

(b) 

i(-«o = 

n n 

■■ = _1 • = 

n 

~^a k 

Regia del multiplo 


k=\ 

k= 1 k= 1 

k= 1 

constante 


3 

3 3 



(c) 

E(^+ 4) 

= E 4 


Regia de la suma 


k= 1 

k= 1 k= 1 

= (1 + 2 + 3) + (3-4) 


Regia del valor 



= 6 + 12 = 18 


constante 

(d) 

n 1 

h- 


Regia del valor constante 


k=l 


( \/n es constante) 


A1 cabo del tiempo, la gente ha descubierto una variedad de formulas para los valores de 
sumas finitas. La mas famosa de estas es la formula para la suma de los primeros n enteros 
(Posiblemente Gauss la descubrio a la edad de 8 anos) y las formulas para las sumas de los 
cuadrados y los cubos de los primeros n enteros. 


EJEMPLO 4 Suma de los primeros n enteros 
Demostrar que la suma los primeros n enteros es 

^ , n(n + 1) 

2j k = —9-• 

k= 1 z 

Solucioi La formula nos dice que la suma de los primeros 4 enteros es 

(4)(5) 

^ = 10 . 


La suma verifica esta prediccion: 

1 + 2 + 3 + 4 = 10. 

Para probar la formula en general, escribimos los terminos de la suma dos veces, una hacia 
delante y una hacia atras. 

1+ 2 + 3 +•■•+« 

n + (n — 1) + (n — 2) + ■■■ + 1 

Si sumamos los dos terminos de la primera columna, obtenemos 1 + n = n + l.De ma- 
nera similar, si sumamos los dos terminos de la segunda columna obtenemos 
2 + (n — 1) = n + 1. La suma de los dos terminos de cualquier columna es n + 1 . 
Cuando sumamos las n columnas obtenemos n terminos, cada uno igual a n + 1, para dar 
un total de n{n + 1). Como este es el doble de la cantidad deseada, la suma de los prime¬ 
ros n enteros cs(n)(n + l)/2. 

Las formulas para las sumas de los cuadrados y los cubos de los primeros n enteros se 
prueban usando induccion matematica (vea el Apendice 1), y son: 


Los primeros n cuadrados: 


Los primeros n cubos: 


S * 2 

k= 1 
n 

k= 1 


n(n + l)(2n + 1) 

6 

/«(« + 
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Limites de sumas finitas 

Las aproximaciones de sumas finitas que consideramos en la section 5.1 resultaban mas 
exactas conforme el numero de terminos crecia y el ancho (longitud) de los subintervalos 
se hacia mas angosto. El siguiente ejemplo muestra como calcular un valor limite cuando 
el ancho de los subintervalos tiende a cero y el numero de terminos tiende a infinito. 


EJEMPLO 5 El limite de las aproximaciones finitas de un area 

Encontrar el valor limite de las aproximaciones mediante sumas inferiores al area de la re¬ 
gion R, que esta debajo de la grafica de y = 1 — x 2 y sobre el intervalo [0, 1] en el eje x 
usando rectangulos del mismo ancho, donde el ancho tiende a cero y el numero de rectan- 
gulos tiende a infinito. (Vea la figura 5.4a). 


Solution Calculamos la aproximacion mediante sumas inferiores, usando n rectangulos 
del mismo ancho, Ax = (1 — ())/n, y despues vemos que pasa cuando n—>oo. Empeza- 
mos por subdividir [0, 1] en n subintervalos del mismo ancho 


1 1 

o 

S|h- 
1_1 


1 

2 _ 


n — 1 

J 

n 

n 

? 9 

n > n 


Cada subintervalo tiene un ancho l/n. La funcion 1 — x 2 decrece en [0, 1], y su valor mi- 
nimo en un subintervalo se alcanza en el extremo derecho del subintervalo. De manera que 
una suma inferior se construye con los rectangulos cuya altura en el subintervalo 
\(k — 1 )/n, k/n] es f(k/n) =1 — (k/n) 2 , dando la suma 



Escribimos dicha suma en notacion sigma y simplificamos, 



/ 1 \ (n)(n + 1 )( 2 n + 1 ) 

Uv 6 

. _ 2n 3 + 3 n 2 + n 
6 w 3 


Regia de la diferencia 

Reglas del valor constante 
y el multiplo constante 

Suma de los primeros n cuadrados 

Numerador desarrollado 


Hemos obtenido una expresion para la suma inferior que se cumple para cualquier n. 
Tomando el limite de esta expresion cuando n —> oo, vemos que la suma inferior converge 
cuando el numero de subintervalos crece y el ancho de los subintervalos tiende a cero: 


lim 

n—» co 


2 n 2 + 3 n 2 + n\ _ . 2 

6« 3 ; 6 


2 

3' 


La aproximacion de las sumas inferiores converge a 2/3. Un calculo similar prueba 
que la aproximacion con sumas superiores tambien converge a 2/3 (ejercicio 35). Cual¬ 
quier aproximacion con suma finita, en el sentido del resumen que se presento al final de 
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y 



la section 5.1, tambien converge al mismo valor, 2/3. Esto se debe a que es posible probar 
que cualquier aproximacion de suma finita se encuentra entre las aproximaciones de suma 
inferior y superior. Esto nos lleva a definir el area de la region R como este valor limite. En 
la section 5.3 analizaremos los limites de tales aproximaciones finitas en un escenario 
mas general. 


Biografia historica 

Georg Friedrich 
Bernhard Riemann 
(1826-1866) 


Sumas de Riemann 

La teoria de limites de aproximaciones finitas fue formalizada por el matematico aleman 
Bernhard Riemann. A continuation se hablara de la notion de suma de Riemann, base de 
la teoria de la integral definida que estudiaremos en la siguiente section. 

Empezamos con una funcion arbitraria/definida en un intervalo cerrado [a, b\. Como 
la funcion dibujada en la figura 5.8,/puede tener valores tanto negativos como positivos. 
Subdividimos el intervalo [a, b] en subintervalos, no necesariamente del mismo ancho (o 
longitud), y formamos sumas como lo hicimos para las aproximaciones finitas en la sec- 
cion 5.1. Para hacerlo, elegimos n — 1 puntos {x\, X 2 , x-y ,..., x n -{\ entre ay b, que satis- 
fagan 

a < x\ < x 2 < ■ ■ ■ < x„~ i < b. 

Para lograr una notation consistente, denotamos a mediante xo y b mediante x n , de mane- 
ra que 

a = xq < x\ < X 2 < ■ ■ • < x„-i < x n = b. 


El conjunto 


P = {x 0 ,xi,x 2 ,...,x n -i,x n } 


se llama partition de \a, b]. 

La partition P divide [a, b] en n subintervalos cerrados 

[x 0 ,xi], [x u x 2 ],..., [x n —i, x n \. 

El primero de estos subintervalos es [xq,x\] , el segundo es [x\, x 2 \ , y el A-esimo subinter- 
valo de P es [x/, |, Xk], para k entre 1 y n. 
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1 

1 

/:-esimo subintervalo 

1 1 

| 


x 0 = a 

1 

X \ 

1 

x 2 

1 1 

-**-1 x k 

1 

x n -1 

X „ = b 


El ancho del primer subintervalo [xo, xi] se denota mediante Axi, el ancho del segun- 
do intervalo [x|, x 2 ] es Ax 2 , y el ancho del /c-esimo subintervalo es Ax^ = x/, — x*_i. Si to- 
dos los n subintervalos tienen el mismo ancho, el ancho comun, Ax es igual a (b — a)/n. 


<-A;q^U—Ax 2 —> k -Ax*- 


x 0 = a Xl x 2 ■ • • x k _ x x k • • ■ x n _ x 

En cada subintervalo elegimos algun punto. El punto elegido en el /i-esimo subinter¬ 
valo [xk- 1 , Xk\ se llama Entonces, en cada subintervalo levantamos un rectangulo ver¬ 
tical a partir del eje x hasta tocar la curva en (c*, /(c^)). Estos rectangulos pueden estar 
arriba o debajo del eje x, dependiendo de si f{ck) es positivo o negativo, o si /(c*) = 0 
(figura 5.9). 

En cada subintervalo formamos el producto /(c*) • Ax*. Este producto es positivo, ne¬ 
gativo o cero dependiendo del signo de /(c>). Cuando /(c*) > 0, el producto /(c^) • Ax* 
es el area del rectangulo con altura /(c*) y ancho Ax*. Cuando /(c*) < 0, el producto 
f(ck) • Ax* es un numero negativo, el negativo del area del rectangulo de ancho Ax* que 
cae desde el eje x al numero negativo /(c*). 

Finalmente sumamos todos estos productos para obtener 




S P 


n 


^f(ck) Ax*. 

k = 1 



FIGURA 5.9 Los rectangulos aproximan la region entre la grafica de la funcion 
y = /to y el eje x. 
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La suma S P se conoce como suma de Riemann para / en el intervalo [a, b\. Hay una in- 
finidad de estas sumas, dependiendo de la particion P que se elija y de la eleccion de los 
puntos Ck en los subintervalos. 

En el ejemplo 5, donde todos los subintervalos tenlan el mismo ancho Ax = I jn, pu- 
dimos hacerlos mas angostos simplemente aumentando el numero n. Cuando una parti¬ 
cion tiene subintervalos cuyo ancho varia, podemos asegurar que todos son angostos con- 
trolando el ancho del subintervalo mas ancho (mas largo). Definimos la norma de una 
particion P, denotada por ||/'||, como el mayor de los anchos de todos los subintervalos. Si 
||P|| es un numero pequeno, todos los subintervalos de la particion P tienen ancho peque¬ 
no. Veamos un ejemplo. 

EJEMPLO 6 Particion de un intervalo cerrado 

El conjunto P = {0, 0.2, 0.6, 1, 1.5, 2} es una particion de [0, 2]. Hay cinco subintervalos 
deP: [0, 0.2], [0.2, 0.6], [0.6, 1], ]1, 1.5] y ]1.5, 2]: 


y 



FIGURA 5.10 La curva de la figura 5.9 
con rectangulos de una particion mas fina 
de [a, b\. Las particiones mas finas crean 
conjuntos de rectangulos con bases mas 
delgadas que aproximan la region entre la 
grafica de/y el eje x con mayor exactitud. 


|*j- Axj^h -Ax 2--Ax 3 --Ax 4 --Ax 5 -- 

_1_1_!_!_!_!_* r 

0 0.2 0.6 1 1.5 2 

Las longitudes de los subintervalos son Axi = 0.2, Ax 2 = 0.4, Ax 3 = 0.4, Ax 4 = 0.5, y 
Axs = 0.5. El subintervalo de mayor longitud es 0.5, de manera que la norma de la parti¬ 
cion es ||P|| = 0.5. En este ejemplo hay dos subintervalos con esa longitud. 

Cualquier suma de Riemann asociada a una particion de un intervalo cerrado [a, b] 
define rectangulos que aproximan la region entre la grafica de una funcion continua/y el 
eje x. Las particiones con normas que se aproximan a cero conducen a conjuntos de rec¬ 
tangulos que aproximan esta region con mayor exactitud, como sugiere la figura 5.10. En 
la siguiente seccion veremos que si la funcion/es continua en un intervalo cerrado [a, 6], 
no importa como elijamos la particion P y los puntos c k en sus intervalos para construir 
una suma de Riemann, ya que hay un unico valor limite al que se aproxima cuando el an¬ 
cho del subintervalo , controlado por la norma de la particion , se aproxima a cero. 


EJERCICIOS 5.2 


Notacion sigma 

Escriba las sumas en los ejercicios 1 a 6 sin la notacion sigma. Des¬ 
pues evaluelas. 


i. y 

h k + 1 

4 

3. y cos kir 

k= 1 

5. y(-l)* +1 seny 


2- 2 


k - 1 


k= 1 * 

5 

4. y sen kn t 

k= 1 

4 

6. y(-l)*cosfor 


7. ^.Cual de las siguientes expresiones representa al+2 + 4+ 8 + 
16 + 32 en notacion sigma? 


a. y2*-' 

k= 1 


b. y2* 

k= o 


c. y2* +i 

k =-1 


8. ^,Cual de las siguientes expresiones representa 1-2 + 4- 8+16 
- 32 en notacion sigma? 

a. y(-2)^ b. j±(-\) k 2 k c. y (-l) i+1 2 i+2 

k=\ k =0 k=-2 

9. ^Cual formula no es equivalente a las otras dos? 

A, (-1)*- 1 2 (-1) 4 ' (~l) k 

a ' S k ~ 1 ' a?o k + 1 C ’ k + 2 

10. ^.Cual formula no es equivalente a las otras dos? 

a. y (Ar — l ) 2 b. y (k + l ) 2 c. y k 2 

k =1 k= 1 k =-3 
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Exprese las sumas de los ejercicios 11 a 16 en notacion sigma. La for¬ 
ma de su respuesta dependera del llmite inferior de la sumatoria que 
elija. 

11. 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 12. 1+4 + 9+16 

13. | \ ^ 14. 2 + 4 + 6 + 8+10 

Z 4 o Id 


15 j.i + i.i + i 
2 3 4 5 


1 + 2 3 , 4 5 

16 ‘ ~5 5 - 5 + 5 - 5 


Valor de sumas finitas 


17. Suponga que 2 a fr = — 5 y 2^* = 6. Encuentre los valores de 

k= 1 k =1 


a. 2 3a k 


b- ± b i 

Ir= 1 ° 


C. + b k) 


d. 2( ° k - b k) e - - 2 a k ) 

k =1 k =1 

n n 

18. Suponga que 2 a £ = 0 y 2 6* = 1. Encuentre los valores de 


a. 2 8a * 


b. 22506* 


c. + •) 

k= 1 


d. 2 (bk ~ 1) 

k= 1 


E value las sumas de los ejercicios 19 a 28. 
10 

19. a. 2* 

k= 1 
13 

20. a. 2* 


21 . 21 " 2 *) 

k= 1 

23. 2(3 - 6 2 ) 


10 

b. 2 A 2 

k= 1 


b. 2 A 2 


10 

c. 2 A 3 

*=i 

13 

c. 2 * 3 

k=\ 


a 

&= 1 AZ) 

24. 2 (A 2 “ 5) 
*=1 


5 


25. 2*0* + 5) 
*=1 


5 


27. 2 

k=\ 


k 3 
225 


+ 



7 

26. 2« 2 ^ + 1) 

A:=l 



Rectangulos para suma de Riemann 

En los ejercicios 29 a 32, grafique cada funcion /(x) en el intervalo da¬ 
do. Divida el intervalo en cuatro subintervalos de la misma longitud. 
Despues anada a su grafica los rectangulos asociados a la suma de 
Riemann Sf=i/(c*) Ax*, dado que Ck es (a) el extremo izquierdo, (b) 
el extremo derecho, (c) el punto medio del A'-esimo subintervalo. (Ha- 
ga un dibujo separado para cada conjunto de rectangulos). 

29. f(x) = x 2 - 1, [0,2] 

30. f(x) = -x 2 , [0, 1] 

31. f(x) = senx, [—tt, 7t] 

32. fix) = senx + 1, [—77, 7 t] 

33. Encuentre la norma de la particion P = {0, 1.2, 1.5, 2.3, 2.6, 3} . 

34. Encuentre la norma de la particion P = {—2, —1.6, —0.5, 

0 , 0 . 8 , 1 }. 


Lfmites de sumas superiores 

En las funciones de los ejercicios 35 a 40, encuentre una formula para 
la suma superior obtenida al dividir el intervalo [a, b\ en n subinterva¬ 
los iguales. Despues tome el llmite de estas sumas cuando n —* oo 
para calcular el area debajo de la curva en [a, b\. 

35. fix) = 1 — x 2 en el intervalo [0, 1], 

36. fix) = 2x en el intervalo [0, 3], 

37. fix) = x 2 + 1 en el intervalo [0, 3], 

38. fix) = 3x 2 en el intervalo [0, 1], 

39. fix) = x + x 2 en el intervalo [0, 1], 

40. fix) = 3x + 2x 2 en el intervalo [0, 1], 


5.3 


La integral definida 


En la seccion 5.2 investigamos el llmite de una suma finita definida en un intervalo cerrado 
[a, b ] usando n subintervalos del mismo ancho (o longitud), (b — a)/n. En esta seccion 
consideraremos el llmite de sumas de Riemann mas generales cuando la norma de las parti- 
ciones de [a, b ] tienden a cero. Para las sumas de Riemann mas generales, los subintervalos 
de las particiones no necesitan tener el mismo ancho. El proceso de limite nos conduce a 
la definicion de la integral definida de una funcion en un intervalo cerrado [a, b\. 


Limites de sumas de Riemann 

La definicion de la integral definida se basa en la idea de que, para ciertas funciones, 
cuando las normas de las particiones de [a, b ] tienden a cero, los valores de las sumas de 
Riemann correspondientes tienden a un valor limite 1. Lo que queremos decir con esta idea 
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de convergencia es que una suma de Riemann estara cerca del numero / siempre que la 
norma de la particion sea suficientemente pequena (de manera que todos sus subintervalos 
tengan ancho suficientemente pequeno). Introduciremos el slmbolo e como un numero pe¬ 
queno positivo que especifica que tan cerca debe estar la suma de Riemann de /, y el simbo- 
lo 8 como un segundo numero pequeno positivo que especifica que tan pequena debe ser la 
norma de una particion para que eso pase. He aqui la formulation precisa. 


DEFINICION La integral definida como un limite de sumas de Riemann 

Sea/(x) una funcion definida en un intervalo cerrado [a, b\. Decimos que un nu¬ 
mero 1 es la integral definida de/en \a, b\, y que / es el limite de las sumas de 
Riemann 2t=i/(c>) Ax* si se satisface la siguiente condition: 

Dado cualquier numero e > 0 existe un numero correspondiente 8 > 0 tal 
que para toda particion P = {xq,x\, ... , x n } de [a, b ] con ||P|| < 5 y cualquier 
election de c k en [x*-i, X/J, tenemos que 


^f(ck) Ax k - I 

k=l 


< e. 


Leibniz introdujo una notacion para la integral definida que evidencia su construccion 
como un limite de sumas de Riemann. Leibniz imagino a las sumas finitas 2t=i/(c*) Ax* 
convirtiendose en una suma infinita de los valores de la funcion/(x) multiplicada por an- 
chos “infinitesimales” dx de los subintervalos. El simbolo de suma ^ se reemplaza por el 
simbolo de la integral /, cuyo origen es la letra “S”. Los valores de la funcion, f(c k ) son 
reemplazados por una seleccion continua de valores de/(x). El ancho de los subintervalos, 
Ax k se convierte en la diferencial dx. Es como si sumaramos todos los productos de la 
forma /(x) • dx cuando x va de a a b. Aun cuando esta notacion evidencia el proceso de 
construccion de una integral, es la definicion de Riemann la que da un significado preciso 
de la integral definida. 

Notacion y existencia de la integral definida 

El simbolo para el numero / en la definicion de la integral definida es 

b 

f(x) dx 

que se lee como “la integral de a a b de/de x, de x”, o algunas veces como “la integral de 
a ab de/de x respecto de x”. Tambien las partes que componen el simbolo de la integral 
tienen nombres: 


Limite superior de integracion 

b 


La funcion es el integrando 
/ a; es la variable de integracion 


Signo de la integral 


f(x ) dx 


Limite inferior de integracion 


Integral de / de a a b 


Cuando encuentra 
, el valor de la integral, 
ha evaluado la integral 
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Cuando se satisface la definicion, decimos que las sumas de Riemann de / en [a, b\ 
convergen a la integral definida / = f fix) dx y que/es integrable en [a, b\. Tenemos 
muchas opciones de una particion P con norma que tienda a cero, asi como numerosas 
alternativas de puntos c k para cada particion. La integral definida existe cuando siempre 
obtenemos el mismo limite /, sin importar que elecciones hayamos hecho. Cuando existe 
el limite, lo escribimos como la integral definida 

, ip 2/( c /t) = 1 = f fix) dx- 

l/lpo Ja 

Cuando cada particion tiene n subintervalos iguales, cada uno de ancho Ax = {b — a)/n, 
tambien escribiremos 


n rb 

lim '5\f(ci c ) A x = I = / /(x) dx. 

„^°o ^ j a 

El limite siempre se toma cuando la norma de las particiones tiende a cero y el numero de 
subintervalos tiende a infinito. 

El valor de la integral definida de una funcion en cualquier intervalo en particular de- 
pende de la funcion y no de la letra que elijamos para representar la variable independien- 
te. Si decidimos usar t o u en lugar de x, simplemente escribimos las integrales como 

rb rb rb 

/ f(t)dt o / /(«) du en lugar de / /(x) dx. 

Ja Ja Ja 

No importa como escribamos la integral, sigue siendo el mismo numero, definido como 
un limite de sumas de Riemann. Como no importa que letra usemos, la variable de integra- 
cion se llama variable muda. 

Dado que hay tal cantidad de opciones entre las cuales elegir al tomar un limite de su¬ 
mas de Riemann, puede parecer dificil demostrar que tal limite existe. Resulta, sin embar¬ 
go, que no importa que eleccion se haga, las sumas de Riemann asociadas a una funcion 
continua convergen al mismo limite. 


TEOREMA 1 La existencia de integrates definidas 

Las funciones continuas son integrates. Esto es, si una funcion/es continua en 
un intervalo [a, b\, su integral definida en [a, b ] existe. 


De acuerdo con el teorema del valor extremo (teorema 1 de la seccion 4.1), cuando / 
es continua podemos elegir Ck de manera que /(ct) de el valor maximo de / en [x*-i, x*], 
obteniendo una suma superior. Podemos elegir c k para obtener el valor minimo de / en 
[Xfc-i, X/J, obteniendo una suma inferior. Podemos elegir c k como el punto medio de 
[x*—i, Xk \, el punto mas a la derecha x*, o un punto al azar. Podemos tomar las particiones 
con el mismo ancho, o con distintos anchos. En cada caso obtenemos el mismo limite para 
2t=i f(ck) A Xk cuando ||E , || —> 0. La idea detras del teorema 1 es que la suma de Riemann 
asociada a una particion no es mayor que la suma superior de la particion, ni menor que la 
suma inferior. Las sumas superior e inferior convergen al mismo valor cuando ||P|| —> 0. 
Todas las otras sumas de Riemann estan entre las sumas inferior y superior, y tienen el 
mismo limite. Una demostracion del teorema 1 involucra un analisis cuidadoso de las fun¬ 
ciones, particiones y limites, por lo que dejaremos su analisis para textos mas avanzados. 
En los ejercicios 80 y 81 se da una indicacion para esta prueba. 
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El teorema 1 no dice como calcular integrales definidas. Un metodo para calcularlas 
se desarrollara en la seccion 5.4 a traves de la conexion con el proceso de tomar antideri- 
vadas. 

Funciones integrales y no integrales 

El teorema 1 nos dice que las funciones continuas en el intervalo [a, b] son integrates ahi. 
Las funciones que no son continuas pueden ser integrables o no. Las funciones disconti- 
nuas que son integrables incluyen aquellas que son crecientes en [a, b] (ejercicio 77), y las 
funciones continuas apedazos definidas en los ejercicios adicionales al final de este capi- 
tulo. (Estas ultimas son continuas excepto en un numero finito de puntos en [a, b].) Para 
que una funcion no sea integrable es necesario que sea suficientemente discontinua, de 
manera que la region entre su grafica y el eje x no pueda aproximarse bien por rectangulos 
cada vez mas delgados. Lie aqui un ejemplo de una funcion que no es integrable. 

EJEMPLO 1 Una funcion no integrable en [0, 1] 

La funcion 

^ f 1, si x es racional 
lO, si x es irracional 

no tiene integral de Riemann en [0, 1]. La razon fundamental es que entre cualesquiera dos 
numeros hay siempre un numero racional y un numero irracional. Por lo tanto, la funcion 
salta de arriba a abajo demasiadas veces en [0, 1] para permitir que la region que esta de- 
bajo de su grafica y arriba del eje x pueda aproximarse mediante rectangulos, sin importar 
que tan delgados sean. De hecho, veremos que las aproximaciones con sumas superiores y 
las aproximaciones con sumas inferiores convergen a valores limite distintos. 

Si escogemos una particion P de [0, I ] y elegimos Ck como el valor maximo de / en 
[jfc-i, Xk] la suma de Riemann correspondiente es 

n n 

u = 2/(^) Ax* = Ax* = 1, 

*= 1 k =1 

ya que cada subintervalo [xk- 1 , x*] contiene numeros racionales donde /( cf) = 1. Obser¬ 
ve que la longitud de los intervalos de la particion suman 1, 2/t=i A xk = 1. En consecuen- 
cia, cada suma de Riemann es igual a 1, y el limite de las sumas de Riemann usando estas 
opciones es igual a 1. 

Por otra parte, si elegimos Ck como el valor rninimo para / en [xk- 1 , X/J , la suma de 
Riemann es 


L = 2 f(°k) Ax* = 2(°) Ax* = 0, 

*=l *=l 

ya que cada subintervalo [xk-\,Xk\ contiene numeros irracionales c* donde fief) = 0. El 
limite de las sumas de Riemann usando estas opciones es igual a cero. Como el limite de- 
pende de la eleccion de cy, la funcion no es integrable. 

Propiedades de las integrales definidas 

rb 

Al definir J a f(x) dx como un limite de sumas ~2,k=\f(ck) Axj., nos movemos de izquierda 
a derecha a lo largo del intervalo [a, b\. cQue pasaria si en lugar de ello nos movieramos 
de derecha a izquierda, empezando con xo = b y terminando con x„ = a. Cada Ax*, en la 
suma de Riemann cambiaria su signo, con x/ f — Xk- \ negativo en lugar de positivo. Con 
la misma eleccion de Ck en cada subintervalo, el signo de cualquier suma de Riemann 
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cambiaria, asi como el signo del llmite, la integral J'ff(x) dx. Como no habiamos dado 
previamente un significado a la integracion hacia atras, esto nos lleva a definir 


/(x) dx = — /(x) dx. 


Otra extension de la integral es a un intervalo de ancho cero, cuando a = b. Como 
f(ck) Axj- es cero cuando el ancho del intervalo Ax* = 0, definimos 


/(x) dx = 0. 


El teorema 2 establece siete propiedades de las integrales, dadas como reglas que ellas 
satisfacen, incluyendo las dos ultimas. Estas reglas resultan muy utiles en el proceso de cal- 
cular integrales. Nos referiremos a ellas repetidamente para simplificar nuestros calculos. 

Las reglas 2 a 7 tienen interpretaciones geometricas, las cuales se presentan en la 
figura 5.11. Esas graficas son de funciones positivas, pero las reglas aplican por igual para 
funciones integrales en general. 


TEOREMA 2 

Cuando fyg son integrables, la integral definida satisface las reglas 1 a 7 de la 
tabla 5.3. 


TABLA 5.3 Reglas que satisfacen Las integrales definidas 


1. Orden de integracion: / /(x) dx = — /(x) dx 


2. Intervalo de ancho cero: / /(x) dx = 0 


Tambien una definicion 


3. Miiltiplo constante: 


4. Sumav diferencia: 


5. Aditividad: 


kf{x) dx — k /(x) dx Cualquier nurnero k 


-/(x) dx = — /(x) dx k = 


(fix) ± gU)) dx= /(x) dx± g(x) dx 


/(x) dx+ f(x) dx= /(x) dx 


6. Desigualdad max-min : Si/tiene un valor maximo max / y un valor minimo 

min/en [a, b], entonces 

f b 

min/• (b — a) < / /(x) dx < max/• (b — a). 


7. Dominacion : 


fix) & g{x) sobre [a, b] 


f(x) > 0 sobre [a, b ] 


/(x) dx > / g(x) dx 


f(x) dx & 0 (Caso especial) 





348 Capi'tulo 5: Integradon 


y =/(*) 


(a) Ancho del intervalo cero: 

J fix ) dx = 0. 

(El area debajo de un punto es 0). 


y=/M 


r 

I, 

f(x)dx 

Ja 

Jb 


1 fix) dx 


0 a b c 

(d) Aditividadpara integrates definidas: 
rb re rc 

/ f{x) dx+ fix) dx = I fix) dx 
Ja Jb Ja 

FIGURA 5.11 








-- 

J = 





0 

a b 


(b) Multiplo constante: 

f kfix) dx — k f fix) dx. 
J a Ja 

(Mostrado para k = 2). 


max / - 
mm / - 


y=m 


0 

(e) Desigualdad mdximo-minimo: 
min / ■ ib — a) £ J fix) dx 

£ max/ - ib — a) 





y =. 





y = 





y -j 




0 

a 




(c) Suma: 

f (fix) + gix)) dx = f fix) dx + f gix) dx 
Ja Ja Ja 

(Suma de areas ) 


y=m 


y = gix) 


On b 

(f) Domination: 

fix) & gix) en [a, ti\ 
rb rb 

=> / fix) dx > / gix) dx 


Mientras que las reglas 1 y 2 son definiciones, las reglas 3 a 7 de la tabla 5.3 se deben 
probar. Las pruebas se basan en la definicion de integral definida como un limite de sumas 
de Riemann. A continuacion se prueba una de esas reglas. Se pueden dar pruebas similares 
para las otras propiedades en la tabla 5.3. 


Demostracion de La regia 6 La regia 6 dice que la integral de/en [a, b\ nunca es menor 
que el valor minimo de/por la longitud del intervalo, y nunca es mayor que el valor maxi- 
mo de/veces la longitud del intervalo. La razon es que para toda particion de [a, b] y cual- 
quier eleccion de los puntos Ck, 


n 

min/* (b — a) = min/• ^ A Xk 
k= 1 

n 

= ^ min / ' ^Xk 
k= 1 


- ^jfick) Ax* 
k= 1 

n 

< 2 max / ’ A %k 
k= 1 


= max / • 2 A x k 
k= 1 

= max / • ib — a). 


2 Ax* = b - a 
k= 1 

Regia del multiplo constante 

min / £ /(c*) 
fief) s max/ 

Regia del multiplo constante 
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En resumen, todas las sumas de Riemann para/en [a, b] satisfacen la desigualdad 

n 

min f-(b - a) < ^f{c k ) Ax* < max f • {b - a). 
k= 1 

Por lo tanto, su llmite, la integral, tambien la satisfacen. 

EJEMPLO 2 Uso de las reglas para las integrales definidas 
Supongamos que 


/(x) dx = 5, 


fix) dx = —2, 


Entonces 

1. j f{x) dx = — J fix) dx = —(—2) = 2 

2. / [2/(x) + 3 hix)] dx = 2 / fix) dx + 3 / hix) dx 


-i 


-l J -1 

= 2(5) + 3(7) = 31 


hix) dx = 7. 
l 

Regia 1 

Reglas 3 y 4 


r 4 r 1 rA 

3. / /(x) dx= fix) dx+ fix) dx = 5 + (—2) = 3 


-l 


-l 


M 


EJEMPLO 3 Determinacion de las cotas para una integral 
Probar que el valor de f} \/\ + cosx dx es menor que 3/2. 

Solucion La desigualdad max-min para integrales^ definidas (regia 6) dice que 
min / • ib — a) es una cota inferior para el valor de J fix) dx y que max / • (b — a) es 
una cota superior. 


El maximo valor de \/l + cosx en [0, 1] es VT+”T = a/ 2, de manera que 

J \/l + cos x dx < V2-(l — 0) = V2. 

Como / 0 *VT 4- cosx c/xesta acotadapor arriba por V2 (que es 1.414 ...), la integral 
menor que 3/2. 


es 


Area debajo de la curva de una funcion no negativa 

A continuacion se precisa la nocion del area de una region con frontera curva, tomando en 
cuenta la idea de aproximar una region mediante un numero de rectangulos cada vez ma¬ 
yor. El area que esta debajo de la grafica de una funcion continua no negativa se define co- 
mo una integral definida. 


DEFINICION Area debajo de una curva como una integral definida 

Si y = fix) es no negativa e integrable en un intervalo cerrado [a, b\, entonces el 
area debajo de la curva y = fix) en [a, b ] es la integral de/de a a b, 

A = f fix) dx. 
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y 



FIGURA 5.12 La region del 
ejemplo 4 es un triangulo. 


Por primera vez tenemos una definicion rigurosa para el area de una region cuya fron- 
tera es la grafica de cualquier funcion continua. A continuacion aplicaremos esto a un 
ejemplo sencillo, el area debajo de una recta, donde podemos verificar que nuestra nueva 
definicion coincide con nuestra nocion previa de area. 

EJEMPLO 4 Area debajo de la recta y = x 

f b 

Calcular / xdx y encontrar el area A debajo de y = x en el intervalo [0, b], b > 0. 

Jo 


Solucion La region de interes es un triangulo (figura 5.12). Calculamos el area de dos 
maneras. 

(a) Para calcular la integral definida como el limite de sumas de Riemann, calculamos 
limi|p|j^o 2£=i/(cyt) Ax* para particiones cuyas normas tiendan a cero. El teorema 1 
nos dice que no importa como elijamos las particiones o los puntos c* siempre y cuan- 
do las normas tiendan a cero. Todas las opciones dan exactamente el mismo limite. De 
manera que consideramos la particion P que subdivide el intervalo [0, b] en n subin- 
tervalos del mismo ancho A x = (b — 0 )/n =b/n, y elegimos c* como el extremo de- 

recho de cada subintervalo. La particion es P = ‘Y c k = ^n- 

En consecuencia, ^ J 


S/(ft) A^ 

k=\ 


2j n ’ n 

k= l 

± k 4 

k=\ n 
h 2 " 

As* 

n k= l 


n 2 

Zr! 

2 


n(n + 1) 
2 

( 1 + b 


f(ck) = C k 


Regia del multiplo constante 


Suma de los primeros n enteros 


Cuando n —* oo y |P|| —> 0, esta ultima expresion de la derecha tiene como limite b 2 /2. 
Por lo tanto, 



(b) Como el area, en el caso de una funcion no negativa, es igual a la integral definida, po¬ 
demos obtener rapidamente la integral definida usando la formula para el area de un 
triangulo que tiene como base b y altura y = b. El area es A = (1/2) b • b = b 2 /2. 
Nuevamente tenemos que /„ x dx = b 2 /2. 


El ejemplo 4 se puede generalizar para integrar f(x) = x en cualquier intervalo cerra- 
do [a, b], 0 < a < b. 



Regia 5 


Regia 1 


Ejemplo 4 
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y 



0 a b 


I 

FIGURA 5.13 El area de 
esta region trapezoidal es 
A = ( b 2 — a 2 )/2. 


y 



FIGURA 5.14 Una muestra de valores de 
una funcion en un intervalo [ a, b\. 


En conclusion, tenemos la regia siguiente para integrar fix .) = x: 


r b u2 2 

xdx = 2 “ 2’ 

a < b 

(1) 

Ja 




Este calculo da el area de un trapezoide (figura 5.13). La ecuacion (1) sigue siendo valida 
cuando ay b son negativos. Cuando a < b < 0, el valor de la integral definida es (b 2 — 
a 2 )/2 es un numero negativo, el negativo del area del trapezoide que cae hasta la recta 
y = x debajo del eje x. Cuando a < 0 y b > 0, la ecuacion (1) sigue siendo valida, y la 
integral definida da la diferencia entre dos areas, el area debajo de la grafica y arriba de 
[0, b], menos el area debajo [a, 0] y sobre de la grafica. 

Los resultados siguientes tambien pueden establecerse usando un calculo con suma de 
Riemann similar al del ejemplo 4 (ejercicios 75 y 76). 


c dx = c(b — a). 


c cualquier constante 



a < b 


( 2 ) 

(3) 


Revision del valor promedio de una funcion continua 

En la seccion 5.1 hablamos informalmente del valor promedio de una funcion continua no 
negativa/en un intervalo [a, b\, lo que nos lleva a definir este promedio como el area de¬ 
bajo de la grafica de y = f(x) dividida entre b — a. En notation de integrales escribimos 
esto como 

1 f h 

Promedio = - / fix) dx. 

b ~ a Ja 

Podemos usar esta formula para dar una definicion precisa del valor promedio de cual¬ 
quier funcion continua (o integrable), si es positiva, negativa o ambos. 

Es posible utilizar, de manera altemativa, el siguiente argumento. Empezamos con un 
concepto aritmetico: el promedio de n numeros es su suma dividida entre n. Una funcion con¬ 
tinua / en [a, b ] puede tener una infinidad de valores, pero aun asi podemos tomar una 
muestra de ellos de manera ordenada. Dividimos [a, b] en n subintervalos del mismo an- 
cho A x = (b — a)/n y evaluamos/en el punto Ck de cada uno (figura 5.14). El promedio 
de los n valores de la muestra es 


/(ci) + f(c 2 ) + • • • + f{c n ) 1 A s . 

n ~ n f( c k) 


Ax 

b — a 


2 /( c *) 
k= 1 


. b - a 1 Ax 

Ax = —-—, entonces — = -- 

n n b — a 



2/(0 Ax 

k=\ 
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El promedio se obtiene dividiendo una suma de Riemann para / en [a, b] entre 
(b — a). Conforme incrementamos el tamano de la muestra y hacemos que la norma de la 

rb 

particion tienda a cero, el promedio se aproxima a (1 /(b — a)) J a f(x) dx. Ambos puntos 
de vista nos llevan a la siguiente definicion. 


DEFINICION El promedio o valor medio de una funcion 

Si/es integrable en [a, b], su valor promedio en [a, b], tambien llamado valor 
medio es 

prom(/) = b L a /(*) dx - 


y 


2 fix) = V4-x 2 



FIGURA 5.15 El valor promedio de 
f(x) = V4 — x 2 en [—2, 2] es v/2 
(ejemplo 5). 


EJEMPLO 5 Determinacion de un valor promedio 
Encontrar el valor promedio de fix) = \/ 4 — x 2 en [—2, 2]. 

Solucion Reconocemos /(x) = V4 — x 2 como una funcion cuya grafica es el semi- 
circulo superior de radio 2 con centra en el origen (figura 5.15). 

El area entre el semicirculo y el eje x de —2 a 2 puede calcularse usando la formula 
geometrica 


Area = ^ • nr 2 = j • 7 t(2) 2 = 2tt. 

Debido a que/es no negativa, el area tambien es el valor de la integral de/, de —2 a 2, 

f2 


J V 4 — x 2 dx = 2n t . 


Por lo tanto, el valor promedio de/es 


a v(/) = 2 _ * _ 2 ) /V4 - x 2 dx = ^ (277 ) = y. 


EJERCICIOS 5.3 _ 

Expresion de Ifmites como integrates 


Exprese los limites de los ejercicios 1 a 8 como integrates definidas. 

n 

1. lim >, Ci? Ax*, donde P es una particion de 10, 21. 

m-o 

n 

2. Urn y\2 c* Ax*, donde P es una particion de [—1, 0] 

IMI—« i=i 

n 


3. 

4. 


lim 2 ( c * 2 
MI -0 £\\ 




3 cf) Ax*, donde P es una particion de [—7, 5] 
Ax*, donde P es una particion de [1,4] 


5. lim V, --Ax*, donde P es una particion de |2, 31. 

IMI-o *=! 1 “ c * 


6. lim VV4 — c* 2 Ax*, donde P es una particion de [0, 1]. 
11*11—0*=! 


7. lim ^ ( sec c k) Ax*, donde P es una particion [— tt/4, 0] 
IMI— 0 *= i 


8. lim ^ (tan cf) Ax*, donde P es una particion de [0, t t/ 4] 
IMI— 0 *= i 
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Uso de las propiedades y los valores conocidos 
para encontrar otras integrates 

9. Suponga que fy g son integrables y que 

J ^ f(x) dx = —4, f(x) dx = 6, g{x) dx = 8. 

Use las reglas listadas en la tabla 5.3 para encontrar 


a- J ' g( x ) dx 
c. [ 3 fix) dx 


e- / [/(*) - g(x)] dx 


b. J g(x) dx 

d. f f(x) dx 


f- ^ [4/0) - gO)] dx 


10. Suponga que fy h son integrables y que 

/ 9 r 9 r9 

f(x)dx = — 1, j fix)dx =5, J h)x) dx = 4. 
Use las reglas listadas en la tabla 5.3 para encontrar 


a. J —2fix) dx 

c. f [2fix) — 3 hix)\ dx 


e. J fix) dx 


b. J [fix) + h(x)] dx 
d. [ fix) dx 


f. / [h{x) — f{x)] dx 


f 2 

11. Suponga que J { f[x)dx = 5.Encuentre 


a. J fin) du 
c. [ fit) dt 


b. ^ V3 fiz)dz 


d- J i [~f(x)] dx 


12. Suponga que /_° 3 git) dt = \^2. Encuentre 


a- g(t)dt 

c. j [~gix)]dx 


b. J g[u) du 

„. mo 

4-3 V2 

r 3 

13. Suponga que/es integrable y que J Q f(z) dz = 3 y 

f 4 

J 0 /(z) dz = 1. Encuentre 

a. J fiz) dz b. J fit) dt 

14. Suponga que h es integrable y que j /?('') dr = 0 y 

r 3 

J-i h{ r ) d r = 6. Encuentre 


a. J h)r) dr 


b. — j h{u) du 


17. ^ \/9 — x 2 dx 18. J \/l6 — x 2 dx 


19. J \x\ dx 


20. y ( 1 — | x |) dx 


21. J {2 — \x\) dx 22. J i I • Vl“ x 2 ) 

Use las areas para evaluar las integrales en los ejercicios 23 a 26. 


| dx. 

b > 0 

24. 

f 4x dx, b > 0 

Jo 

» 

2s ds, 

0 < a < b 

26. 

J 3 1 dt, 0 < a < b 


Evaluaciones 

Use los resultados de las ecuaciones (1) y (3) para evaluar las integra¬ 
les de los ejercicios 27 a 38. 

/•V2 /*2.5 r2TT 

27. / x rfx 28. / x dx 29. / r/0 

Jl 70.5 j it 

/• 5V2 /••^7 ro .3 

30. r dr 31. / x 2 dx 32. / r/.s 

7 V 2 Jo Jo 


/* 1/2 ftrl 2 r2a 

33. / t 2 dt 34. / 0 2 c/0 35. / x dx 

J0 Jo Ja 

rV3a r'fb r3b 

36. / x dx 37. / x 2 dx 38. / x 2 dx 

Ja Jo Jo 

Use las reglas de la tabla 5.3 y las ecuaciones (l)-(3) para evaluar las 
integrales de los ejercicios 39 a 50. 


40. V2rfe 


39. J 1 dx 

41. J 5x dx 42. J ^ dx 

r2 /-V2, 

43. / (2? - 3) dt 


rV2 

44. / (t - V 2 ) dt 


(' + f) dz 

46. 

J (2z — 3) dz 

3 u 2 du 

48. 

/ 24u 2 du 

Jm 

(3x 2 + x — 5) dx 

50. 

J (3x 2 + x — 5) dx 


Uso del area para evaluar las integrales 
definidas 

En los ejercicios 15 a 22, grafique los integrandos y use las areas para 
evaluar las integrales. 


16. / (—2x + 4) dx 

J 1/2 


15 . J (j + 3 ] dx 


Determination del area 

En los ejercicios 51a 54, use una integral definida para encontrar el 
area de la region entre la curva dada y el eje x en el intervalo [0, b]. 


51. y = 3x 2 
53. y — 2x 


52. y = 7tx 2 

54.y = f + l 
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Valor promedio 

En los ejercicios 55 a 62, grafique la funcion y encuentre su valor pro¬ 
medio en el intervalo dado. 

55. fix) = x 2 — 1 en [o, a/3 ] 

r 2 

56. f(x) = - y en [0,3] 57. /( x) = -3x 2 - 1 en [0, 1] 

58. fix) = 3x 2 - 3 en [0, 1] 

59. fit) = (t — l) 2 en [0,3] 

60. f{t) = t 2 - t en [-2, 1] 

61. g(x) = |*| — 1 en a. [-1,1], b. [1,3], y c. [-1,3] 

62. h{x) = —|x|! en a. [-1, 0], b. [0, 1], y c. [-1, 1] 


73. Si prom(/) realmente es un valor tlpico de la funcion integrable 
fix) en [a, b\, entonces el numero prom(/) deberla tener la misma 
integral que/en [a, b ]. ^,Es asl? Esto es, ^la expresion siguiente es 
correcta? 

f prom(/) dx = f fix ) dx? 

Ja Ja 

Justifique su respuesta. 

74. Serla bueno si los valores promedios de funciones integrables 
obedecieran las reglas siguientes en un intervalo [a, b], 

a. prom(/ + g) = prom(/) + prom(gj 

b. prom (kf) = k prom(/) (k es cualquier numero) 


Teoria y ejemplos 


63. iQue valores de a y b maximizan el valor de 

J (x — x 2 ) dx? 

(Sugerencia: ^En donde es positivo el integrando?) 

64. iQue valores As ay b minimizan el valor de 

J (x 4 — 2x 2 ) dx? 

65. Use la desigualdad max-mln para encontrar las cotas superior e 
inferior del valor de 


Lit, 


: dx. 


66. (Continuation del ejercicio 65). Use la desigualdad max-mln pa¬ 
ra encontrar las cotas superior e inferior de 


1 


/ o 1 + x‘ 


dx y 


1 


/0.5 1 + x 2 


dx. 


Sume las cotas para llegar a una mejor estimacion de 

r i 


; dx. 

Jo 1 + x 2 

67. Demuestre que el valor de [} senfx 2 ) dx no puede ser 2. 

68. Pruebe que el valor de Vx + 8 dx esta entre 2\fl ~ 2.8 y 3. 

69. Integrales de funciones no negativas Use la desigualdad max- 
mln para probar que si/es integrable, 


fix) > 0 en [a, b] 


fix) dx a 0. 


70. Integrales de funciones no positivas Demuestre que si /es in¬ 
tegrable, 


fix) <0 en [a, b] 


fix) dx ^ 0. 


71. Use la desigualdad sen x £ x, que se cumple para x a 0, para 
encontrar una cota superior para el valor de J Q sen x dx. 

72. La desigualdad sec x > 1 + (x 2 /2) se cumple para (—7 t/2, tt/ 2). 
Usela para encontrar una cota inferior para el valor de J Q sec x dx. 


c. prom(/) < prom(g) si fix) < g(x) en [a, b], 

^Se cumplen siempre estas reglas? Justifique sus respuestas. 

75. Use llmites de sumas de Riemann, como en el ejemplo 4a, para 
establecer la ecuacion (2). 

76. Use llmites de sumas de Riemann, como en el ejemplo 4a, para 
establecer la ecuacion (3). 

77. Sumas superior e inferior para funciones crecientes 

a. Suponga que la grafica de una funcion continua^x) crece de 
manera constante cuando x se mueve de izquierda a derecha a 
lo largo de un intervalo [a, b]. Sea P una particion de [a, b\ en 
n subintervalos de longitud Ax =(6 — a)/n. Refierase a la 
siguiente figura para demostrar que la diferencia entre las 
sumas superior e inferior para/en esta particion puede repre- 
sentarse graficamente como el area de un rectangulo R cuyas 
dimensiones son [fib) — fia)] por Ax. iSugerencia: La dife¬ 
rencia U — L es la suma de las areas de los rectangulos cuyas 
diagonales Q 0 Q h QiQ 2 ,- -, Q„-iQ„ estan a lo largo de la 
curva. No hay traslape cuando estos rectangulos se desplazan 
horizontalmente dentro de R ). 

b. Suponga que en lugar de ser iguales, las longitudes Ax* de los 
subintervalos de la particion de [a, b ] varlan de tamano. De¬ 
muestre que 

U ~ L < | fib) - /(a)| Ax m4x , 

donde Ax mix es la norma de P y, por lo tanto, llm||/)||^o 
iU - L) = 0. 


y 
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78. Sumas superior e inferior para funciones decrecientes 

( Continuation del ejercicio 77). 

a. Dibuje una figura como la del ejercicio 77 para una funcion 
continua/(x) cuyos valores decrezcan de manera constante 
cuando x se mueve de izquierda a derecha a lo largo del inter- 
valo [a, b\. Sea P una particion de [a, b] en subintervalos de 
la misma longitud. Encuentre una expresion para U — L del 
ejercicio 77a. 

b. Suponga que en lugar de ser iguales las longitudes Ax* de los 
subintervalos de P varlan de tamano. Demuestre que la desi- 
gualdad 

U - L < | f{b) - f(a) | Ax m4x 

del ejercicio 77b todavla se cumple y que, por lo tanto, limp)||_,o 
(U- L) = 0. 

79. Use la formula 

sen h + sen 2h + sen 3 h + • • • + sen mh 

cos (/i/2) — cos {(m + (1/2 ))h) 
2 sen (/;/2) 

para encontrar el area debajo de la curva y = senx de x = 0 a 
x = 77-/2 en dos pasos: 

a. Haga una particion del intervalo [0, 7 t/ 2] en n subintervalos 
de la misma longitud, y calcule la suma superior correspon- 
diente U. 

b. Despues encuentre el llmite de U cuando n —* oo y 
Ax = (b — a)/n^>0. 

80. Suponga que/es continua y no negativa en [a, b ], como en la fi¬ 
gura de la derecha. Insertando puntos 

■D, X2 , ■ ■ - , X k - 1, X*, . . - , Xn— 1 

como se muestra, divida \a, b\ en n subintervalos de longitud 
Axi = x\ — a, Ax 2 = X 2 — Xi,, Ax„ = b — x„-i, que no tie- 
nen que ser iguales. 

a. Si m* = min {/(x) parax en el A-esimo subintervalo}, expli- 
que la conexion entre la suma inferior 

L = m\ Axi + m 2 Ax 2 + • • • + m„ Ax„ 
y la region sombreada en la primera parte de la figura. 

b. Si M k = max {/(x) para x en el Zr-esimo subintervalo}, ex- 
plique la conexion entre la suma superior 

U — My Axi H - M 2 Ax 2 + • • • + M n Ax„ 
y la region sombreada en la segunda parte de la figura. 

c. Explique la conexion entre U — L y las regiones sombreadas 
a lo largo de la curva en la tercera parte de la figura. 

81. Decimos que / es uniformemente continua en [a, b\ si, dado 
cualquier e > 0 existe S > 0 tal que si xi,X 2 estan en [a, Z>] y 

xi — X 2 <8 entonces |/(x t ) — /(x 2 )| < e. Se puede probar 
que una funcion continua en [a, b\ es uniformemente continua. 
Use esto y la figura de la derecha para demostrar que si/es conti¬ 
nua y € > 0 esta dada, es posible hacer U — L £ e • {b — a) ha- 
ciendo el mas largo de los Ax*’s lo suficientemente pequeno. 

82. Si en un viaje de 150 millas el promedio de velocidades es de 30 
millas/hora, y despues regresa sobre el mismo camino de 150 mi- 


y 



y 



y 



A 

e 

Y 




ri——1-1 1- 



' b a " 



lias a una razon de 50 millas/hora, *,cual es su rapidez promedio 
en todo el viaje? Justifique su respuesta. ( Fuente : David H. Plea- 
cher, The Mathematics Teacher, vol. 85, num. 6, pp. 445-446, sep- 
tiembre de 1992). 

EXPL0RACI0NES CON COMPUTADORA 

Determinacion de sumas de Riemarm 

Si su software matematico puede dibujar rectangulos asociados a las 
sumas de Riemann, uselo para dibujar rectangulos asociados a las su¬ 
mas de Riemarm que convergen a las integrales de los ejercicios 83 a 
88. En cada caso, use n = 4, 10, 20, y 50 subintervalos de la misma 
longitud. 

83. J (1 — x) dx = ^ 84. J (x 2 + 1) dx = j 
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85. 

87. 

88 . 


cos x dx = 0 


86 . 


sec 2 x dx = 1 


IjcI dx = 1 


tfx (El valor de la integral es aproximadamente 0.693). 


Valor promedio 

En los ejercicios 89 a 92, use un software matematico para realizar los 
siguientes pasos: 

a. Trace las funciones en el intervalo dado. 

b. Haga una particion del intervalo en n = 100, 200, y 1000 subin- 
tervalos de la misma longitud, y evalue la funcion en el punto 
medio de cada subintervalo. 


c. Calcule el valor promedio de los valores de la funcion generados 
en el inciso (b). 

d. Resuelva la ecuacion fix) = (valor promedio) para x usando el 
valor promedio calculado en el inciso (c) para la particion 

n = 1000. 


89. 

90. 

91. 

92. 


fix) = 
fix) = 

fix) = 
fix) = 


sen x en [0, it] 
sen 2 x en [0, 7 r] 
1 \tt 


x sen ^ en 
2 1 

x sen — en 


4’ 


7 T 


77 

r 


77 



El teorema fundamental del calculo 


Biografia historica 

Sir Isaac Newton 
(1642-1727) 


En esta seccion presentaremos el teorema fundamental del calculo, que es el teorema cen¬ 
tral del calculo integral. Dicho teorema conecta la integration con la derivation, permitien- 
donos calcular integrates usando una antiderivada de la funcion en lugar de tomar limites de 
las sumas de Riemann, como hicimos en la seccion 5.3. Leibniz y Newton explotaron esta 
relation y empezaron el desarrollo matematico que fue el combustible de la revolution 
cientifica durante los siguientes 200 anos. 

Durante nuestro analisis presentaremos la version integral del teorema del valor me¬ 
dio, que es otro teorema importante del calculo integral, y lo usaremos para probar el teo¬ 
rema fundamental. 


y 


y=m/ 



1-- b- a --I 


FIGURA 5.16 El valor /(c) en el 
teorema del valor medio es, en cierto 
sentido, la altura promedio (o media) 
de/en [a, b\. Cuando / a 0, el area 
del rectangulo es el area debajo de la 
grafica de/de a a b, 

f(c)(b - a) = / fix) dx. 


Teorema del valor medio para integrates definidas 

En la seccion anterior definimos el valor promedio de una funcion continua en un interva- 

rb 

lo cerrado [a, b] como la integral definida J f(x) dx dividida entre b — a que es la longi¬ 
tud o ancho del intervalo. El teorema del valor medio para integrates definidas afirma que 
la funcion / alcanza siempre, por lo menos una vez en el intervalo, el valor promedio. 

La grafica de la figura 5.16 muestra una funcion continua positiva y = fix) definida 
en el intervalo [a, b]. Geometricamente, el teorema del valor medio dice que existe un nu- 
mero c en [a, b] tal que el rectangulo con altura igual al valor promedio/(c) de la funcion 
y el ancho de la base b — a tiene exactamente la misma area que la region que esta debajo 
de la grafica de/, de a a b. 


TEOREMA 3 Teorema del valor medio para integrales definidas 

Si/es continua en [a, b], entonces en algun punto c en [a, b], 

/(c) = b \ a fix) dx. 
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Demostracion Si dividimos ambos lados de la desigualdad max-min (regia 6, tabla 5.3) 
entre (b — a), obtenemos 


y 


y=m 

o- 


1 El valor promedio, 

2 1/2 no se alcanza 


■i -1->x 

1 


FIGURA 5.17 Una funcion discontinua 
no tiene que alcanzar su valor promedio. 


1 / 

min / < b — a I /( x ) d x — max /. 

Como / es continua, el teorema del valor intermedio para funciones continuas (seccion 
2.6) dice que/debe alcanzar todos los valores entre min/y max/ Por lo tanto, debe alcan¬ 
zar el valor (1 /(b — a))f a /(x) dx en algun punto c de [a, b]. m 

Aqui, la continuidad de/es importante. Es posible que una funcion discontinua nunca 
alcance su valor promedio (figura 5.17). 


EJEMPLO 1 Aplicacion del teorema del valor medio para integrales 



Encontrar el valor promedio de /(x) = 4 — x en [0, 3] y un punto del dominio en donde/ 
alcanza este valor. 

Solucion 


prom(/) 


1 

b - 


/(x) dx 



l 

3 


4(3 - 0) 


= 4 - 


3 

2 


5 

2 ' 


— x) dx 




Seccion 5.3, ecs. (1) y (2) 


FIGURA 5.18 El area del rectangulo con El valor promedio de /(x) = 4 — x en [0, 3] es 5/2. La funcion alcanza este valor cuando 

base [0, 3] y altura 5/2 (el valor promedio 4 — x = 5/2 o x = 3/2. (Figura 5.18) 

de la funcion /(x) = 4 — x) es igual al 

area entre la grafica de/y el eje x, de 0 a 3 En el ejemplo 1, encontramos un punto c en donde/toma su valor promedio haciendo 

(ejemplo 1). /(x) igual al valor promedio calculado y resolviendo para x. No siempre se puede encon¬ 

trar facilmente el valor c. qQue mas podemos aprender del teorema del valor medio para 
integrales? A continuacion se da un ejemplo. 


EJEMPLO 2 


Probar que si/es continua en [a, b], a A b, y si 


/(x) dx = 0, 


entonces /(x) = 0 al menos una vez en [a, b]. 

Solucion El valor promedio de/en [a, b ] es 

prom(/) = v— ^— f f(x) dx = —- — *0 = 0. 
b — a J a b — a 

De acuerdo con el teorema del valor medio, / alcanza este valor en algun punto 
c e [a, b]. 
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0 a x b 


FIGURA 5.19 La fane ion F(x), definida 
por la ecuacion (1), da el area debajo de la 
grafica de/, de a a x, cuando/es no 
negativa y x > a. 


y 



0 a x x + h b 


FIGURA 5.20 En la ecuacion (1), F(x) 
es el area a la izquierda de x. Ademas, 
F(x + h) es el area a la izquierda de 
x + h. Entonces, el cociente de 
diferencias [Fix + h) - F(x)]/h es 
aproximadamente igual a/(x), la altura 
del rectangulo que se muestra aqui. 


Teorema fundamental, parte 1 

Si fit) es una funcion integrable en un intervalo finito /, la integral de cualquier numero fi- 
jo a e 7 a otro numero x e I define una nueva funcion F cuyo valor en x es 

F M = fit) dt. (1) 

Por ejemplo, si/es no negativa y x esta a la derecha de a, entonces F(x) es el area debajo 
de la grafica de a a x (figura 5.19). La variable x es el limite superior de integration de una 
integral, pero F es como cualquier otra funcion real de variable real. Para cada valor de la 
entrada x existe un resultado bien definido numericamente, en este caso la integral defini¬ 
da de/ de a a x. 

La ecuacion (1) da una manera de definir funciones nuevas, pero su importancia por 
el momenta es la conexion que hace entre integrales y derivadas. Si/es cualquier funcion 
continua, entonces el teorema fundamental del calculo afirma que F es una funcion dife- 
renciable de x cuya derivada es la misma f. En todo valor de x, 

i Fix) = i[ fit)dt = fix) - 

Para entender un poco mejor por que el resultado es valido, analicemoslo desde el punto 
de vista geometrico. 

Si / & 0 en [a, b], el calculo de F'(x) a partir de la definicion de la derivada implica 
tomar el limite cuando h 0 del cociente de diferencias 

F(x + h) — F{x) 
h ' 

Para h > 0, el numerador se obtiene restando dos areas, de manera que es el area debajo 
la grafica de/ de x a x + h (figura 5.20). Si h es pequeno, esta area es aproximadamente 
igual al area del rectangulo de altura f{x) y ancho h, como se ve en la figura 5.20. Esto es, 

F(x + h) — F{x) ~ hf(x). 

Dividiendo ambos lados de esta aproximacion entre /?, y haciendo h 0, es razonable es- 
perar que 


F'(x) 


F(x + h) — F(x) 
lim-;- 


fix). 


Este resultado es cierto aun si la funcion/no es positiva, y constituye la primera parte del 
teorema fundamental del calculo. 


TEOREMA 4 Teorema fundamental del calculo, parte 1 

Si/es continua en [a, b), entonces Fix) = J* fit) dt es continua en [a, b] y dife- 
renciable en (a, b), y su derivada es fix); 

F'ix) = fit) dt = fix). (2) 
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Antes de probar el teorema 4, veamos varios ejemplos para entender mejor lo que 
dice. 


EJEMPLO 3 Aplicacion del teorema fundamental 
Usar el teorema fundamental para encontrar 


(a) Tx L costdt 


(b) 4 


dx J q 1 + t' 
dy 


■ dt 


(c) si y = 3f sen t dt 


dy 

(d) dx si y 


cos t dt 


Solucion 

A 

dx 

d 


(a) -j- / cos t dt = cos* 


(b) 


dx Jo 1 + t 


1 dt= 1 


1 + x 2 


Ecuacion 2 con f(t) = cos t 
1 


Ecuacion 2 con f(t) = 


1 + t A 


(c) La regia 1 para integrales de la tabla 5.1, seccion 5.3, establece esto para el teorema 
fundamental. 

”5 


dy = d_ 

dx dx 


3tsentdt = 


dx 


3 1 sen t dt ) 


= —3 1 sen t dt 

dx J 5 

= —3* sen* 

(d) El llmite de integracion superior no es *, sino * 2 . Esto hace que y sea una composi- 
cion de dos funciones, 


f u 7 

y = I cos t dt y u = x . 

Por lo tanto, debemos aplicar la regia de la cadena cuando encontremos dy/dx. 

dy = dy du 

dx du dx 



du 

= cos u • . 

dx 


= cos(* 2 ) • 2* 
= 2* cos* 2 



du 

dx 
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EJEMPLO 4 Construccion de una funcion con una derivada y vaLor dados 
Encontrar una funcion y = fix) en el dominio (—7r/2, tt/2) con derivada 

dy 

—r = tanx 
ax 


que satisfaga la condicion /(3) = 5. 

Solucion El teorema fundamental facilita la construccion de una funcion con derivada 
tan x que sea igual a 0 en x = 3: 


y 


tan t dt. 


Como y( 3 ) = J tan t dt = 0, solo tenemos que sumar 5 a esta funcion para construir 
una con derivada tan x cuyo valor en x = 3 es 5: 


/(x) = J tan t dt + 5. 

A pesar de que la solucion del problema del ejemplo 4 satisface las dos condiciones 
requeridas, podriamos cuestionarnos si esta en una forma util. La respuesta es si, ya que 
hoy en dia tenemos computadoras y calculadoras capaces de aproximar integrales. En el 
capitulo 7 aprenderemos a escribir la solucion del ejemplo 4 como 


y = In 


cos 3 


cosx 


H- 5. 


A continuacion se da una demostracion del teorema fundamental para una funcion 
continua arbitraria. 


Demostracion del teorema 4 Probamos el teorema fundamental aplicando directamen- 
te la definicion de la derivada a la funcion F{x), cuando x y x + h estan en (a, b). Esto sig- 
nifica escribir el cociente de diferencias 


Fix + h) — F(x) 

h 


(3) 


y probar que su limite cuando A —» 0 es el numero/(x) para cada x en (a, b). 

Cuando reemplazamos Fix + h) y F(x) por sus integrales definidas, el numerador de 
la ecuacion (3) se convierte en 


rx+h 


F{x + h) — F(x) = 


fit) dt - fit ) dt. 


La regia de aditividad para integrales (regia 5, tabla 5.3) simplifica el lado derecho a 

rx+h 

/ fit ) dt, 


de manera que la ecuacion (3) se transforma en 


Fix + h) - Fix) 1 rrv , ,, 

- h - = h + h ’ ~ 


rx+h 


fit) dt. 


(4) 
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De acuerdo con el teorema del valor medio para integrales definidas, el valor de la ul¬ 
tima expresion en la ecuacion (4) es uno de los valores que toma/en el intervalo entre x y 
x + h. Esto es, para algun numero c en este intervalo, 

'o' 

II 

+ 

K 

— 1|*«: 

(5) 

Cuando h — > 0, x + h se aproxima a x, forzando a c a hacerlo tambien (porque c esta atra- 
pada entre x y x + /;)• Como/es continua en x,/(c) se aproxima a/(x): 

lim /(c) = f{x). 

(6) 

Entonces, regresando al principio tenemos 


dF Fix + h) - F(x) 

dx h 

Definicion de derivada 

1 f x+h 

= lim j- / fit) dt 

A-0 h J, 

Ecuacion (4) 

= lim /(c) 

/i-»0 

Ecuacion (5) 

= fix) ■ 

Ecuacion (6) 


Si x = a o b, entonces el limite de la ecuacion (3) se interpreta como un limite unilateral 
con h —> 0 + o h —> 0 , respectivamente. Asi pues, el teorema 1 de la seccion 3.1 prueba 
que F es continua para todo punto de [a, b\. Esto concluye la prueba. ■ 

Teorema fundamental parte 2 (El teorema de la evaluacion) 

Veamos ahora la segunda parte del teorema fundamental del calculo. En ella se describe 
como evaluar integrales definidas sin usar el calculo de limites de sumas de Riemann. En 
lugar de ello, encontramos una antiderivada y la evaluamos en los limites de integracion 
superior e inferior. 


TEOREMA 4 (Continuacion) El teorema fundamental del calculo, parte 2 

Si/es continua en todos los puntos de [a, b\ y F es cualquier antiderivada de/en 
[a, b ], entonces 


fix ) dx 


F(b) - F(a). 


Demostracion La parte 1 del teorema fundamental nos dice que existe una antiderivada 
de/ a saber 

G{x) = J f(t)dt. 

En consecuencia, si F es cualquier antiderivada de f entonces Fix) = Gix) + C para al- 
guna constante C en a < x < b (de acuerdo con el corolario 2 del teorema del valor me¬ 
dio para derivadas, seccion 4.2). Toda vez que tanto F como G son continuas en [a, b], ve- 
mos que F(x) = G(x) + C tambien se satisface cuando x = a y x = b tomando limites 
laterales (cuando x—>a + yx—>ZO. 
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Evaluando F(b) — F(a) , tenemos 


F(b) - F(a) 


[Gib) + C] - [G(a) + C] 
G(b ) - G(a) 




0 


fit) dt. 


El teorema dice que para calcular la integral definida de /en [a, b\, todo lo que tene¬ 
mos que hacer es: 

1. Encontrar una antiderivada F de/, y 

rb 

2. Calcular el numero J a f{x)dx = F(b) — F{a). 

La notacion usual para F(b) — F(a ) es 

~ b r ~\b 


Fix) 


F{x) 


a 


a 


dependiendo de si F tiene uno o mas terminos. 


EJEMPLO 5 EvaLuacion de integrales 


(a) 

(b) 


cos x dx = sen x 


= sen 7 t — sen 0 = 0 — 0 = 0 


sec x tan x dx = sec x 


/— 77/4 


= sec 0 — sec 


— 77/4 


f ) = 1 - V2 


(c) 




4 

X 


4 

1 


(4) 3/2 + I 


(l ) 3/2 + f 


= [8 + 1] - [5] = 4. 


El procedimiento utilizado en el ejemplo 5 es mucho mas facil que calcular la suma de 
Riemann. 

Las conclusiones del teorema fundamental nos dicen varias cosas. Se puede reescribir 
la ecuacion (2) como 



dF 

dx 


fix), 


que dice que si primero se integra la funcion/y despues se deriva el resultado, volvemos 
nuevamente a la funcion f. De la misma manera, la ecuacion 




Fix) - Fia) 


dice que si primero se deriva la funcion F y despues se integra el resultado, obtenemos de 
nuevo la funcion F (ajustada por una constante de integracion). En cierto sentido, los pro- 
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cedimientos de integration y derivation son “inversos” uno del otro. El teorema funda¬ 
mental tambien dice que toda funcion continua/tiene una antiderivada F. Y afirma que la 
ecuacion diferencial dy/dx = f{x) tiene una solucion (a saber, la funcion y = F(x)) para 
toda funcion continua f. 


Area total 

La suma de Riemann contiene terminos de la forma /( c/,) A k que dan el area de un rectan- 
gulo cuando f(c k ) es positiva. Cuando f(c k ) es negativa, el producto f(c k ) A k es el negativo 
del area del rectangulo. Cuando sumamos tales terminos para una funcion negativa, obte- 
nemos el negativo del area entre la curva y el eje x. Si tomamos entonces el valor absoluto, 
obtenemos el area positiva. 


EJEMPLO 6 Determination de areas usando antiderivadas 
Calcular el area acotada por el eje x y la parabola y = 6 — x — x 2 . 


y 



FIGURA 5.21 El area de este 
arco parabolico se calcula con una 
integral definida (ejemplo 6). 



Solucion Encontramos en donde cruza la curva el eje x haciendo 
y = 0 = 6—x — x 2 = (3+ x)( 2 — x), 


que da 


x = —3 o x = 2. 


En la figura 5.21 se da un dibujo de la curva, y es no negativa en [—3, 2]. 
El area es 


(6 — x — x 2 ) dx 





20 f • 


En la figura 5.21, la curva es un arco de parabola, y es interesante notar que el area debajo 
de dicho arco es exactamente igual a dos tercios de la base por la altura: 



El calculo del area de la region acotada por la grafica de una funcion y = /(x) y el 
eje x requiere mas cuidado cuando la funcion toma valores tanto positivos como negativos. 
Debemos ser cuidadosos para partir el intervalo [a, b] en subintervalos en donde la funcion 
no cambie de signo. De otra manera, podriamos obtener cancelaciones entre los signos 
positivo y negativo de las areas, llegando a un total incorrecto. El area total correcta se 
obtiene sumando el valor absoluto de la integral definida en cada subintervalo donde/(x) 
no cambia de signo. El termino “area” significant el area total. 


FIGURA 5.22 El area total entre EJEMPLO 7 Cancelation de areas 

y = sen x y el eje x para 0 < x £ 277 es E a figura 5.22 muestra la grafica de la funcion /(x) = senx entre x = 0 y x = 2tt. 

la suma de los valores absolutos de dos Calcular 
integrales (ejemplo 7). 

(a) la integral definida de/(x) en [0, 2-77]. 

(b) el area entre la grafica de/(x) y el eje x en [0, 27 t] . 
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Soludon La integral definida para /(x) = sen x esta dada por 


^271 


senx dx = —cos; 


2tt 


= —[cos 277 — cosO] = —[1 — 1] = 0. 


JO 


La integral definida es cero, porque las porciones de la grafica por arriba y por debajo del 
eje x hacen que las contribuciones se cancelen. 

El area entre la grafica dej[x) y el eje x en [0, 2 77] se calcula dividiendo el dominio de 
sen x en dos partes: el intervalo [0, 77] en donde es no negativa, y el intervalo [ 77 , 277] en 
donde es no positiva. 


senx dx = —cos; 


Jo 


f* 2 tt 


senx dx = —cosx 


277 " 


= —[cos 77 — cos 0] 
— [cos 277 — cos 77] 


-[-1 - 1 ] = 2 . 

-[1 - (-1)] = -2. 


La segunda integral da un valor negativo. El area entre la grafica y el eje se obtiene su- 
mando los valores absolutos 

Area = |2| + | —21 =4. 



FIGURA 5.23 La region entre la curva 
y = x 3 — x 2 - 2 x y el ejex (ejemplo 8 ). 


Resumen: 

Para encontrar el area entre la grafica de _v = /(x) y el eje x en el intervalo [a, b], 
haga lo siguiente: 

1. Subdivida [a, b] en los ceros de f. 

2. Integre/en cada subintervalo. 

3. Sume los valores absolutos de las integrales. 


EJEMPLO 8 Determinacion de areas usando antiderivadas 

Encontrar el area de la region entre el eje x y la grafica de /(x) = x 3 — x 2 — 2x, 
-1 < x < 2. 


Soludon Primero encontramos los ceros de f Como 

/(x) = x 3 — x 2 — 2x = x(x 2 — x — 2) = x(x + l)(x — 2), 


los ceros son x = 0, — 1, y 2 (figura 5.23). Los ceros subdividen a [—1, 2] en dos subinter- 
valos: [— 1, 0], en donde / & 0, y [0, 2], en donde /^0. Integramos/en cada subinterva¬ 
lo y sumamos los valores absolutos de las integrales calculadas. 



— x 2 — 2 x) dx 



_5_ 

12 



El area total acotada se obtiene sumando los valores absolutos de las integrales calculadas, 


Area total acotada = -py + 


37 
12 ' 
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EJERCICIOS 5.4 


Evaluaciones integrates 

Evalue las integrales de los ejercicios 1 a 26. 


1. J ( 2x + 5) dx 


3. 

5. 

7. 


3 x — dx 


J (x 2 + Vx) dx 


dx 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 


5 - | )dx 


J (x 3 — 2x + 3) dx 


/o 


n 


x 3 / 2 dx 

^ 4 dx 

-2 X ~ 


9. / sen x dx 
/ o 

Ctt/3 


11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 


2 sec 2 x dx 

3tt/4 


10 . J (1 + cosxjt/x 

/ > 5tt , /6 


I 7t/4 
/>0 


esc 0 cot 6 d8 
1 + cos 2t 


' 7t/2 

ij 

r -1 


dt 


(8>' 2 + seny) rfv 


(/■ + l) 2 tfr 


1-1 V 1 


/V^2 

rV V + Vs , 

---as 


12 . 

14. 

16. 

18. 

20 . 

22 . 

24. 


CSC 2 X fi?X 


I Tt/6 
Ctt/3 


4 sec utan u du 


1 - cos2t 


dt 


jt/3 

—77/4 


I—tt/3 
rV 3 

/-VS 

/•l 


4 sec" M— t dt 


(t + l)(t 2 + 4) dt 


\ \dv 
h/2 \v v 


du 


25. J \x\ dx 


1 - V« 


26. / — (cosx + |cosx|)t/x 


Derivadas de integrales 

Encuentre las derivadas en los ejercicios 27 a 30 

a. evaluando la integral y derivando el resultado. 

b. derivando directamente la integral. 


rVx 


27. 


dx I 


cos t dt 


, ft 

29. — / Vw du 
dt n 


28. JV 'it 2 dt 


30. seSydy 


Encuentre dv/dx en los ejercicios 31 a 36. 


32. y — ~fdt, x > 0 


31. y — VTT7 2 dt 

J 0 j 1 ' 

/■O fx 2 

33. y — sen (t 2 ) dt 34. y — cos Vf dt 

J Vx Jo 


35. v = 


1 : 


dt 


Vl - t 2 ’ 


36. y = 


f° dt 
J tanx 1 + t 2 


|x| < 


77 

J 


Area 

En los ejercicios 37 a 42, encuentre el area total entre la region y el 
ejex. 

37. y = —x 2 — 2x, -3 £ x £ 2 

38. y = 3x 2 — 3, —2 < x s 2 

39. y = x 3 — 3x 2 + 2x, 0 £ x £ 2 

40. y = x 3 - 4x, -2 < x < 2 

41. y = x 1 / 3 , -1 < x < 8 

42. y = x 1 / 3 - x, -1 < x < 8 

Encuentre el area de las regiones sombreadas de los ejercicios 43 a 46. 

43. y 
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Problemas de valores iniciales 

Cada una de las siguientes funciones resuelve uno de los problemas de 
valores iniciales de los ejercicios 47 a 50. iQue funcion resuelve cual 
problema? Justifique sus respuestas brevemente. 


a. 

y = 

3 

II 

-C 

/ sec t dt + 4 
lo 

c. 

y = 

j sec t dt + 4 

d. y = 

/> - 3 

47. 

dy 

dx 

y^ = _3 

48. y' = 

secx, >'(— 1) 

49. 

/ = 

secx, y(0) = 4 

50. / = 

b t(i) = - 


Exprese las soluciones de los problemas de valores iniciales de los 

ejercicios 51 a 54 en terminos de integrales. 
dy 

51. -j- = secx, y(2) = 3 

52. J x = Vl + x 2 , y( 1) = -2 

53. ^ = /(f), s(to) = s 0 

54. ^ = g(t), v(t 0 ) = v 0 

Aplicaciones 

55. La formula de Arqulmedes para las parabolas Arqulmedes 
(287-212 a.C.), inventor, ingeniero militar, flsico y el mayor mate- 
matico de la epoca clasica del mundo occidental, descubrio que el 
area debajo de un arco parabolico es igual a dos tercios de la base 
por la altura. Trace el arco parabolico y = h — (4 h/b 2 )x 2 , 
—b/2 £ x £ b/ 2, suponiendo que h y b son positivos. Despues 
use calculo integral para encontrar el area de la region acotada en- 
tre el arco y el eje x. 

56. Ingresos a partir del ingreso marginal Suponga que el ingre- 
so marginal de una companla que fabrica y vende batidoras de 
huevo es 

£ = 2-2 /(*+D 2 > 

donde r esta medido en miles de dolares y x en miles de unidades. 
^Cuanto dinero debera recibir la companla por una production de 
x = 3 mil batidoras de huevo? Para averiguarlo, integre el ingre¬ 
so marginal de x = 0a x = 3. 

57. Costo a partir del costo marginal El costo marginal de impri- 
mir un cartel cuando se han impreso x carteles es 

dc _ 1 

dx 2Vx 

dolares. Encuentre c(100) — c(l), el costo de imprimir del cartel 
2 al cartel 100. 

58. (Continuation del ejercicio 57). Encuentre c(400) — c(100), el 
costo de imprimir del cartel 101 al cartel 400. 


Obtencion de conclusiones acerca del movimiento 
a partir de las graficas 

59. Suponga que / es la funcion diferenciable que se muestra en la 
grafica siguiente, y que la posicion en el tiempo t (seg) de una 
partlcula que se mueve a lo largo de un eje coordenado es 

s= f(x) dx 
Jo 

metros. Use la grafica para contestar las siguientes preguntas. 
Justifique sus respuestas. 


y 



a. ^Cual es la velocidad de la partlcula en el tiempo t = 5 ? 

b. <^La aceleracion de la partlcula en el tiempo f = 5 es positiva 
o negativa? 

c. ^,Cual es la posicion de la partlcula en el tiempo t = 3 ? 

d. <^En que momento durante los primeros 9 segundos alcanza s 
su valor maximo? 

e. ^Aproximadamente en que momento la aceleracion es cero? 

f. ^Cuando se esta moviendo la partlcula hacia el origen? 
^Cuando lo hace alejandose del origen? 

g. ^En que lado del origen esta la partlcula en el tiempo t = 9 ? 

60. Suponga que g es la funcion diferenciable cuya la grafica aparece 
aqul, y que la posicion en el tiempo t (seg) de una partlcula que se 
mueve a lo largo de un eje coordenado es 


= / g(x) dx 


metros. Use la grafica para contestar las siguientes preguntas. 
Justifique sus respuestas. 
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a. ^Cual es la velocidad de la particula en el tiempo 4=3? 

b. ^La aceleracion de la particula en el tiempo f = 3 es positiva 
o negativa? 

c. ^Cual es la posicion de la particula en el tiempo 4 = 3? 

d. ^Cuando pasa la particula por el origen? 

e. ^En que momento la aceleracion es cero? 

f. ^Cuando se esta moviendo la particula hacia el origen? 
^Cuando se esta alejando del origen? 

g. <^En que lado del origen esta la particula en el tiempo 4 = 9? 


Justifique sus respuestas. 

a. h es una funcion dos veces diferenciable de x. 

b. tanto h como dh/dx son continuas. 

c. La grafica de h tiene una tangente horizontal en x = 1 . 

d. h tiene un maximo local eni = 1 . 

e. h tiene un rninimo local en x = 1 . 

f. La grafica de h tiene un punto de inflexion en x = 1. 

g. La grafica de dh/dx cruza el eje x en x = 1. 

Q 69. El teorema fundamental Si/es continua, esperamos que 


Teona y ejemplo 

61. Demuestre que si k es una constante positiva, el area entre el eje x 
y uno de los arcos de la curva y — sen kx es 2/k. 

62. Encuentre 


1 f x+h 

lim — / /(f) dt 

h^o h J x 

sea igual a f(pc), como en la demostracion de la parte 1 del teore¬ 
ma fundamental. Por ejemplo, si /(f) = cos f, entonces 


1 P f 2 

lim —r / - dt. 

*-»0 x 3 Jo f 4 + 1 

63. Suponga que fj f(t) dt = x 1 — 2x + 1. Encuentre f(x). 

64. Encuentre/(4) si fo /(0 dt = X COS TTX. 

65. Encuentre la linealizacion de 

fx+l „ 

/M = 2 - J 2 Y+- t dt 

en x = 1 . 

66 . Encuentre la linealizacion de 

g{x) = 3 + sec (f — 1) dt 

at x = -1 . 

67. Suponga que / tiene una derivada positiva para todos los valores 
de x, y que /(1) = 0. ^Cuales de los siguientes enunciados deben 
ser ciertos para la funcion 


f x+h sen(x + h) — senx 

cos t dt =-:-. 


(7) 


La parte derecha de la ecuacion (7) es el cociente de diferencias 
para la derivada del seno, y esperamos que su limite cuando h—* 0 
sea cos x. 

Grafique cos x para — tt < x S 2tt . Despues dibuje, de ser 
posible con un color distinto, la grafica del lado derecho de la 
ecuacion (7) como funcion de x para h = 2,1, 0.5, y 0.1. Obser¬ 
ve como las ultimas curvas convergen a la grafica del coseno 
cuando h —** 0 . 

70. Repita el ejercicio 69 para /(f) = 3f 2 .^Quees 


lim — 

A->0 h 


r x+h , (x + hf - x 3 

It 2 dt = lim 2 - / -? 

, *->o h 


Grafique f(x) = 3x 2 para — 1 < x £ 1. Despues grafique el 
cociente ((x + h) 3 — x 3 )/h como una funcion de x para 
h — 1, 0.5, 0.2, y 0.1. Observe como las ultimas curvas conver¬ 
gen a la grafica de 3x 2 cuando /z —» 0. 


g M = fit) dtl 

Justifique sus respuestas. 

a. g es una funcion diferenciable de x. 

b. g es una funcion continua de x. 

c. La grafica de g tiene una tangente horizontal en x = 1 . 

d. g tiene un maximo local en x = 1. 

e. g tiene un rninimo local en x = 1 . 

f. La grafica de g tiene un punto de inflexion en x = 1. 

g. La grafica de dg/dx cruza el eje x en x = 1. 

68. Suponga que / tiene una derivada negativa para todos los valores 
de x, y que /(1) = 0. ^Cuales de los siguientes enunciados deben 
ser ciertos para la funcion 

h{x) = f f(t) dtl 
Jo 


EXPL0RACI0NES CON C0MPUTAD0RA 

En los ejercicios 71 a 74, sea F(x) = JjJ fit) dt para la funcion espe- 
cifica/y el intervalo [a, b\. Use un software matematico para realizar 
los pasos siguientes y contestar las preguntas que se plantean. 

a. Trace juntas las funciones fy F en [a, b\. 

b. Resuelva la ecuacion F'(x) = 0 . ^Que puede afirmar acerca de 
las graficas de/y F en los puntos donde F'(x) = 0 ? ^,Su obser- 
vacion se basa en la parte 1 del teorema fundamental y en la in- 
formacion proporcionada por la primera derivada? Explique su 
respuesta. 

c. ^,En que intervalos (aproximadamente) la funcion F es creciente 
y en cuales es decreciente? ^.Que es cierto acerca de/en esos in¬ 
tervalos? 

d. Calcule la derivada /' y tracela junto con F. ^Que puede afirmar 
acerca de la grafica de E’en los puntos donde fix) = 0? ^,Su 
observacion se basa en la parte 1 del teorema fundamental? Ex¬ 
plique su respuesta. 
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71. 

/(x) 

72. 

fix) 

73. 

fix) 

74. 

fix) 
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En los ejercicios 75 a 78, sea F(x) = f‘‘ tx) fit) dt para a,uyf estipu- 
lados. Use un software matematico para realizar los pasos siguientes y 
contestar las preguntas que se plantean. 


a. Encuentre el dominio de F. 

b. Calcule F'(x) y determine sus ceros. ^En que puntos de su domi- 
nio F es creciente? ^En cuales es decreciente? 

c. Calcule F" (x) y determine sus ceros. Identifique los extremos lo¬ 
cales y los puntos de inflexion de F. 


d. Use la informacion de los incisos (a)-(c) para hacer un dibujo de 
y = F(x) en su dominio. Despues grafique F(x) con su software 
matematico para apoyar su dibujo. 

75. a = 1, u(x) = x 2 , f(x) = A/1 — jc 2 

76. a = 0, u(x) = x 2 , fix) = ”\/1 — x 1 

77. a = 0, u{x) = 1 — x, f(x) = x 2 — 2x — 3 

78. a = 0, u(x) = 1 — x 2 , f(x) = x 2 — 2x — 3 

En los ejercicios 79 y 80, suponga que/es continua y que u(x) es dos 
veces diferenciable. 

d f u(x) 

79. Calcule ^ I f{t) dt y verifique su respuesta usando un soft¬ 
ware matematico. 

d 2 f u ^ 

80. Calcule — y / fit) dt y verifique su respuesta usando un soft- 

dx~J a 

ware matematico. 


5.5 


Las integrates indefinidas y la regia de sustitucion 


Una integral definida es un numero definido al tomar el limite de sumas de Riemann aso- 
ciadas a particiones de un intervalo cerrado finito cuya norma tiende a cero. El teorema 
fundamental del calculo dice que una integral definida de una funcion continua puede 
calcularse facilmente si somos capaces de encontrar una antiderivada de la funcion. En ge¬ 
neral, encontrar antiderivadas resulta mas dificil que encontrar derivadas. Sin embargo, 
vale la pena el esfuerzo de aprender las tecnicas para calcularlas. 

Recordemos que en la seccion 4.8 se menciono que el conjunto de todas las antideri¬ 
vadas de una funcion/ se llama integral indefinida de /respecto de x, lo cual se denota 
mediante 


J f(x) dx. 

La conexion entre las antiderivadas y la integral definida establecida en el teorema funda¬ 
mental explica ahora esta notacion. Cuando encuentre la integral indefinida de una fun¬ 
cion f recuerde que siempre se debe incluir una constante arbitraria C. 

Debemos distinguir cuidadosamente entre integrales definidas e indefinidas. Una in¬ 
tegral definida J a f(x) dx es un numero. Una integral indefinida f /(x) dx es una funcion 
mas una constante arbitraria C. 

Hasta ahora solamente hemos podido encontrar antiderivadas de funciones que reco- 
nocemos claramente como derivadas. En esta seccion empezaremos a desarrollar tecnicas 
mas generales para encontrar antiderivadas. Las primeras tecnicas de integradon que de- 
sarrollaremos se obtienen al invertir las reglas para encontrar derivadas, como la regia de 
las potencias y la regia de la cadena. 


La regia de potencias en la forma integral 

Si u es una funcion diferenciable de x y n es un numero racional distinto de — 1, la regia de 
la cadena nos dice que 


d_ 

dx 


n + 1 


u 


du 
dx ’ 
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Desde otro punto de vista, esta misma ecuacion afirma que u n+ /(« + 1) es una de las an- 
tiderivadas de la funcion u n {du/dx). Por lo tanto, 


/ 



La integral del lado izquierdo de la ecuacion suele escribirse en la forma “diferencial” sen- 
cilia, 


/ 


u n du, 


que se obtiene al tratar a las dx como diferenciales que se cancelan. Asi llegamos a la si- 
guiente regia. 


Si u es cualquier funcion diferenciable, entonces 



(n A — 1 ,n racional). 


(1) 


La ecuacion (1) realmente se cumple para cualquier exponente real n ¥= —\, como vere- 
mos en el capitulo 7. 

En la obtencion de la ecuacion (1) supusimos que u era una funcion diferenciable de la 
variable x, pero el nombre de la variable no tiene importancia y no aparece en la formu¬ 
la final. Podriamos haber representado la variable con 0,t,y, o cualquier otra letra. La 
ecuacion (1) dice que siempre que podamos escribir una integral en la forma 


/ 


u" du, (n A — 1), 


con u como una funcion diferenciable y du como su diferencial, podemos evaluar la inte¬ 
gral como [u n+] /(n + 1)] + C. 

EJEMPLO 1 Uso de la regia de potencias 



Sea u = 1 + y 2 , 
du/dy = 2y 



H<V2) + 1 


Integrar, usando la 
ecuacion (1) con n = 1/2. 


( 1 / 2 ) + 1 


| w 3/2 + C 


Forma simplificada 


2 

y (1 + y 2 ) 3 / 2 + C u por 1 + y 2 . ■ 
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EJEMPLO 2 Ajuste del integrando con una constante 



— 1 dt = 


1 


] 4 ■ V4t - 1 • 4 dt 


4 



Sea u = At — 1, 
du/dt = 4. 


^ / U '/ 2 du 


J 


Con el 1/4 fliera, la 
integral esta ahora en la 
forma estandar 



Integrar, usando la 
ecuacion (1) con n = 1/2. 


\ u 3/2 + C 
6 


Forma simplificada 


■g (4t — l) 3 ^ 2 + C Reemplazar u por At — 1. ■ 


Sustitucion: Aplicacion de la regia de la cadena hacia atras 

Las sustituciones en los ejemplos 1 y 2 son ejemplos de la siguiente regia general. 


TEOREMA 5 La regia de sustitucion 

Si u = g-(x) es una funcion diferenciable cuyo rango es un intervalo I y f es con- 
tinua en /, entonces 



Demostracion La regia es cierta porque, de acuerdo con la regia de la cadena, F(g(x)) es 
una antiderivada de f{g(x)) • g' (x) siempre que F sea una antiderivada de f. 


F(g(x)) — F'(g(x)) • g'{x) 

= fig U) ) • g' W • Porque F' = f 


Si hacemos la sustitucion u = g(x) entonces 



F(g(x)) + C 
F{u) + C 


Teorema fundamental 


u = g(x) 



Teorema fundamental 


fill) du 


F' =f 
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La regia de sustitucion proporciona el siguiente metodo para evaluar la integral 


f(g(x))g'(x) dx, 


cuando fy g' son funciones continuas: 

1. Sustituir u = g(x) y du = g'(x) dx para obtener la integral 


f(u) du. 


2. Integrar respecto de u. 

3. Reemplazar u por g(x) en el resultado. 


EJEMPLO 3 Uso de la sustitucion 


cos (70 + 5) d6 = / cos u-ijdu 


Sea u = 70 + 5, du = 7 de, 
(1/7) du = d6. 


= / cos u dii 


Con el (1/7) fuera, la integral 
esta ahora en la forma estandar. 


= ysenw + C 


Integrar respecto de u, 
tabla 4.2. 


— y Sen (7d + 5) + C Reemplazar u por 70 + 5. 


Podemos verificar esta solucion derivando y verificando que obtuvimos la funcion origi¬ 
nal cos (70 + 5). 


EJEMPLO 4 


Uso de la sustitucion 


x 1 sen (x j ) dx= sen (x J ) ■ x 2 dx 


= / sen u • ^ du 


sen u du 


= y (—cos u) + C 


= — yCOs(x 3 ) + C 


Sea u = x 3 , 
du = 3x 2 dx , 
(1/3) du = x 2 dx. 


Integrar respecto de u. 


Reemplazar u por x 3 . ■ 


372 Capi'tulo 5: Integradon 


EJEMPLO 5 


Uso de identidades y sustitucion 


1 


cos 2 2x 


dx = / sec 2 2x dx 


= / sec 2 w^du 


— — / sec 2 u du 


= 2 tan u + C 


= 2 tan2x 4 - C 


1 

cos 2x 


= sec 2x 


u = 2x, 
du = 2 dx , 

J.x = (1/2) t/i/ 


— tan w = sec u 
du 


u = 2x 


El exito del metodo de sustitucion depende de encontrar una sustitucion que cambie 
una integral que no podemos evaluar directamente por una que si podamos. Si la primera 
sustitucion falla, intente simplificar mas el integrando con una o dos sustituciones adi- 
cionales (vea los ejercicios 49 y 50). Si no se tiene exito se puede intentar otro tipo de 
sustitucion. Es posible que haya varias formas correctas de proceder, como en el ejemplo 
siguiente. 


EJEMPLO 6 Uso de distintas sustituciones 
Evaluar 



Solucion Podemos usar el metodo de sustitucion de integracion como una herramienta 
exploratoria: sustituimos la parte mas problematica del integrando y vemos que sucede. 
Para esta integral, podemos intentar u = z 2 + 1 o incluso poner a prueba nuestra suerte y 
tomar u como toda la raiz cubica. He aqui lo que pasa en cada caso. 

Solucion 1: Sustituimos u = z 2 + 1 . 


2z dz _ du 

= Ju~*/ 3 du 

„ 2 /3 


2/3 


+ C 


= |w 2/3 + C 


Sea u = z 1 4- 1, 
du — 2 zdz. 

En la forma f u n du 


Integral* con respecto de it. 


= j(z 2 + l) 2 / 3 + C 


Reemplazar u por z 2 + 1. 
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y 



IT 2tt 


Solucion 2: Sustituimos, en cambio, por u = Vz 2 + I. 

/ 2z dz _ / 3» 2 du 

J V?TT ~ J 11 


Sea u = Vz 2 + 1, 
k 3 =z 2 + 1, 

3u 2 du = 2zt/z. 


= 3/1/ du 


= 3 -y+c 


= |(z 2 + l) 2 / 3 + C 


Integral* respecto de u. 
Reemplazar w por (z 2 4- 1 ) 1//3 . 


Las integrates de sen 2 x y cos 2 x 

Algunas veces podemos usar identidades trigonometricas para transformar integrales que 
no sabemos como evaluar, en otras en las que podamos usar la regia de sustitucion. Vea- 
mos un ejemplo que da las formulas de integration para el sen 2 x y cos 2 x las cuales apare- 
cen con frecuencia en las aplicaciones. 


EJEMPLO 7 
(a) 


2 J / 1 — cos 2x J 
sen x ax = / --- ax 


1 — cos 2x 


(b) 


= L. / (1 — cos 2x) dx = dx — j cos 2x dx 

1 1 sen2x . „ x sen2x . „ 

= ~ 2 X ~ 2 2 ^ = 2 4 ^ ^ 


2 7 / 1 + cos2x J 

cos x dx = / -z- dx 


=t + 


2 

sen 2x 


+ C 


o 1 + cos2x 
cos x = -—- 


Con la parte (a), pero j 
con un signo cambiado 


EJEMPLO 8 Area debajo de La curva y = sen 2 * 

La figura 5.24 muestra la grafica de g{x) = sen 2 * en el intervalo [0, 27 t] . Encontrar 

(a) la integral definida de g(x) en [0, 27 t] . 

(b) el area entre la grafica de la funcion y el eje x en [0, 27 t] . 

Solucion 

(a) De acuerdo con el ejemplo 7(a), la integral definida es 


f 2 ” , 

/ sen x dx = 

Jo 

x sen 2x 

2tt 

2tt 

sen 477 


0 

sen 0 

2 4 

0 

2 

4 


2 

4 


= [7T - 0] - [0 - 0] = 77. 


(b) La funcion sen 2 * es no negativa, de manera que el area es igual a la integral definida, 


FIGURA 5.24 El area debajo de la 
curva y = sen 2 x en [0, 277 ] es igual a tt 
unidades cuadradas (ejemplo 8). 


O 77. 
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V 



FIGURA 5.25 La grafica del voltaje 
V = V m ix sen 120 tj-£ en un ciclo completo. 
Su valor promedio en la mitad de un ciclo 
es 2 F m ix /tt . Su valor promedio en un 
ciclo completo es cero (ejemplo 9). 


EJEMPLO 9 ELectricidad en el hogar 

Podemos modelar el voltaje de la instalacion electrica de nuestra casa con la funcion seno 

V = Ej-nix sen 1207 Tt, 

que expresa el voltaje V en voltios como una funcion del tiempo t en segundos. La funcion 
efectua 60 ciclos cada segundo (su frecuencia es 60 hertz o 60 Hz). La constante positiva 

K m ax es el pico del voltaje. 

El valor promedio de V en medio ciclo de 0 a 1/120 seg (vea la figura 5.25) es 


1 f 1/120 

Vprom = ( 1 / 120 ) - 0 J 0 


Fmax sen 1207 Tt dt 


= 120F m a X 

V, 


120t r 


cos 1207rt 


1/120 

JO 


[ — cos 77 + COS 0] 


2V m 


El valor promedio del voltaje en un ciclo completo es cero, como podemos verlo en la fi¬ 
gura 5.25. (Vea tambien el ejercicio 63). Si midieramos el voltaje con un galvanometro es- 
tandar, la lectura seria cero. 

Para medir el voltaje eficientemente, usamos un instrumento que mide la raiz cuadra- 
da del valor promedio del cuadrado del voltaje, a saber 

Vrpc = V(v 2 ) pmm . 

El subindice “rpc” significa “raiz del promedio del cuadrado”. Como el valor promedio de 
V 2 = (Lmdx) 2 sen 2 12077J en un ciclo es 

1 /’ 1 /6o (y , )2 

(F 2 )prom = (^ 60 ) _ Q J (^max) 2 sen 2 120t Ttdt = ’ 


(ejercicio 63, inciso c), la rpc del voltaje es 



^max 

vf' 


Los valores dados para las instalaciones electricas caseras y los voltajes siempre son valo- 
res rpc. Asi, “115 voltios de corriente alterna” significa que la rpc del voltaje es 115. El pi¬ 
co del voltaje, que se obtiene a partir de la ultima ecuacion, es 

Emax = V2 Frpc = V5 • 115 « 163 Voltios, 


que es considerablemente alto. 


EJERCICIOS 5.5 


Evaluacion de integrates 

Evalue las integrates indefinidas de los ejercicios 1 a 12, usando la 
sustitucion dada para reducir las integrates a la forma estandar. 


1. 


sec It tan 2 1 dt, u = 2t 


J sen lx dx, u - 3, 2. j, m (2x>) 


i t Y t . , t 

1 — cos 2 j sen -^dt, u = 1 — cos^ 
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5. J 28(7x - 2)- 5 dx, u = lx - 2 

6. / x 3 (x 4 — 1 ) 2 dx, u = x 4 — 1 


„ f 9r 2 dr , 

7. / — ; , w = 1 — r 


Vl - r 3 ’ 

8. / 12(v 4 + 4y 2 + l) 2 (y 3 + 2y) dy, u = / + 4v 2 + 1 


,./vWfi+- 1,*. 


b. Usando m = esc 26 


10 . / — cos 2 ( y ) fife:, u = ~y 


11 . J esc 2 26 cot 26 dd 

a. Usando w = cot 20 

12 . f — 

J V5x + 8 

a. Usando « = 5x + 8 b. Usando m = V5x + 

Evalue las integrales de los ejercicios 13 a 48. 

13. / V3 - 2s ds 


15. / . 1 ds 

J V5s + 4 


14. j (2x + 1 ) 3 fife: 
3 dx 


16. 


(2 - x) 2 


17. JdV 1 - d 2 dd 18. J 80 W - 1 dd 


19. / 3yV 7 - 3y dy 

21 . / - 1 - 

J Vx (1 + \4) 2 

23. J cos (3z + 4) fife 
25. / sec 2 (3x + 2) dx 


__ / «x x , 

27. / sen —cos —ax 

29 ' /WTf-'Y* 


20 . 


4y c/v 

\/2y 2 + 1 


dx 




24. / sen (8z — 5) fife 


26. / tan 2 x sec 2 x fife: 


28. y tan 7 y sec 2 y dx 
„ 5\3 


30. / r I 7 - jq ) dr 


3,./^ S en,^ + ,) A sen (x 4 / 3 — 8) fife: 


33. / sec ( v + yjtan (u + y ) dv 


34. / esc I X1 —xr- rl - cot ( ” , 17 | dv 


f sen (2? + 1) 

35. / — 77 - -dt 

J cos 2 (2? + 1) 


36. 


6 cos t 
(2 + sen ?) 3 


r dt 


41. 


cot y esc 2 y dy 

38. 

cos — 1 ^ dt 

40. 

1 1 m 

sen y cos y d6 

42. 


sec z tan z 


fife 




V0 sen 2 V 0 


rf0 


46. 


x — 1 


dx 


43. J (s 3 + 2 s 2 - 5s + 5)(3.y 2 + 4j — 5) ds 

44. J (0 4 - 20 2 + 80 ~ 2)(0 3 -0 + 2) d6 

45. Jt\ 1 + ? 4 ) 3 dt 

47. J x 3 Vx 2 + 1 dx 48. J 3x s Vx 3 + 1 dx 

Simplification de integrales paso a paso 

Si no sabe que sustitucion hacer, intente reducir la integral paso a paso, 
usando una sustitucion de prueba para simplificar un poco la integral, y 
despues otra para simplificarla un poco mas. Vera a lo que nos referi- 
mos si se fija en la sucesion de sustituciones de los ejercicios 49 y 50. 

49 . [ 18 ^n 2 x sec 2 x & 

J (2 + tan 3 x ) 2 

a. u = tanx, seguido por v = u 2 , despues de w = 2 + v 

b. u = tan 3 x, seguido porn = 2 + u 

c. u = 2 + tan 3 x 

a. u = x — I, seguido por u = sen «, despues de w = 1 + v 2 

b. u = sen(x — 1 ), seguido por v = 1 + u 2 

c. u = 1 + sen 2 (x — 1 ) 

Evalue las integrales de los ejercicios 51 y 52. 

( 2 r — 1 ) cos V3(2r — l ) 2 + 6 


51. 

52. 


V3(2r - l) 2 + 6 
sen 


- dr 


V0 cos 3 V0 


c/0 


Problemas de valores iniciales 

Resuelva los problemas de valores iniciales de los ejercicios 53 a 58. 

53. ^ = 12?(3? 2 - l) 3 , 5(1) = 3 
dt 

54. ^ = 4x (x 2 + 8) _1/3 , y(0) = 0 


55> * = 8sen [ t+ 12> * (0) = 

56 ' % = 3 cos2 (t " 0 )> = v 
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57. = -4sen (it - yj, s'(0) = 100, s(0) = 0 
d 2 y 

58. —, = 4 sec 2 2x tan 2x, v'(0) = 4, y(0) = —1 

dx 

59. La velocidad de una particula que se mueve hacia atras y hacia 
delante a lo largo de una recta es v = ds/dt = 6 sen 2 1 m/seg 
para toda t. Si s = 0 cuando t = 0, encuentre el valor de s cuan- 
do t = ir/2 sec. 

60. La aceleracion de una particula que se mueve hacia atras y hacia 
delante a lo largo de una recta es a = d 2 s/dt 2 = 7r 2 cos t rt 
m/seg 2 para toda t. Sis = 0yu=8 m/seg cuando t — 0, en¬ 
cuentre s cuando t = 1 sec. 


Teoria y ejemplos 


61. Aparentemente es posible integrar 2 sen x cos x respecto de x de 
tres maneras distintas: 


a. / 2 sen x cos x rfo = / 2 u du 


b. 


u = sen x. 


= u 2 + C\ = sen 2 x + C\ 


2 sen x cos x dx = j —2u du u = cosx, 

= —u 2 + C 2 = — cos 2 x + C 2 
c. J 2senxcos x dx = J sen2 x dx 2senxcosx = sen2x 
cos 2x 

--^-r C 3 . 


^Pueden ser correctas las tres integraciones? Justifique su res- 
puesta. 

62. La sustitucion u = tan x da 



La sustitucion u = sec x da 



tan 2 x 
2 L 





sec 2 x 
2 ° 


^Pueden ser correctas las dos integraciones? Justifique su res- 
puesta. 

63. (Continuation del ejemplo 9). 

a. Demuestre, evaluando la integral en la expresion 


x r 1 / 6 O 

TVTtiC -L/ Lmax sen 120 -rrt dt 

(1/60) - 0 Jo 

que el valor promedio de V = V m i x sen 120 7 rt en un ciclo 
completo es cero. 

b. El circuito que hace funcionar las estufas electricas tiene una 
velocidad de 240 voltios rpc. ^Cual es el valor pico del voltaje 
permisible? 

c. Demuestre que 

r i/so (V ■ ) 2 

/ ( Vmax) 2 sen 2 120 irt dt = 12Q . 


5.6 


Sustitucion y area entre curvas 


Hay dos metodos para evaluar, por sustitucion, una integral definida. El primero consiste 
en encontrar una antiderivada mediante sustitucion, y despues evaluar la integral definida 
usando el teorema fundamental. Usamos este metodo en los ejemplos 8 y 9 de la seccion 
anterior. El segundo metodo extiende directamente el proceso de sustitucion para integra¬ 
tes definidas. Aplicaremos la formula nueva, que se presenta a continuacion, para calcular 
el area entre dos curvas. 


Formula de sustitucion 

En la formula siguiente, los limites de integradon se modifican cuando se cambia la varia¬ 
ble de integradon mediante sustitucion. 


TEOREMA 6 Sustitucion en integrates definidas 

Si g' es continua en el intervalo [a, b] y si/es continua en el rango de g, entonces 

fb fg(b) 


f(g(x))‘g'(x) dx = 


JgM 


f(u) du 
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Demostracion Sea F cualquier antiderivada de f. Entonces 


f(g(x)) -g'(x) dx = F(g(x)) 


x=b 


= F(g(b)) ~ F(g(a )) 

' u=g(b) 

= Hu) 

fg(b) 

Jg(a ) 


- u=g(a ) 

I 

f(u) du. 


^x F (s(x)) 

= F(g(x))g'(x) 
= f{g(x))g'(x) 


Teorema fundamental 

■ 


Para usar la formula, hacemos la misma sustitucion de u = g(x) y du = g'(x) dx que 
usariamos para evaluar la integral indefinida correspondiente. Despues se integra la inte¬ 
gral transformada respecto de u, del valor g(a) (el valor de uenx = a) al valor g(b) (el va¬ 
lor de uenx = b). 

EJEMPLO 1 Sustitucion por dos metodos 


Evaluar J 3x 2 Vx 3 + 1 dx. 

Solucion Tenemos dos posibilidades. 

Metodo 1; Transformar la integral y evaluar la integral transformada con los limites trans- 
formados dados en el teorema 6. 


+ 

l dx 

Sea 11 = x 3 + l,du = 3x 2 dx. 

Cuando x = — l,u = ( — 1) 3 + 1 = 0 

Vm du 

Cuando x = 1, u = (1 ) 3 + 1 =2. 


2 


3/2 


Evaluar la integral definida nueva. 


0 



2 3 / 2 - 0 3 / 2 


2V2 


4V2 


Metodo 2 : Transformar la integral como una integral indefinida, cambiar nuevamente a x y 
usar los limites originales de x. 


J 3x 2 Vx 


3 + 1 dx = / Vm du 


= | M 3 / 2 + C 


Sea u = x 3 + 1, du = 3x 2 dx. 
Integrar respecto de u. 


3x 2 \ / x 3 + 1 dx = ^ (x 3 + l) 3 / 2 

1 * 


~ 3 + 1) 3// " + C Reemplazar u por x 3 + 1. 

1 


Usar la integral recien encontrada 
con los limites de integracion para x. 


((i) 3 + 1) 3 / 2 - ((-1) 3 + 1) 3 / 2 


2 3 / 2 - O 3 / 2 


2V2 


4V2 


3 
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( ',Cual metodo es mejor, evaluar la integral definida transformada con los llmites 
transformados usando el teorema 6, o transformar la integral, integrar y transformar de re- 
greso para usar los limites originales de integracion? En el ejemplo 1, el primer metodo 
parece mas facil, pero no siempre es asi. Generalmente es mejor conocer ambos metodos y 
usar el que parezca mas apropiado en cada caso. 


EJEMPLO 2 Uso de la formuLa de sustitucion 


7l/2 


/7t/4 


cot 0 esc 2 0 d6 = / u m {—du) 


= — u 


du 


Sea u = cot d, du = —esc 2 6 dd, 

— du = esc 2 6 dd. 

Cuando 6 = tt/ 4, u = cot (7t/4) = 1. 
Cuando 6 = 7t/2, u = cot (tt/2) — 0. 


(o ) 2 

2 


(1) 


21 


Integrates definidas para funciones simetricas 

La formula de sustitucion del teorema 6 simplifica los calculos de integrales definidas de 
funciones pares e impares (seccion 1.4) en un intervalo simetrico [ —a, a] (figura 5.26). 



FIGURA 5.26 (a) / par, f“ a f{x) dx = 2 f(x) dx (b) / impar, f“ a f(x) dx = 0 


Teorema 7 

Sea/continua en un intervalo simetrico [—a, a]. 

/ a ra 

f(x) dx = 2 f{x) dx. 

a Jo 

fa 

(b) Si/es impar, / fix) dx = 0. 
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Demostracion del inciso (a) 


y 



FIGURA 5.27 La region entre las 
curvas y = f(x) y y = g(x) y las 
rectas x = a y x = b. 


y 



FIGURA 5.28 Aproximamos la 
region con rectangulos 
perpendiculares al eje x. 


y 



/(x) dx = f(x) dx + f(x) dx 


f(x) dx+ /(x) dx 


= — f(—u)(—du) + / f(x)dx 


= / /(— u) du + / /(x) dx 


= / f{u) du + / f{x) dx 


= 2 f(x) dx 


Regia aditiva para las 
integrales definidas 

Regia del orden de 
integracion 

Sea u = —x, du = — dx. 
Cuando x = 0, u = 0. 
Cuando x = — a , u = a. 


f es par, de manera que 
/(-«) = /(«)■ 


La demostracion del inciso (b) es totalmente similar, y se le pedira que la lleve a cabo en el 
ejercicio 86. ■ 


Las afirmaciones del teorema 7 siguen siendo validas cuando / es una funcion inte- 
grable (en lugar de tener la propiedad mas fuerte de ser continua), pero su demostracion es 
un poco mas complicada, asi que la dejaremos para un curso mas avanzado. 


EJEMPLO 3 Integral de una funcion par 

Evaluar [ (x 4 — 4x 2 4- 6 ) dx. 


Solucion Como /(x) = x 4 — 4x 2 + 6 satisface /(—x) = /(x), es par en un intervalo 
simetrico [—2, 2 ], de manera que 


(x 4 — 4x 2 + 6) dx = 2 / (x 4 — 4x 2 + 6) dx 


= 2 

= 2 



;X i + 6x 


- f + 12 I = 


232 
15 ' 


Area entre curvas 

Suponga que queremos encontrar el area de una region acotada por arriba por la curva 
y = /(x), por abajo por la curva y = g(x), por la izquierda y derecha por las rectas 
x = a y x = b (figura 5.27). Con suerte, la region podria tener una forma cuya area pu- 
dieramos encontrar geometricamente, pero si f y g son funciones continuas arbitrarias, 
usualmente tenemos que encontrar el area con una integral. 

Para ver cual seria dicha integral, primero aproximamos la region con n rectangulos 
verticales, basandonos en una particion P = {xo, Xi,..., x„} de [a, b] (figura 5.28). El 
area del £-esimo rectangulo (figura 5.29) es 


FIGURA 5.29 El area A At del k-esimo 
rectangulo es el producto de su altura, 
f(ck) ~ g(ck), y su ancho, Ax*. 


A At = altura X ancho = [/(c*) — g(c*)] Ax*. 
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y 



FIGURA 5.30 La region del 
ejemplo 4, con un rectangulo de 
aproximacion tipico. 


Aproximamos entonces el area de la region, sumando las areas de los n rectangulos: 


n n 

A ~ ^ A Ak = \f(cu) — g(ci t)] Axk. 

k=i k= l 

Cuando ||/ > || —> 0, las sumas de la derecha se aproximan al llmite [/(x) — g(x)] dx de- 
bido a que fyg son continuas. Tomamos el area de la region como el valor de esta integral. 
Esto es. 


n rb 

A = l]™ _ g( c ^)] Ax*- = / [/(x) - g(x)] dx. 

lrl|-»o*=i Ja 


DEFINICION Area entre curvas 

Si/y g son continuas con /(x) & g(x) en todo [a, b], el area de la region entre 
las curvas y = f{x) y y = g(x ) de a a A es la integral de (/ — g) de a a b: 


A = [ [/(x) - g(x)] dx. 


Cuando se aplica esta definicion, es util dibujar las graficas de las curvas. La grafica reve¬ 
la cual curva es la superior/y cual es la inferior g. Tambien nos ayuda a encontrar los limi- 
tes de integracion si aun no los conocemos. Es posible que sea necesario encontrar tam¬ 
bien en donde se intersecan las curvas para determinar los limites de integracion, y esto 
puede obligarnos a resolver la ecuacion /(x) = g(x) para valores de x. Despues podremos 
integrar la funcion / — g para el area entre las intersecciones. 

EJEMPLO 4 Area entre curvas que se intersecan 

Encontrar el area de la region acotada por la parabola y = 2 — x 2 y la recta y = —x. 


Solucion Primero trazamos las dos curvas (figura 5.30). Los limites de integracion se 
encuentran resolviendo simultaneamente y = 2 — x 2 y y = — x para x. 

2 — X 2 = —X Igualar f(.x) y g(.\). 

X~ X 2 — 0 Reescribir. 


(x + l)(x — 2) — 0 
x = — 1, x = 2. 


La region vadex=— lax = 2. Los limites de integracion son a = — 1 ,b = 2. 
El area entre las curvas es 


A = Ja dX = J i ^ 2 ~ ^ dX 


= (2 + x 


2 ) dx 


2x + y 
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Biografia historica 

Richard Dedekind 
(1831-1916) 


Si la formula para una curva frontera cambia en uno o mas puntos, subdividimos la region 
en subregiones que correspondan a los cambios de la formula y aplicamos la formula para 
el area entre las curvas en cada subregion. 



FIGURA 5.31 Cuando la formula para 
una curva frontera cambia, el area total 
cambia para convertirse en la suma de 
integrales y coincidir con aquella, una 
integral para cada una de las regiones 
sombreadas que se muestran aqui para el 
ejemplo 5. 


EJEMPLO 5 Cambio de la integral para ajustarla a un cambio en La frontera 

Encontrar el area de la region en el primer cuadrante, que esta acotada por arriba por 
y = Vx y por abajo por el eje x y la recta y = x — 2. 


Solucion El dibujo (figura 5.31) muestra que la cota superior de la region es la grafica 
de /(x) = Vx. La cota inferior cambia de g(x) = 0 para 0 s x s 2 a g(x) = x — 2 
para 2 < x < 4 (coinciden enx = 2). Subdividimos la region en x = 2 en dos subregio¬ 
nes A y B, que se muestran en la figura 5.31. 

Los limites de integracion para la region A son a = Oy b = 2. El limite izquierdo pa¬ 
ra la region B es a = 2. Para encontrar el limite derecho, resolvemos simultaneamente las 
ecuaciones y = Vx y y = x — 2 para x: 

Vx = X — 2 Igualar f(x ) y g(x). 

X = (x — 2)“ — — 4x + 4 Elevar al cuadrado ambos lados. 

X 2 — 5x+4 = 0 Reescribir. 

(x l)(x 4) — 0 Factorizar. 

X = 1, X = 4. Resolver. 


Solamente el valor x = 4 satisface la ecuacion Vx = x — 2. El valor x = 1 es una raiz 
ajena, que surge al elevar al cuadrado. El limite derecho es b = 4. 


Para 0 < x ^ 2: /(x) — g(x) = Vx — 0 = Vx 

Para 2<x<4: /(x) — g(x) = Vx — (x — 2) = Vx — x + 2 

Sumamos las areas de las subregiones Ay B para encontrar el area total: 

f \fx dx + [ (Vx — x + 2) dx 

Area total = J 0 Ji 

area en A area en B 


3 v ' 


:f(8)-2 = f. 


- (2) 3/2 -2 + 4 


Integracion con respecto a y 

Si las curvas que acotan una region estan descritas como funciones de v, los rectangulos de 
aproximacion son horizontales en lugar de verticales, y la formula basica tiene y en lugar 
de x. 
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Para regiones como estas 



usamos la formula 


A= J c [/W _ sW] dy. 


En esta ecuacion/siempre denota la curva de la derecha y g la curva de la izquierda, de 
manera que f(y) — g(y) es no negativo. 


(g(y), y) 


x = y~ 


(4, 2) 


h -f(y) - gw-M 

L 


x = y +2 

A .v f(y),y) 


0 7 = 0 


FIGURA 5.32 Si se integra respecto 
de x, es necesario hacer dos integrales 
para encontrar el area de esta region. 

Si se integra respecto de y (ejemplo 6), 
hay que hacer solamente una integral. 


EJEMPLO 6 Determinacion del area de la region del ejemplo 5 integrando 
respecto de v. 

Solucion Primero trazamos la region y un rectangulo horizontal tipico, basandonos en 
una particion del intervalo de valores de y (figura 5.32). La cota derecha de la region es la 
recta x = y + 2, de manera que fiy) = y + 2. La cota izquierda de la region es la curva 
x = y 2 , de manera que g(_y) = y 2 . El limite inferior de integradon es >’ = 0. Para encon¬ 
trar el limite superior, resolvemos simultaneamente x = y + 2 y .t = y 2 para y: 


y + 2=y 2 
y 2 - y - 2 = 0 
(y + 1 )(y - 2) = 0 
y=-i, 7 = 2 


Igualar f(y) = y + 2 y 

g(y) = y 2 - 

Reescribir. 

Factorizar. 

Resolver. 


El limite superior de integradon es b = 2. (El valor y = — 1 da un punto de interseccion 
debajo del eje x). 

El area de la region es 


A = 


U(y) ~ gb)] dv = / [y + 2— y 2 ] dy 


[2 + y ~ y ] dy 

3- 


~ ,y y 
ly + y “ t 


^ 2 3 

Este es el resultado del ejemplo 5, encontrado con menos trabajo 


H) 

3 • 
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y 



FIGURA 5.33 El area de la region azul es 
el area debajo de la parabola y = Vr 
menos el area del triangulo (ejemplo 7). 


Combinacion de integrates con formulas geometricas 

La manera mas rapida de encontrar un area puede ser combinar calculo con geometria. 


EJEMPLO ' Determination del area de La region deL ejempLo 5 de La manera 
mas rapida 

Encontrar el area de la region del ejemplo 5. 


Solucion El area que queremos es el area que esta entre la curva y = Vx, 0sj<4,y 
el eje x, menos el area del triangulo con base 2 y altura 2 (figura 5.33): 


Area = / Vxdx — ^ (2)(2) 


= — jr 3 / 2 

3 X 


= f(8)-0 


2 = — 

3 • 


Conclusion de los ejemplos 5-7 Algunas veces es mas facil encontrar el area entre dos 
curvas integrando con respecto a y en lugar hacerlo con respecto a x. Tambien puede ayu- 
dar combinar geometria con calculo. Despues de trazar la region, tomese unos instantes 
para pensar en la mejor manera de proceder. 


EJERCICIOS 5.6 


Evaluacion de las integrates definidas 

Use la formula de sustitucion del teorema 6 para evaluar las integrales 
de los ejercicios 1 a 24. 

r 3 _ ro 

1. a. j Vy + 1 dy b. / Vy + 1 dy 

2. a. J r\/1 — r 2 dr b. j r\/1 — r 2 dr 

r /4 7 r , 

3. a. / tan x sec x dx b. / tan x sec x dx 

JO J—tt/4 

r ■> f i7r , 

4. a. / 3 cos x sen x dx b. / 3 cos x sen x dx 

J0 JlTT 

5. a. J f 3 (l + r 4 ) 3 dt b. J r 3 (l + r 4 ) 3 dt 

6. a. [ t(t 2 + 1) 1/3 dt b. f t(t 2 + 1 y^dt 

Jo J-V 7 


7. a. 


5 r 


-l (4 + r 2 ) 2 


r dr 


I o (1 + u 3 / 2 ) 2 
rV 3 


Vx 2 + 1 


b. 


Jo (4 + r 2 ) 2 


-dr 


8. a. I' 10V j du b.T 10V V du 


h (1 + u 3 / 2 ) 2 

rVl 


9. a. / , 4x dx b. / , 4x dx 


/-V5 Vx 2 + 1 


r 1 x 3 f 0 x 3 

10. a. / — , dx b. / — , dx 


Jo Vx 4 + 9 


-1 Vx 4 + 9 


J rTr/6 C 77 /^ 

' (i — cos 3r) sen 3f dt b. (1 — cos 3t) sen 3t dt 

0 Jtt/6 

12. a. [ (2 + tan sec 2 Jr dt b. [ ( 2 + tan jr 1 sec 2 Jr dt 


-tt/2\ 2/ 2 J-tt/2 

c2lT 


2 2 


13. a. / , C0S -" dz b. / , C0S -~ dz 


Jo \/4 + 3 senz 
r 0 


-ir 3/4 + 3 senz 

/* 7f/2 


* . / sen w 7 . / sen w , 

14. a. / ---rJw b. / -- 

J- 77/2 (3 + 2 cos w ) 2 Jo (3 + 2 cos w ) 2 

r4 dy 


15. Vt 5 + 2?(5f 4 + 2) dt 16. ^ 


2Vy(l + Vy) 2 


rff / 6 - ^ 5 /e\ 


17. / cos 20 sen 20 dO 18. / cot — sec — J0 


/o 


6 / \6 


19. / 5(5-4 cos f) 1 / 4 sen £ dt 20. / (1 — sen 2?) 3 / 2 cos 2^ J? 

Jo Jo 

21. [ (4y - y 2 + 4y 3 + 1) _2/3 (12^ 2 - 2y + 4) dy 
Jo 

22. (y 3 + 6y 2 - 12y + 9r'Z 2 (y 2 + 4y - 4) dy 
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23. / Vo cos 2 (0 3/2 ) dO 



Area 

Encuentre el area total de las regiones sombreadas en los ejercicios 25 
a 40. 


25. 



26. 

y 



27. 


28. 



V = — (cosx)(sen(7r + irsenx)) 

2 y 



29. 

3 1 


30. 




31. 


y 



32. y 
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36. y 



37. 38. 




39. 40. 



Encuentre las areas de las regiones acotadas por las rectas y curvas de 
los ejercicios 41 a 50. 

41. y = x 2 — 2 y y = 2 

42. y = 2x - x 2 y y = -3 

43. y = x 4 y y = 8x 

44. y = x 2 — 2x y y = x 

45. y = x 2 y y = -x 2 + 4x 

46. y = 7 - 2x 2 y y = x 2 + 4 

47. y = x 4 - 4X 2 + 4 y y = x 2 

48. y = xVfl 2 — x 2 , a > 0, y y = 0 


49. y = \/|x| y 5y = x + 6 (^Cuantos puntos de interseccion 
hay?) 

50. y = lx 2 - 4| y y = (x 2 ^) + 4 

Encuentre las areas de las regiones acotadas por las rectas y curvas de 


los 

ejercicios 

51 a 

58 . 




51. 

x = 

2/, 

X : 

= 0. 

> y 

y = ■ 

3 

52. 

x = 

/ 

y x = 

y + 

2 


53. 

y 2 ~ 

- 4x 

= 4 

y 

4x 

- y = 

16 

54. 

x — 

/ = 

= 0 

y 

X + 

ii 

3 

55. 

X + 

y 2 = 

= 0 

y 

x + 

ii 

2 

56. 

X — 

y 2 / 3 

= 0 

y 

X - 

f y 4 = 

2 

57. 

X = 

/- 

- 1 

y 

X = 

|y|VT 


58. 

X = 

y 3 

■ y 2 

y 

X = 

: 2y 



Encuentre las areas de las regiones acotadas por las curvas de los ejer¬ 
cicios 59 a 62. 

59. 4x 2 + y = 4 y x 4 - y = 1 

60. x 3 - y = 0 y 3x 2 - y = 4 

61. x + 4y 2 = 4 y x + y 4 = 1, para x > 0 

62. x + y 2 = 3 y 4x + y 2 = 0 

Encuentre las areas de las regiones acotadas por las rectas y curvas de 

los ejercicios 63 a 70. 

63. y = 2 senx y y = sen2x, 0 £ x £ it 

64. y = 8cosx y y = sec 2 x, — tt/3 £ x £ tt /3 

65. y = cos (7 tx/ 2) y y = 1 — x 2 

66. y = sen (ttx/ 2) y y = x 

67. y = sec 2 x, y = tan 2 x, x = —tt/ 4, y x = rr/4 

68. x = tan 2 y y x = —tan 2 y, —ir/4 £y£ ir/4 

69. x = 3 seny \/cosy y x = 0, 0 £y £ tt/2 

70. y = sec 2 (irx/3) y y = x 1 / 3 , -1 < x £ 1 

71. Encuentre el area de la region, con forma de helice, acotada por la 
curva x — y 3 = 0 y la recta x — y = 0. 

72. Encuentre el area de la region, con forma de helice, acotada por 
las curvas x — y 1 / 3 = 0 y x — y = 0. 

73. Encuentra el area de la region en el primer cuadrante, acotada por 
la recta y = x, la recta x = 2, la curva y = 1/x 2 , y el eje x. 

74. Encuentra el area de la region “triangular” en el primer cuadrante, 
acotada a la izquierda por el eje y y a la derecha por las curvas 
y = sen x y y = cos x. 

75. La region acotada por abajo por la parabola y = x 2 y por arriba 
por la recta y = 4 se tiene que dividir en dos subregiones de la 
misma area, cortandolas con una recta horizontal y = c. 

a. Trace la region y dibuje, a lo largo de ella, la recta y = c que 
parezca correcta. En terminos de c, ^cuales son las coordena- 
das de los puntos donde se intersecan la recta y la parabola? 
Anadalos a su figura. 
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b. Encuentre c integrando con respecto ay. (Esto coloca a c en 
los limites de integracion). 

c. Encuentre c integrando con respecto a x. (Esto tambien coloca 
a c en el integrando). 

76. Encuentre el area de la region entre la curva v = 3 — x 2 y la rec¬ 
ta y = — 1 integrando con respecto a. x, b. y. 

77. Encuentre el area de la region en el primer cuadrante, acotada a la 
izquierda por el eje y, abajo por la curva y = jc/ 4 , arriba y a la iz- 
quierda por la curva y = 1 + Vx, y arriba y a la derecha por la 
curva y = 2/Vx. 

78. Encuentre el area de la region en el primer cuadrante, acotada a 
la izquierda por el ejey, abajo por la curva x = 2\fy, arriba y a la 
izquierda por la curva x = (y — 1 ) 2 , y arriba y a la derecha por 
la recta x = 3 — y. 


y 



82. ^Cierto, algunas veces cierto, o falso? El area de la region entre 
las graficas de las funciones continuas y = fix) y y = g(x) y las 
rectas verticales x = a y x = b (a < b) is 



g(x)] dx. 


y 



79. Aqui la figura muestra un triangulo AOC inscrito en la region 
acotada por la parabola y = x 2 y por la recta y = a 2 . Encuentre 
el limite de la razon del area del triangulo al area de la region pa- 
rabolica cuando a tiende a cero. 


Justifique su respuesta. 

Teona y ejemplo 

83. Suponga que F(x) es una antiderivada de fix) = (senx)/x, 
x > 0. Exprese 

r 3 


sen 2x 


dx 


en terminos de F. 

84. Demuestre que si/es continua, entonces 

f /(x) dx = [ /(1 — x) dx. 


85. Suponga que 



80. Suponga que el area de la region entre la grafica de una funcion/ 
continuay positivayelejexdex = a ax = be s 4 unidades cua- 
dradas. Encuentre el area entre las curvas y = /(x) y y — 2/(x) 
dex = aax = b. 

81. ^Cuales de las siguientes integrales, si alguna, calcula el area de 
la region sombreada que se muestra aqui? Justifique su respuesta. 

n r l 

a. / (x — (— x)) dx = / 2 x dx 

[1 r t 

b. / (—x — (x)) dx = / —2 x dx 


j ^ fix) dx — 3 . 

Encuentre 

j ^ fix) dx 

si a. / es par, b. / es impar. 

86. a. Demuestre que si/es impar en [— a, a \, entonces 

J f{x) dx = 0. 

b. Verifique el resultado del inciso (a) con /(x) = sen x y 
a = tt/2. 

87. Si/es una funcion continua, encuentre el valor de la integral 

f(x) dx 


I = 


I o fix) + fia ~ x) 


haciendo la sustitucion u = a — x y sumando el resultado a la in¬ 
tegral I. 
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88. Use una sustitucion para probar que, para todos los numeros posi¬ 
tives x y y. 




dt. 


La propiedad de desplazamiento para integrates 
definidas 

Una propiedad basica de las integrates definidas es que son invarian- 
tes bajo traslaciones, como expresa la ecuacion. 


fix) dx = / /(x + c) dx. 


(1) 


La ecuacion se satisface siempre que/es integrable y esta definida pa¬ 
ra los valores necesarios de x. Por ejemplo, la figura siguiente muestra 
que 


(x + 2) 3 dx 


l 

x 3 dx 


porque las areas sombreadas son congruentes. 


y 



89. Use una sustitucion para verificar la ecuacion (1). 

90. Para cada una de las siguientes funciones: grafique f(x) en [a, 6], 
y f(x + c) en [a — c, b — c] para convencerse de que la ecua¬ 
cion (1) es razonable. 

a. f(x) = x 2 , a = 0, 6=1, c = 1 

b. fix) = senx, a = 0, b — it, c = tt /2 

c. fix) = Vx - 4, a = 4, 6 = 8, c = 5 

EXPL0RACI0NES CON COMPUTADORA 

En los ejercicios 91 a 94 encontrara el area entre las curvas en el piano 
cuando no se pueden determinar sus puntos de interseccion mediante 
operaciones algebraicas sencillas. Use un software matematico para 
realizar los siguientes pasos. 

a. Trace juntas las curvas para ver como son y cuantos puntos de 
interseccion tienen. 

b. Use la resolucion numerica de ecuaciones de su software para 
encontrar todos los puntos de interseccion. 

c. Integre | f{x) — g(x)| en pares de valores de intersecciones 
consecutivos. 

d. Sume las integrates encontradas en el inciso (c). 

91. fix) = y- y- 2x + |, g{x) = x - 1 

r 4 

92. fix) = y - 3x 3 + 10, g(x) = 8-12* 

93. f(x) = x + sen (2x), g(x) = x 3 

94. f{x) = x 2 cosx, gix) = x 3 — x 


Capftulo Preguntas de repaso 

1. ^Como se pueden estimar cantidades como distancia recorrida, 
area y valor promedio con sumas finitas? <^Por que seria necesario 
hacerlo? 

2. iQue es la notacion sigma? ^Que ventajas ofrece? De ejemplos. 

3. iQue es una suma de Riemann? ^Por que resulta util saberlo? 

4. iQue es la norma de una particion de un intervalo cerrado? 

5. ^Que es la integral definida de una funcion/en un intervalo ce¬ 
rrado [a, 6]? ^Cuando se sabe que tal integral existe? 

6. iCual es la relacion entre integrates definidas y area? Describa al- 
guna otra interpretacion de las integrates definidas. 

7. iQue es el valor promedio de una funcion integrable en un inter¬ 
valo cerrado? ^La funcion debe alcanzar su valor promedio? Ex- 
plique. 


8. Describa las reglas para trabajar con integrates definidas (tabla 
5.3). De ejemplos. 

9. iQue es el teorema fundamental del calculo? ^Por que es tan im- 
portante? Ilustre cada parte del teorema con un ejemplo. 

10. /,Por que el teorema fundamental del calculo proporciona una so¬ 
lution al problema de valores iniciales dy/dx = /(x), y(x 0 ) = Vo, 
cuando /es continua? 

11. ^Como se relacionan la integration por sustitucion y la regia de la 
cadena? 

12. ^Como se pueden evaluar integrates indefinidas por sustitucion? 
De ejemplos. 

13. ^,Como funciona el metodo de sustitucion en integrates definidas? 
De ejemplos. 

14. ^,Como se define y se calcula el area de la region entre las grafi- 
cas de dos funciones continuas? De un ejemplo. 
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Capftulo Ejercicios de practica 

Sumas finitas y estimadones 

1. La figura siguiente muestra la grafica de la velocidad (pies/seg) 
de un modelo de cohete para los primeros 8 segundos despues del 
lanzamiento. El cohete acelera hacia arriba durante los primeros 
2 segundos y despues sigue subiendo hasta alcanzar su maxima 
altura en t = 8 seg. 



Tiempo despues del lanzamiento (seg) 


a. Suponiendo que el cohete fue lanzado desde el nivel del sue- 
lo, ^aproximadamente que altura alcanzo? (Este es el cohete 
de la section 3.3, ejercicio 17, pero no es necesario realizar el 
ejercicio 17 para hacer este). 

b. Trace una grafica de la altura que alcanza el cohete, sobre el 
nivel del suelo, como una funcion del tiempo para 0 £ (£ 8. 

2. a. La figura siguiente muestra la grafica de la velocidad (m/seg) 
de un cuerpo que se mueve a lo largo del eje 5 durante el inter- 
valo de tiempo de t = 0 a t = 10 seg. ^Aproximadamente 
cuanto recorrio el cuerpo durante esos 10 segundos? 
b. Trace una grafica de 5 como una funcion de t para 0 £ t £ 10 
suponiendo que ^(O) = 0. 
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Tiempo (seg) 


10 10 

3. Suponga que = — 2 y 2^* = 25. Encuentre el valor de 

k=l k =1 


Ok 


a - 2 4 

k= 1 ^ 


b. 


10 


~ 3a *) 

k— 1 


C. 


10 

2 ('A + 

k=\ 


b k 


1) 



20 20 

4. Suponga que 2 a k ~ 0 y 2 bk — 7. Encuentre el valor de 
k= 1 k=\ 



b. 


20 

2 ( a k + bk) 
k= 1 


20 

d. 2(01-2) 

k= 1 


Integrates definidas 

En los ejercicios 5 a 8, exprese cada llmite como una integral defini- 
da. Despues evalue la integral para encontrar el valor del llmite. En 
cada caso, P es una partition del intervalo dado, y los numeros C\ es- 
tan elegidos en los subintervalos de P. 


5. 11m 2(2 c k ~ 1) A Xk, donde P es una particion de [1, 51. 

IMHO & 

n 

6. 11m ^c k (ck 2 - l) 1 / 3 \x k , donde P es una particion de [1, 3], 


7. 11m 2 ( cos ( y )) Ax*, donde P es una particion de [- 77 , 0] 


8. 11m 2(senct)(cosct) A**, donde P es una particion de [0, 

IIMHo 
tt/2\. 


9. Si f^ 2 3 f(x) dx = 12, f^ 2 f(x) dx — 6, y f^ 2 g(x) dx = 2, en¬ 
cuentre los valores de las siguientes expresiones. 


a. 


f{x) dx 

b. 

-2 

g(x) dx 

d. 


f(x) dx 


(-TTg(x)) dx 


5 / fix) + g (x) 


dx 


10. Si / 0 2 /(x) dx = 17 , / 0 2 lg{x) dx = 7, y /„ g{x) dx = 2, 
cuentre los valores de las siguientes expresiones. 


a. 


c. 


gix) dx 

b. 

) 

fix) dx 

d. 

) 

ig(x) ~ 3 fix)) dx 



g(x) dx 


z, 

V 2 f(x) dx 


Area 


En los ejercicios 11 a 14, encuentre el area total de la region entre la 
grafica de/y el eje x. 

11. f(x) = x 2 - 4x + 3, 0 < x < 3 

12. f{x) = 1 - (x 2 /4), -2 < x < 3 
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13. f(x) = 5 - 5x 2 / 3 , -1 < x < 8 

14. /(x) = 1 - Vic, 0sx<4 

Encuentre las areas de las regiones acotadas por las curvas y rectas de 
los ejercicios 15 a 26. 

15. y = x, y = 1/x 2 , x = 2 

16. y = x, y = 1/Vx, x = 2 

17. Vx + Vy =1, x = 0, y = 0 


y 



18. x 3 + Vy =1, x = 0, y = 0, para 0 < x < 1 

y 



19. x = 2y 2 , x = 0, y = 3 20. x = 4 — y 2 , x = 0 

21. y 2 = 4x, y = 4x — 2 

22. y 2 = 4x + 4, y = 4x — 16 

23. y = senx, y = x, 0 £ x £ tt/4 

24. y = |senx|, y = 1, —7 t/2 < x £ ir/2 

25. y = 2 senx, y = sen2x, 0 < x £ tt 

26. y = 8cosx, y = sec 2 x, —tt/ 3 £ x £ ir/3 

27. Encuentre el area de la region “triangular” acotada por la izquier- 
da por x + y = 2, por la derecha por y = x 2 , y arriba por 
y = 2. 

28. Encuentre el area de la region “triangular” acotada por la izquier- 
da por y = Vx, por la derecha por y = 6 — x, y abajo por 
y = 1. 

29. Encuentre los valores extremos de /(x) = x 3 — 3x 2 y encuentre 
el area de la region acotada por la grafica defy el eje x. 

30. Encuentre el area de la region cortada en el primer cuadrante por 
lacurvax 1 / 2 + y 1 / 2 = a 1 / 2 . 

31. Encuentre el area total de la region acotada por la curva x = y 2/3 
y las rectas x=yyy = — 1. 

32. Encuentre el area total de la region acotada por las curvas 
y = senxyy = cosxparaO £ x £ 3ir/2. 


Problemas de valores inidales 

f x i 

33. Pruebe que y = x 2 + I jdt resuelve el problema de valores 
iniciales 


d 2 y 


= 2-V; y'(l) = 3, y(l) = 1. 


34. Demuestre que y = 1 + 2\/sec f) dt resuelve el problema 

de valores iniciales 


d 2 y 

dx 2 


= Vsecxtanx; y'(0) = 3, y(0) = 0. 


Exprese las soluciones de los problemas de valores iniciales en los 
ejercicios 35 y 36 en terminos de integrales. 

dy sen x 


35. 


dx 

dy 


y( 5} = -3 


36. = V2 — sen 2 x , y (— 1 ) = 2 


Evaluacion de integrales indefinidas 

Evalue las integrales de los ejercicios 37 a 44. 

37. 38. 


39. / (26 + 1 + 2 cos (2 0 + 1 )) dd 
1 


40. 


V2e - 


+ 2 sec 2 (28 — n ) 1 dd 


41. J y) dt 42. J { - LL ^— L dt 

43. J Vt sen (2^ 2 ) dt 44. J sec 8 tan 8 Vl + sec 0 <76 


Evaluacion de integrales definidas 

Evalue las integrales de los ejercicios 45 a 70. 


45. / (3x 2 - 4x + 7) dx 46. j (8s 3 - 12s 2 + 5) ds 


47. 


49. 


51. 


f- 

/*4 




/l tVt 

r 1 36 rfx 


/ 27 

x~ 4/3 dx 

[4 (l + V«) 1/2 

50. / 2 -^ —du 

J 1 Vm 


52. 


dr 


0 (2x + l) 3 ‘ Jo A^(7 - 5r) 2 

53. [ x _1/3 (l - x 2/3 ) 3/2 tfa 54. / x 3 ( 1 + 9x 4 ) 3/2 dx 

Jl/8 JO 


55. / sen 2 5r dr 


/■tt / 4 

56. / cos 2 [ 4t — " ) o'/ 
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57. 


(*77-/3 


sec 2 6 dd 


59. / cot 2 ^ dx 


61. 

63 

65. 

67. 

69. 


sec x tan x dx 


58. 

60. 

62. 


r>3ir/4 


esc 2 x dx 


I it/4 


0 

tan 2 — dO 
) 3 
(*377-/4 


esc z cot z dz 


-77-/3 


/ 77-/4 


["i 2 ... r 

. / 5(senx) 4 ' 2 cosx c?x 64. / 2xsen(l — x 1 ) dx 

Jo J 1 


l‘ 7r /2 

-7t/2 

/*7t/2 


15 sen 4 3x cos 3x dx 66. 


-4 * 


3 sen x cos x 
) V1 + 3 sen 2 x 
r ’”'/ 3 tant? 


lo V2 sec 0 




afx 68. 


70. 


P 2-77/3 


(*77-/4 2 

sec x 


sen ( — 1 dx 


/ 0 (1 + 7 tan x) 2 / 3 

r 2/4 c 0S vt 


dx 


Itt 2 /36 "\/1 sen Vf 


dt 


Valores promedios 

71. Encuentre el valor promedio de /(x) = mx + b 

a. en [-1, 1] 

b. en [—A, A] 

72. Encuentre el valor promedio de 

a. y = V3 jc en [0, 3] 

b. y = Vax en [0, a\ 

73. Sea/una funcion diferenciable en [a, 6], En el capltulo 2 defini- 
mos la razon de cambio promedio de/en [a, b] como 

/(b) ~ f{a) 

b - a 


y la razon de cambio instantanea de/en x como f (x). En este ca¬ 
pltulo definimos el valor promedio de una funcion. Para que la 
nueva definicion de promedio sea consistente con la anterior, de- 
bemos tener que 


f(b) - f(a) 
b - a 


valor promedio de f en [a, b]. 


^Es este el caso? Justifique su respuesta. 

74. ^,Es cierto que el valor promedio de una funcion integrable en un 
intervalo de longitud 2 es la mitad de la integral de la funcion en 
el intervalo? Justifique su respuesta. 

75. Calcule el valor promedio de la funcion temperatura 

/(x) = 37 sen - 101 + 25 

para un ano de 365 dlas. Esta es una manera de estimar la tempe¬ 
ratura promedio anual del aire en Fairbanks, Alaska. El valor nu- 
merico oficial del promedio de las temperaturas diarias durante 
un ano, proporcionado por el Servicio Meteorologico Nacional de 
Estados Unidos, es 25.7°F, que es ligeramente mayor que el valor 
de/(x). La figura 3.33 muestra por que. 

76. Calor especifico de un gas El calor especlfico C v es la canti- 
dad de calor requerido para elevar 1°C la temperatura de una ma- 


sa de gas dada con volumen constante, medida en unidades cal/ 
grado-mol (calorlas por grado de molecula-gramo). El calor espe¬ 
clfico del oxlgeno depende de su temperatura T, y satisface la 
formula 


C v = 8.27 + 10- 5 (26 T - 1.877’ 2 ). 

Encuentre el valor promedio de C v para 20° £ T < 675°C y la 
temperatura en la que se alcanza. 


Derivacion de integrates 

En los ejercicios 77 a 80 encuentre dy/dx. 


rix 2 


77. y = / \/2 + cos 3 1 dt 78. y = / V2 + cos 3 1 dt 


79. y = 


3 + r 


it 


80. y = 


t 1 + 1 


dt 


Teona y ejemplo 

81. ^,Es cierto que toda funcion v = /(x) que es diferenciable en 
[a, b\ es a su vez la derivada de alguna funcion en [a, b]? Justifi¬ 
que su respuesta. 

82. Suponga que F(x) es una antiderivada de /(x) = \/l + x 4 . Ex- 
prese / 0 * V1 + x 4 dx en terminos de F, y justifique su respuesta. 

83. Encuentre dy/dx si y = [/ V1 + t 2 dt. Explique los pasos 
principales que realizo para su calculo. 

84. Encuentre dy/dx si y = J° c (1/(1 — t 2 )) dt. Explique los pa¬ 
sos principales que realizo para su calculo. 

85. Un solar nuevo para estacionamiento Para satisfacer la de- 
manda, la localidad en donde usted vive ha asignado el area que 
se muestra aqui para instalar un nuevo estacionamiento. Como in- 
geniero de la localidad, el ayuntamiento le pidio que averiguara si 
el solar se puede construir con $10,000. El costo para limpiar el 
terreno sera de $0.10 por pie cuadrado, y el pavimentado costara 
$2.00 el pie cuadrado. ^Se puede hacer el trabajo con $10,000? 
Use una estimacion con sumas inferiores para averiguarlo. (Las 
respuestas pueden variar ligeramente, dependiendo de la estima¬ 
cion usada). 


0 pies 
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86. Los paracaidistas Ay B estan a bordo de un helicoptero que vuela a 
6400 pies. El paracaidista A salta y desciende durante 4 segundos 
antes de abrir su paracaidas. Entonces, el helicoptero sube a 7000 
pies y se queda ahl. Cuarenta y cinco segundos despues de que A 
abandono la nave, B salta y desciende 13 segundos antes de abrir su 
paracaidas. Ambos paracaidistas descienden a 16 pies/seg con los 
paracaidas abiertos. Suponga que los paracaidistas caen libremente 
(sin resistencia efectiva del aire) antes de abrir sus paracaidas. 

a. i A que altitud se abrio el paracaidas de A ? 

b. que altitud se abrio el paracaidas de B ? 

c. iQue paracaidista aterriza primero? 


Promedio del inventario diario 


En economia se usa el valor promedio para analizar problemas como 
el inventario promedio diario. Si 7(f) es el numero de radios, llantas, 
zapatos o cualquier producto que una empresa tiene a la mano en el 
dia t (llamamos a / una funcion inventario) el valor promedio de 7 en 
el periodo [0, 7] se llama el inventario promedio diario de la empresa 
para el periodo. 


Inventario promedio diario = prom(7) 


J_ 

T 


T 

lit) dt. 


Si h es el costo, en dolares, de almacenar un artlculo por dla, el produc¬ 
to av(7) • h es el costo promedio diario de inventario para el periodo. 

87. El almacen mayorista Distribuidores Tracey Burr (DTB) recibe 
un cargamento de 1200 cajas de barras de chocolate cada 30 dlas. 


DTB vende el chocolate a minoristas a una razon fija, y t dias 
despues de llegar el cargamento, el inventario de cajas disponible 
es lit) = 1200 — 40/ 0 < t < 30. ^Cual es el inventario pro¬ 
medio diario de DTB para un periodo de 30 dias? ^Cual es el cos¬ 
to promedio diario de almacenamiento si el costo de almacenar 
una caja es de 3 centavos al dia? 

88. Rich Wholesale Foods, un fabricante de galletas, almacena las cajas 
de galletas en un deposito con aire acondicionado para embarcarlas 
cada 14 dias. Rich intenta guardar 600 cajas de reserva para en- 
frentar picos de demanda ocasionales, de manera que una funcion 
inventario tipica de 14 dias es lit) = 600 + 600 1, 0 < t < 14. 
El costo de almacenaje diario de cada caja es 4 centavos por dia. 
Encuentre el inventario promedio diario y el costo promedio de 
almacenaje diario de Rich. 

89. La empacadora Solon recibe 450 tambos de bolitas de plastico ca¬ 
da 30 dias. La funcion inventario (tambos disponibles como una 
funcion de dias) es I(t) = 450 — t 2 /2. Encuentre el inventario 
promedio diario. Determine tambien el costo promedio diario de 
almacenamiento si el costo de almacenaje para un tambo es de 2 
centavos por dia. 

90. Mitchell Mailorder recibe un embarque de 600 cajas de calcetines 
deportivos cada 60 dias. El numero de cajas disponibles t dias 
despues de la llegada del embarque es 7(f) = 600 — 20\/l5 t. 
Encuentre el inventario promedio diario. Determine tambien el 
costo promedio diario de almacenamiento si el costo de inventa¬ 
rio para una caja es de 1/2 centavo por dia. 


Capftulo 


Ejerdcios adicionales y avanzados 


Teona y ejemplos 


[\ r I 

1. a. Si / 7 f(x) dx = 7, entonces es cierto / fix) dx = 1 ? 


b. Si / fix) dx = 4 y fix) > 0, entonces es cierto 


[ Vfix)dx = V4 = 2 ? 
Jo 


Justifique sus respuestas. 

2. Suponga que J fix)dx = 4 , J fix)dx = 3, J gix) dx = 2. 
^Cuales de los siguientes enunciados son ciertos? 


a. J fix) dx = —3 


b - J ifix) + gix)) = 9 


c. fix) £ g(x) en el intervalo —2 < x £ 5 

3. Problema de valores iniciales Demuestre que 

1 f x 

y = — fit) sen a(x — t) dt 


revuelva el problema de valores iniciales 
dy 

-I- n—\) = ri v i 

dx 1 


+ cry = fix), ^ = 0 y v = 0 cuando x = 0. 


iSugerencia: sen (ax — at) = sen ax cos at — cos ax sen at). 

4. Proporcionalidad Suponga que x y v se relacionan mediante la 


1 


-dt. 


Jo VWa? 

Demuestre que d 2 y/dx 2 es proporcional a y, y encuentre la cons- 
tante de proporcionalidad. 

5. Encuentre/(4) si 


r/to 


a. / / it) dt = x cos ttx 

Jo 


b. 


t 2 dt = X COS 7TX. 


6. Encuentre /(tt/ 2) a partir de la siguiente informacion. 

i. /es positiva y continua. 

ii. El area debajo de la curva y = fix) dex = 0ax = aes 

a 2 a ,7r 

+ 2 sen a + — cos a. 
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7. El area de la region en el piano xy acotada por el eje x, la curva 
y = f{x), f(x) a 0, y las rectas x = 1 y x = b es 

igual a V b 2 + 1 — \Zl para toda b > 1. Encuentre /(x). 

8. Demuestre que 


' A f x 

fit) dt 1 du = / f(u)(x — u) du. 

(Sugerencia: Exprese la integral del lado derecho como la dife- 
rencia de dos integrales. Despues pruebe que ambos lados de la 
igualdad tienen la misma derivada con respecto a x). 

9. Determinacion de una curva Encuentre la ecuacion para la 
curva en el piano xy que pasa por el punto (1, — 1) si su pendiente 
en x es siempre 3x 2 + 2. 

10. Desplazamiento de tierra Usted esta utilizando una pala para 
sacar tierra de un agujero, con una velocidad inicial de 32 pies- 
/seg. La tierra debe subir 17 pies arriba del punto donde la lanza 
para poder librar el borde del agujero. ^Es suficiente la fuerza con 
la que la esta lanzando para sacarla del agujero, o debe lanzarla 
mas fuerte? 



Funciones continuas a pedazos 

A pesar de que estamos interesados principalmente en funciones con¬ 
tinuas, en la practica muchas funciones son continuas a pedazos. Una 
funcion/(x) es continua a pedazos en un intervalo cerrado / si/tie- 
ne solamente un numero finito de discontinuidades en I, los llmites 


11m f(x) y 11m fix) 

x—*c x—*c 

existen y son finitos en todo punto interior de I, y los llmites laterales 
apropiados existen y son finitos en los extremos de I. Todas las fun¬ 
ciones continuas a pedazos son integrables. Los puntos de discontinui- 
dad subdividen a I en subintervalos abiertos o semiabiertos en donde/ 
es continua, y los criterios de llmites anteriores garantizan que/tiene 
una extension continua en la cerradura de cada subintervalo. Para inte- 
grar una funcion continua a pedazos, integramos las extensiones indi- 
viduales y sumamos los resultados. La integral de 



-1 < x < 0 
0 < x < 2 
2 < x < 3 


y 



FIGURA 5.34 Las funciones continuas a 
pedazos como esta se integran pedazo a pedazo. 


11. fix) = 

12. fix) = 

13. git) = 

14. h(z) = 

15. fix) = 

16. h{r) = 


x 2 '\ 
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17. Encuentre el valor promedio de la funcion dibujada en la figura 
siguiente. 


(figura 5.34) en [-1, 3] es 


fix) dx 



x) dx + / x 2 dx + J ( —1 ) dx 




x 


18. Encuentre el valor promedio de la funcion dibujada en la figura 
siguiente. 


El teorema fundamental del calculo es valido para funciones con¬ 
tinuas a pedazos, con la restriccion de que ( d/dx) f a fit) dt se espera 
sea igual a/(x) solamente en los valores de x donde /es continua. Hay 
una restriccion similar en la regia de Leibniz que aparece mas adelante. 

Grafique las funciones de los ejercicios 11 a 16, e integrelas so- 
bre sus dominios. 


y 

In-o 

- i -4-4-*x 

0 12 3 
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Regia de Leibniz 

En las aplicaciones, algunas veces encontramos funciones como 

rP riVx 

fix ) = / (1 + t) dt y g(x) = / sen t 1 dt, 

J senjc J\fx 

definidas por integrales que tienen al mismo tiempo una variable en 
los llmites superiores de integracion y una variable en los llmites infe- 
riores de integracion. La primera integral puede evaluarse directamen- 
te, pero la segunda no. Sin embargo, podemos encontrar la derivada de 
cualquier integral usando la formula llamada regia de Leibniz. 


Regia de Leibniz 

Si/es continua en [a, b\, y si u(x ) y v(x) son funciones dife- 
renciables de x cuyos valores estan en [a, b\, entonces 


d_ 

dx 



/M*»f 


/(«(*)) 


du 

dx' 


La figura 5.35 da una interpretacion geometrica de la regia de 
Leibniz. En ella se muestra una alfombra de ancho variable/(l), que 
se enrolia a la izquierda al mismo tiempo x que se desenrolla a la dere- 
cha. (En la interpretacion, el tiempo es x, no t .) En el tiempo x, el piso 
esta cubierto de u(x) a v(x). La razon du/dx en la que la alfombra esta 
siendo enrollada no tiene que ser la misma que la razon dv/dx en la 
que esta siendo desenrrollada. En cualquier tiempo dado x, el area cu- 
bierta por la alfombra es 


A(x ) = 


rv (x) 


/« W 


fit) dt. 


y 



FIGURA 5.35 Enrollando y desenrollando una alfombra: una 
interpretacion geometrica de la regia de Leibniz: 


dA 

dx 




dv 

dx 


f (u{x))d fx' 


lA que razon esta cambiando el area cubierta? En el instante x, A(x) 
esta creciendo por el ancho j{y(x)) de la alfombra que se desenrolla, 


multiplicado por la razon dv/dx en la que se desenrolla. Esto es, A(x) 
esta creciendo a la razon 


f(v{x)) 


dv 
dx' 


Al mismo tiempo, A esta decreciendo a la razon 


el ancho del extremo en que esta siendo enrollada, multiplicado por la 
razon du/dx. La razon de cambio neta en A es 


dA 

dx 


/M*)) 


dv 

dx 


/(«M)f, 


que es, precisamente, la regia de Leibniz. 

Para probar la regia, sea F una antiderivada de/en [a, b\. Enton¬ 
ces, 



F(v(x)) 


F(u(x)). 


Derivando ambos lados de esta ecuacion respecto de x, se obtiene la 
ecuacion que buscamos: 


d_ 

dx 


v(x) 


«W 


fit) dt 


d 

dx 


F{v (x)) 


F'(v(x)) 


dv 

dx 


F(u(x)) 

F f (u(x))-J - Regia de la cadena 


■ t<u wif. 


Use la regia de Leibniz para encontrar las derivadas de las fun¬ 
ciones de los ejercicios 19 a 21. 


19. f(x ) = \dt 


liix 


20. fix) = 


1 


SI 1 - l 2 


dt 


21. giy) = 


f2Vy 


IVy 


11 2 dt 


22. Use la regia de Leibniz para encontrar el valor de x que maximiza 
el valor de la integral 


x+3 

t(5 — t) dt. 

Problemas como estos surgen en la teorla matematica de las elec- 
ciones pollticas. Vea “The Entry Problem in a Political Race”, de 
Steven J. Brams y Philip D. Straffin, Jr., en Political Equilibrium, 
Peter Ordeshook y Kenneth Shepfle, editores, Kluwer-Nijhoff, 
Boston, 1982, pp 181-195. 


Aproximacion de sumas finitas con integrales 

En muchas aplicaciones de calculo se usan las integrales para aproxi- 
mar sumas finitas, es decir, el procedimiento inverso del usual, que 
consiste en usar sumas finitas para aproximar integrales. 
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Por ejemplo, estimemos la suma de las ralces cuadradas de los 
primeros n enteros positivos, VT + V2 + • • • + \/~n. La integral 


Vr dx = — x 3 / 2 


es el llmite de las sumas superiores 


S n = 


1 1 


1 


n n 

Vl + V2 + + Vn 

„ 3 / 2 


n ' n 


y 



Por lo tanto, cuando n es grande, S„ estara cerca de 2/3 y tendremos 
Suma de las ralces = V / 1 + V2 + ••• + Vm = S„-n 3 / 2 ~ |-7i 3/2 . 
La siguiente tabla muestra que tan buena puede ser la aproximacion. 


n 

Suma de las raices 

(2/3)h 3/2 

Error relativo 

10 

22.468 

21.082 

1.386/22.468 ~ 6% 

50 

239.04 

235.70 

1.4% 

100 

671.46 

666.67 

0.7% 

1000 

21,097 

21,082 

0.07% 


23. Evalue 


11m 

It-* 00 


l 5 + 2 s + 3 5 + + n 5 


probando que el llmite es 


l 

x 5 dx 


y evaluando la integral. 

24. Vea el ejercicio 23. Evalue 

11m -!j(l 3 + 2 3 + 3 3 +••• + tv ’'). 

n-* oo n 


25. Sea f(x) una funcion continua. Exprese 



como una integral definida. 

26. Use la regia de Leibniz para evaluar 

a. lim \{2 + 4 + 6 + ••• + 2 n), 

n—>oo fi 1 

b. lim ~77(l 15 + 2 15 + 3 15 + ••■ + n 15 ), 

n —>oo n lb 

if 7T 27T . 377 , . 7777 

c< l v sen ^ sen ^r + sen ur + • • • + sen ur 

/.Que se puede decir de los siguientes limites? 

d. lim —pr (l 15 + 2 15 + 3 15 + • • • + n 15 ) 

n—>oo n l 

e. lim —77 (1 15 + 2 15 + 3 15 + ••• + n 15 ) 

«->00 n li 

27. a. Denruestre que el area A„ de un poligono regular de n lados en 

un circulo de radio r es 

, nr 1 2-7r 
A „ = ^-sen —. 


b. Encuentre el limite de A„ cuando n—* 00 . ^Es esta respuesta 
consistente con lo que sabemos acerca del area de un circulo? 

28. Una ecuacion diferencial Pruebe que y = sen .t + 

J x cos 2 1 dt + 1 satisface las dos condiciones siguientes: 

i. y" = — senx + 2sen2x 

ii. y = 1 y y’ = —2 cuando x = 7 r. 

29. Una funcion definida por una integral Como se muestra a 
continuacion, la grafica de una funcion / consiste en un semi- 
circulo y dos segmentos de recta. Sea g(x) = /j /(f) dt. 


y=m 

L 


J I I L 


-1 - 


1 


a. Encuentre g(l). b. Encuentre g(3). c. Encuentre g(— 1). 

d. Encuentre todos los valores de x en el intervalo abierto 
( — 3, 4) en donde g tiene un maximo relativo. 

e. Escriba una ecuacion para la recta tangente a la grafica de g 
en x = — 1. 


f. Encuentre la coordenada x de cada punto de inflexion de la 
grafica de g en el intervalo abierto ( — 3,4). 

g. Encuentre el rango de g. 
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Capitulo Proyectos de aplicacion tecnologica 

Modulo Mathematica/Maple 

Uso de sumas de Riemann para estimar areas, volumenes y longitudes de curvas 
Vea y aproxime areas y volumenes en la parte I. 

Modulo Mathematica/Maple 

Sumas de Riemann, integrates definidas y el teorema fundamental de! calculo 

Las partes I, II y III desarrollan sumas de Riemann e integrates definidas. La parte IV continua con el desarrollo de las sumas de Riemann e inte¬ 
grates definidas, usando el teorema fundamental para resolver problemas previamente investigados. 

Modulo Mathematica/Maple 

Recolector de agua de lluvia, elevadores y cohetes 

La parte I ilustra que el area debajo de la curva es la misma que el area de un rectangulo apropiado para ejemplos tornados del capitulo. Calculare- 
mos la cantidad de agua acumulada en cubetas de formas distintas cuando la cubeta se llena y se vacia. 

Modulo Mathematica/Maple 

Movimiento a lo largo de rectas, parte II 

Observaremos la forma de la grafica a traves de animaciones de las relaciones derivadas entre la posicion, la velocidad y la aceleracion. Las figu¬ 
res del texto pueden animarse usando este software. 

Modulo Mathematica/Maple 

Deformacion de vigas 

Estudiaremos la forma en que se deforman las vigas, determinaremos sus maximas deformaciones, concavidades y puntos de inflexion, e interpre- 
taremos los resultados en terminos de la compresion y tension de la viga. 




Aplicaciones de las 

INTEGRATES DEFINIDAS 


INTRODUCCION En el capltulo 5 descubrimos la relation entre el proceso de integration 
y las sumas de Riemann 

Sp = 2 /( c *) kx k 

k= 1 

asociadas con una particion P del intervalo cerrado finito [a, b], Ahl aprendimos que, para 
una funcion continua/en [a, b], el llmite de Sp cuando la norma de la particion ||R|| se 
aproxima a cero es el numero 

b 

f(x) dx = F(b) — F(a) 

donde F es cualquier antiderivada de/ Aplicamos esto a los problemas en que se nos pidio 
calcular el area entre el eje x y la grafica de y = f{x) para fl<r<iy para determinar 
el area comprendida entre dos curvas. 

En este capitulo veremos como la aplicacion de estos conceptos nos permite determi¬ 
nar volumenes, longitudes de curvas planas, centros de masa, areas de superficies de volu- 
menes, trabajo y fuerzas de fluido sobre paredes planas. Todas estas medidas son limites 
de sumas de Riemann de funciones continuas en intervalos cerrados, esto es, integrales de- 
finidas que pueden evaluarse mediante el Teorema Fundamental del Calculo. 



Calculo de volumenes por secciones transversales y por rota cion 
alrededor de un eje 


En esta seccion se definiran volumenes de solidos cuyas secciones transversales son regio- 
nes planas. La seccion transversal de un solido S es la region plana formada por la inter¬ 
section de S con un piano (figura 6.1). 

Suponga que queremos determinar el volumen de un solido S como el de la figura 6.1. 
Para empezar, ampliaremos la definicion que da la geometria clasica de un cilindro, para 
aplicarlo a los solidos cilindricos con base arbitraria (figura 6.2). Si se conocen el area de 
la base, A, y la altura h del solido cilindrico, su volumen es 

Volumen = area de la base X altura = A- h. 


Esta ecuacion constituye la base para definir los volumenes de muchos solidos no cilindri¬ 
cos a partir del metodo por partes. 

Si la seccion transversal del solido S en cada punto x del intervalo [a, b] es una region 
R(x) de area A(x), y A es una funcion continua de x, podemos definir y calcular el volumen 
del solido S como una integral definida de la manera siguiente: 


396 








6.1 CaLcuLo de volumenes por secciones transversales y por rotacion alrededor de un eje 


397 



FIGURA 6.1 Una seccion transversal del 
solido S, formada por la interseccion de S con 
un piano P x perpendicular al eje x, y que pasa 
por el punto x en el intervalo \a, b\. 


A = area de la base 


Region del piano cuya 
area conocemos 



h = 


altura 


Solido cilindrico con base en la region 
Volumen = area de la base X altura = Ah 


FIGURA 6.2 El volumen de un solido cillndrico siempre se define 
como el area de su base por su altura. 


y 



FIGURA 6.3 Una placa delgada 
representativa en el solido S. 


Dividimos [a, b ] en subintervalos de ancho (longitud) Ax, y partimos el solido, como 
si fuese una hogaza de pan, en pianos perpendiculares al eje x en los puntos de la particion 
a = x o < xi < ■■■ < x n = b. Los pianos P xt , perpendiculares al eje x en los puntos de la 
particion, dividen S en placas delgadas (como finas rebanadas de una hogaza de pan). Una 
placa representativa se muestra en la figura 6.3. Aproximamos el volumen de la placa en- 
tre el piano en x k -\ y el piano x k mediante un solido cilindrico con base de area A (x,) y al¬ 
tura Ax, = x, — x k -\ (figura 6.4). El volumen V k de este solido cilindrico es A(x k ) • Axj, 
que es aproximadamente el mismo volumen que el de la placa: 

Volumen de la £-esima placa « V k = A(x k ) Ax^. 

Por lo tanto, el volumen V del solido completo S se aproxima a partir de la suma de estos 
volumenes cilindricos, 

v * 2 V k = ^A{x k ) Ax,. 

k= 1 k= 1 

Esta es una suma de Riemann para la fun cion A(x) en [ a , b\. Es de esperar que las aproxi- 
maciones dadas por estas sumas mejoren conforme la norma de la particion de [a, b] tienda 
a cero, de modo que definimos el volumen del solido S como la integral definida limite 
de las sumas de Riemann. 
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y 

El cilindro que se 

r,, aproxima con base 

Plano enjfy. r 

en R(x k ) tiene altura 

= x k~ x k~ i 



La base del cilindro 
es la region R(x k ) 
con area A(x k ) 


NOESTAAESCALA 

FIGURA 6.4 La placa solida delgada de 
la figura 6.3 se aproxima mediante el 
solido cilindrico con base R(x k ), que tiene 
area A(x k ) y altura Ax* = x k — x k -\. 


y 


Seccion transversal representativa 



FIGURA 6.5 Las secciones transversales 
de la piramide del ejemplo 1 son cuadrados. 


Biografia historica 

Bonaventura Cavalieri 
(1598-1647) 


DEFINICION Volumen 

El volumen de un solido de area de seccion transversal integrable conocida A (x) 
desde x = a hasta x = b, es la integral de A desde a hasta b, 

V= f A{x)dx. 


Esta definicion se aplica siempre que A(x) sea continua o, de manera mas general, 
cuando es integrable. Para aplicar la formula de la definicion en el calculo del volumen de 
un solido, deben realizarse los pasos siguientes: 


Calculo del volumen de un solido 

1. Bosqueje el solido y una seccion transversal representativa. 

2. Determine una formula paraA(x), el area de una seccion transversal 
representativa. 

3. Determine los Umites de integracion. 

4. Integre A(x) por medio del Teorema Fundamental. 


EJEMPLO 1 Volumen de una piramide 

Una piramide de 3 m de altura tiene una base cuadrada que tiene 3 m por lado. La seccion 
transversal de la piramide, perpendicular a una altura de x m del vertice, es un cuadrado de 
x m por lado. Determinar el volumen de la piramide. 


Solucion 

1. Bosquejar. Comenzamos por dibujar la piramide con su altura a lo largo del eje x y su 
vertice en el origen, e incluimos una seccion transversal representativa (figura 6.5). 

2. Determinacion de una formula paraA(x). La seccion transversal enx es un cuadrado 
de x metros por lado, de modo que su area es 

A(x) = x 2 . 

3. Definicion de los Umites de integracion. Los cuadrados se encuentran en los pianos de 
x = 0 a x = 3. 

4. Integracion para determinar el volumen. 


V = / A(x) dx = / x 2 dx — 
Jo Jo 


= 9m J 


EJEMPLO 2 Principio de Cavalieri 

El principio de Cavalieri establece que solidos con alturas iguales e identicas areas de sec¬ 
cion transversal en cada altura tienen el mismo volumen (figura 6.6). Esto es consecuencia 
directa de la definicion de volumen, ya que la funcion del area de la seccion transversal 
A(x) y el intervalo [a, b\ son los misrnos para ambos solidos. 
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2V9 - x 2 



FIGURA 6.7 La cuna del ejemplo 3 es 
rebanada en sentido perpendicular al eje x. 
Las secciones transversales son rectangulos. 



FIGURA 6.6 Principio de Cavalieri. Estos solidos tienen el mismo 
volumen. Esto puede ilustrarse con una pila de monedas (ejemplo 2). 


EJEMPLO 3 VoLumen de una curia 

Se corta una cuna curva de una cilindro con radio 3 en dos pianos. Uno de los pianos es 
perpendicular al eje del cilindro; el otro cruza al primero formando un angulo de 45° en el 
centra del cilindro. Determinar el volumen de la cuna. 

Solucion Dibujamos la cuna y bosquejamos una seccion transversal representativa, per¬ 
pendicular al eje x (figura 6.7). La seccion transversal en x es un rectangulo de area 

A(x ) = (altura)(ancho) = (x)(2X // 9 — x 2 ) 

= 2x\/ 9 — x 2 . 

Los rectangulo van desde x = 0 hasta x = 3, de modo que tenemos 

V = f A(x) dx = f 2xV9 — x 2 dx 
Ja Jo 

3 Sea u = 9 — x 2 , 

du = —2x dx, integrando 
0 y sustituyendo. 

= 0 + | (9) 3 / 2 
= 18. 

Solidos de revolucion: el metodo de los discos 

El solido genera do al hacer girar una region plana alrededor de un eje se denomina solido 
de revolucion. Para determinar el volumen de un solido como el que se muestra en la fi¬ 
gura 6.8, solo necesitamos tener en cuenta que el area de la seccion transversal A (x) es el 
area de un disco con radio R(x), la distancia entre la frontera de la region plana y el eje de 
rotacion. En consecuencia, el area es 

^4(x) = 7r(radio) 2 = 7 t[7?(x)] 2 . 

De este modo, la definicion de volumen nos da 


-!» 


2)3/2 


f h 

r b 

V = / A(x ) dx = 

/ ir[7?(x)] 2 t/x. 

Ja 

Ja 
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y 



(b) 

FIGURA 6.8 (a) La region y (b) el solido 

de revolucion del ejemplo 4. 


A este metodo para calcular el volumen de un solido de revolucion se le denomina con 
frecuencia metodo de los discos, ya que la seccion transversal es un disco circular con ra¬ 
dio R(x). 

EJEMPLO 4 Un solido de revolucion (rotacion alrededor del eje x) 

La region entre la curva y = Vx, 0 < x < 4, y el eje x sc hace girar alrededor del eje x 
para generar un solido. Determinar su volumen. 


Solucion Dibujamos figuras que muestren la region, un radio tipico y el solido generado 
(figura 6.8). El volumen es 



R(x) = Vx 


EJEMPLO 5 Volumen de una esfera 
La circunferencia 

x 2 + y 2 = a 2 

se hacer girar alrededor del eje x para generar una esfera. Determinar el volumen de esta 
ultima. 


Solucion Imagine que cortamos la esfera en delgadas rebanadas por medio de pianos 
perpendiculares al eje x (figura 6.9). El area de la seccion transversal en un punto repre¬ 
sentative x, entre —a y a es 

A(x) = Try 2 = 7r(a 2 — x 2 ). 

Por lo tanto, el volumen es 


V = J A(x) dx 



2 

ax 



4 

3 770 


3 



FIGURA 6.9 La esfera generada por la rotacion de la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 
alrededor del eje x. El radio es ^?(x) = y = V a 2 — x 2 (ejemplo 5). 
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El eje de rotacion en el ejemplo siguiente no es el eje x, pero la regia para calcular el 
volumen es la misma: lntegrar 7r(radio) 2 entre limites apropiados. 


EJEMPLO 6 Un solido de revoLucion (rotacion alrededor de la recta y = 1) 

Determinar el volumen del solido resultante al hacer girar, alrededor de la recta y = I. la 
region acotada por y = Vx y las rectas y= 1, x = 4. 


Solucion Dibujamos figuras que muestren la region, el radio tipico y el solido resultante 
(figura 6.10). El volumen es 


V = J 7r[7?(x)] 2 dx 



2Vx 


+ 1 \ dx 



Itt 
6 ' 


y 




FIGURA 6.10 


(a) La region y (b) el solido de revolucion del ejemplo 6. 


Para determinar el volumen de un solido generado al hacer girar una region entre el 
eje y y una curva x = R(y), c < y < d, respecto del eje y, utilizamos el mismo metodo, 
reemplazando x con y. En este caso, la seccion transversal circular es 

A(y) = 7r[radio] 2 = tt [^(y)] 2 . 

EJEMPLO 7 Rotacion alrededor del eje y 

Determinar el volumen del solido resultante al hacer girar la region comprendida entre el 
ejey y la curva x = 2/y, 1 < y < 4, alrededor del ejey. 
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y 



(a) 

y 



FIGURA 6.11 (a) La region y (b) parte 

del solido de revolucion del ejemplo 7. 


Soludon Dibujamos figuras que muestren la region, un radio tipico y el solido resultan- 
te (figura 6.11). El volumen es 


V = J^ 77 [R(y)] 2 dy 




dy = 477 



477 


3 

4 


= 377. 


EJEMPLO 8 Rotacion alrededor de un eje vertical 

Determine el volumen del solido resultante al hacer girar la region comprendida entre la 
parabola x=y 2 + 1 y la recta x = 3 alrededor de la recta x = 3. 

Soludon Dibujamos figuras que muestren la region, un radio tipico y el solido resul¬ 
tante (figura 6.12). Observe que las secciones transversales son perpendiculares a la recta 
x = 3. El volumen es 


/ V 2 

Tr[R{y)f dy 

V 2 

/ V 2 

V2 

/ V2 

[4 - 4y 2 + y 4 ] dy 


77 [2 — v 2 ] 2 dy 


R(y) = 3 - (y 2 + 1) 

= 2—y 2 


4 3 V 5 ]^ 

4v “ F + tJ_v5 


6477 y /2 


15 


y R(y ) = 3 - (y 2 + l) 


V2 

= 2 - y 2 (S 

- \H 

(3, V2) 

y 



{ 

I >. 

0 

1 3 

5 ' 

V2 

x = y 2 + 1 

(3, -V2) 


(a) 



FIGURA 6.12 (a) La region y (b) el solido de revolucion del ejemplo 8. 
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y y 




FIGURA 6.13 Las secciones transversales del solido de revolucion generado son arandelas, no discos, por lo que la 
integral J A(x) dx lleva a una formula ligeramente diferente. 


y 



(a) 


Solidos de revolucion: el metodo de las arandelas 

Si la region que se hace girar para generar un solido no se acerca al eje de rotacion ni esta 
en el, el solido tendra un agujero (figura 6.13). En lugar de discos, las secciones transver¬ 
sales perpendiculares al eje de rotacion son arandelas (la superficie circular en la parte 
central de la ultima imagen de la figura 6.13). Las dimensiones de una arandela represen- 
tativa son 

Radio exterior: R(x) 

Radio interior: r(x) 

El area de la arandela es 

A(x) = 7 r[R(x)] 2 - TT[r{x)f = tt([R(x)] 2 - [r(*)] 2 )- 


En consecuencia, la definicion de volumen nos da 


y 



Section transversal, arandela 
Radio exterior: R{x) = —x + 3 
Radio interior: r(x) = x 2 + 1 


(b) 


f b 

f b 

V = / A{x) dx = 

/ t t{[R{x)] 2 - [iix)f) dx. 

J a 

Ja 


Este metodo para calcular el volumen de un solido de revolucion se denomina metodo de 
las arandelas, ya que cada pieza es una arandela circular con radio exterior R(x) y radio 
interior r(x). 

EJEMPLO 9 Arandelas como secciones transversaLes (rotacion alrededor del eje x) 

Para generar un solido se hace girar la region acotada por la curva y = x 2 + 1 y la recta 
y = -x + 3 alrededor del eje x. Determinar el volumen del solido. 


FIGURA 6.14 (a) La region del ejemplo 
9 generada por el segmento de recta 
perpendicular al eje de rotacion. 

(b) Cuando la region se hace girar 
alrededor del eje x, el segmento de recta 
genera una arandela. 


Solucion 

1. Dibuje la region y haga el bosquejo de un segmento de recta que la cruce y sea per¬ 
pendicular al eje de rotacion (el segmento en la parte central de la figura 6.14). 

2. Determine los radios exterior e interior de la arandela que se generaria al hacer girar 
este segmento alrededor del eje x. 
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y 



R(y) = Vy 


( 2 , 4 ) 

/ 



(b) 


FIGURA 6.15 (a) La region que sera 

rotada alrededor del eje y, los radios de las 
arandelas y los limites de integration del 
ejemplo 10. (b) La arandela barrida por el 
segmento de recta de la parte (a). 


Estos radios son las distancias entre los extremos del segmento de recta y el eje de ro¬ 
tacion (figura 6.14). 


Radio exterior: R{x) = —x + 3 
Radio interior: r(x)=x 2 4- 1 


3. Determine los limites de integracion determinando las coordenadas x de los puntos de 
intersection de la curva y la recta de la figura 6.14a. 

x 2 + 1 = —x + 3 

x 2 + x — 2 = 0 

(x + 2)(x — 1 ) = 0 

x = —2, x = 1 

4. E value la integral del volumen. 


V = / 7r([R(x)] 2 — [r(x)] 2 ) dx 


7r(( x + 3) 2 — (x 2 + l) 2 ) dx 


7t(8 — 6 x — x 2 — x 4 ) dx 


„ r 3 5 
8x - 3x 2 - y - y 


11777 


J—2 


Valores de los 
pasos 2 y 3 


Para determinar el volumen de un solido formado al hacer girar una region alrededor 
del ejey utilizamos el mismo procedimiento que en el ejemplo 9, pero integramos respec- 
to de y en lugar de hacerlo respecto de x. En esta situacion, el segmento de recta barre una 
arandela representativa perpendicular al eje v (el eje de rotacion), y los radios exterior e in¬ 
terior de la arandela son funciones de y. 

EJEMPLO 10 ArandeLas como secciones transversales (rotacion respecto deL ejey) 

Para generar un solido, se hace girar la region acotada por la parabola y = x 2 y la recta 
y = 2x en el primer cuadrante alrededor del eje y. Determinar el volumen del solido. 

Solution Primero bosquejamos la region y trazamos un segmento de recta en la region, 
que sea perpendicular al eje de rotacion (el ejey). Vea la figura 6.15a. 

Los radios de la arandela barrida por el segmento de recta son R(y) = Vy, 
r(y) = y/2 (figura 6.15). 

La recta y la parabola se intersecan eny = 0 yy = 4, por lo que los limites de integra¬ 
cion son c = 0 y d = 4. Integramos para determinar el volumen: 


V = I ~ ['< v)] 2 ) dy 
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Resumen 

Sin importar como se determine el area de la section transversal A(x) de una placa repre- 
sentativa, la parte medular de los calculos que hicimos en todos nuestros ejemplos es la 
definition del volumen como la integral definida V = f a A{x) dx. 


EJERCICIOS 6.1 


Areas de secciones transversales 

En los ejercicios 1 y 2, determine la formula para el area A(x) de las 
secciones transversales del solido perpendicular al eje x. 

1. El solido que se encuentra entre los pianos perpendiculares al eje 
x en x = — 1 y x = 1. En cada caso, las secciones transversales per¬ 
pendiculares al eje x entre estos pianos van de la semicircunferen- 
cia v = — \/l — x 2 a la semicircunferencia y = V" 1 — x 2 . 

a. Las secciones transversales son discos circulares con diame- 
tros en el piano xy. 


d. Las secciones transversales son triangulos equilateros con ba¬ 
ses en el piano xy. 




b. Las secciones transversales son cuadrados con base en el pia¬ 
no xy. 



c. Las secciones transversales son cuadrados con diagonales en 
el piano xy. (La longitud de la diagonal de un cuadrado es V2 
veces la longitud de sus lados). 



2. El solido se encuentra entre los pianos perpendiculares al eje x en 
x = 0 y x = 4. Las secciones transversales perpendiculares al eje x 
entre estos pianos van de la parabola y = — vx a la parabola 
y = Vx. 

a. Las secciones transversales son discos circulares con diame- 
tros en el piano xy. 



b. Las secciones transversales son cuadrados con bases en el 
piano xy. 



c. Las secciones transversales son cuadrados con diagonales en 
el piano xy. 

d. Las secciones transversales son triangulos equilateros con ba¬ 
ses en el piano xy. 
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Calculo de volumenes por partes 

Determine el volumen de cada uno de los solidos de los ejercicios 3 
a 10. 

3. El solido se encuentra entre los pianos perpendiculares al eje x en 
x = 0 y x = 4. Las secciones trasversales perpendiculares al eje 
en el intervalo 0 £ x £ 4 son cuadrados que van de la parabola 
y = — Vx a la parabola y = Vx. 

4. El solido se encuentra entre los pianos perpendiculares al eje x en 
x = — 1 y x = 1. Las secciones trasversales perpendiculares 
al eje x son discos circulares cuyos diametros van de la parabola 
y = x 2 a la parabola y = 2 — x 2 . 



5. El solido se encuentra entre los pianos perpendiculares al eje x en 
x = -1 y x = 1. Las secciones trasversales perpendiculares al eje x 
entre estos pianos son cuadrados cuyas bases van de la semicircun- 
ferencia v = — Vl — x 2 a la semicircunferencia y = \/1 — x 2 . 

6. El solido esta entre los pianos perpendiculares al eje x en x = -1 y 
x = 1. Las secciones trasversales perpendiculares al eje x entre es¬ 
tos pianos son cuadrados cuyas diagonales van de la semicircunfe¬ 
rencia y — ~ VT — x 2 a la semicircunferencia y = \/l — x 2 . 

7. La base de un solido es la region entre la curva y = 2Vsenx y el 
intervalo [0, it] en el eje x. Las secciones transversales perpen¬ 
diculares al eje x son 

a. triangulos equilateros con bases que van del eje x a la curva, 
como se muestra en la figura. 



b. cuadrados con bases que van del eje x a la curva. 

8. El solido se encuentra entre los pianos perpendiculares al eje x en 
x = — 7r/3 y x = 77-/3. Las secciones trasversales perpendicula¬ 
res al eje x son 

a. discos circulares con diametros que van de la curva y = tan x 
a la curva y = sec x. 

b. cuadrados cuyas bases van de la curva y = tan x a la curva 
y = sec x. 

9. El solido esta entre los pianos perpendiculares al eje y eny = 0 y 
y = 2. Las secciones trasversales perpendiculares al eje y son dis¬ 
cos circulares con diametros que van del eje y a la parabola 

= V5y 2 . 


10. La base del solido es el disco x 2 + y 2 £ 1. Las secciones trans¬ 
versales son triangulos rectangulos isosceles determinados por 
pianos perpendiculares al eje y entre y — — 1 y y = 1, con uno de 
los catetos en el disco. 



11. Un solido retorcido Un cuadrado cuyos lados tienen longitud s 
se encuentra en un piano perpendicular a la recta L. Un vertice del 
cuadrado esta en L. Conforme este cuadrado se mueve una distan- 
cia h a lo largo de L , da una vuelta alrededor de L para generar 
una columna con forma de sacacorchos con secciones transversa¬ 
les cuadradas. 

a. Determine el volumen de la columna. 

b. ^Cual sera el volumen si el cuadrado da dos vueltas en lugar 
de una? Justifique su respuesta. 

12. Principio de Cavalieri Un solido se encuentra entre los pianos 
perpendiculares al eje x en x = 0 y x = 12. Las secciones trasver¬ 
sales son discos circulares determinados por pianos perpendicu¬ 
lares al eje x, cuyos diametros van de la recta y = x/2 a la recta 
y~x, como se muestra en la figura siguiente. Explique por que el 
solido tiene el mismo volumen que un cono circular recto con ba¬ 
se de radio 3 y altura 12. 



Calculo de volumenes por el metodo 
de los discos 

En los ejercicios del 13 a 16, determine el volumen del solido genera- 
do al hacer girar la region sombreada alrededor del eje dado. 

13. Alrededor del eje x. 14. Alrededor del ejey. 

y y 




x 
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15. Alrededor del eje y. 16. Alrededor del eje x. 

y y 




En los ejercicios 17 a 22, determine los volumenes de los solidos ge- 
nerados al hacer girar las regiones acotadas por las rectas y curvas al¬ 
rededor del eje x. 

17. y = x 2 , y = 0, x = 2 18. y = x 3 , y = 0, x = 2 

19. y = V9 - x 2 , y = 0 20. y = x - x 2 , y = 0 

21. y = VW, 0 £ x £ 77 / 2 , y = 0, x = 0 

22. y = secx, y = 0, x — — tt/A, x = 7t/4 

En los ejercicios 23 y 24, determine el volumen del solido generado al 
hacer girar la region alrededor de la recta dada. 

23. La region en el primer cuadrante, acotada en la parte superior 
por la recta y = \fl, en la inferior por la curvay = sec x tan x, y 
a la izquierda por el ejey, alrededor de la recta y = \fl 

24. La region en el primer cuadrante, acotada en la parte superior por 
la recta y = 2, en la inferior por la curva y = 2 senx, 0 £ x £ 
17 -/ 2 , y a la izquierda por el eje y, alrededor de la rectay = 2. 

En los ejercicios 25 a 30, determine el volumen de cada uno de los so¬ 
lidos generados al hacer girar la region acotada por las rectas y curvas 
dadas alrededor del ejey. 

25. La region circundada por x = v5y 2 , x = 0, y = — l,y = 1 

26. La region circundada por x = y 3 / 2 , x = 0, y = 2 

27. La region circundada por x = V2 sen 2y, 0 < y < ir/2, 

X = 0 

28. La region circundada por x = Vcos (iry/4), — 2 < y < 0, 

x = 0 

29. x = 2/(y +1), x = 0, y = 0, y = 3 

30. x = V2y/(y 2 +1), x = 0, y = 1 

Calculo de volumenes por el metodo 
de las arandelas 

En los ejercicios 31 y 32, determine el volumen de cada uno de los so¬ 
lidos generados al hacer girar las regiones sombreadas alrededor del 
eje indicado. 

31. El eje x. 32. El eje y. 

y y 




En los ejercicios 33 a 38, determine el volumen del solido generado al 
hacer girar las regiones acotadas por las rectas y las curvas dadas alre¬ 
dedor del eje x. 

33. y = x, y = 1, x = 0 34. y = 2Vx, y = 2, x = 0 

35. y = x 2 +l, y = x + 3 36. y = 4 — x 2 , y = 2 — x 

37. y = secx, y = V2, —w/4 £ x < ir/4 

38. y = secx, y = tanx, x = 0, x = 1 

En los ejercicios 39 a 42, determine el volumen del solido generado al 
hacer girar cada region alrededor del eje y. 

39. La region circundada por el triangulo con vertices (1, 0), (2, 1) y 
(1,1). 

40. La region circundada por el triangulo con vertices (0, 1), (1, 0) y 
(1,1). 

41. La region en el primer cuadrante, acotada en la parte superior por 
la parabola y = x 2 , en la inferior por el eje x, y a la derecha por la 
recta x = 2. 

42. La region en el primer cuadrante, acotada a la izquierda por la cir- 
cunferencia x 2 +y 2 = 3, a la derecha por la recta x = a/ 3 , y en la 
partes superior por la recta y = X^3 

En los ejercicios 43 y 44, determine el volumen del solido generado al 
hacer girar cada region alrededor del eje dado. 

43. La region en el primer cuadrante, acotada en la parte superior por 
la curvay = x 2 , en la inferior por el eje x, y a la derecha por la rec¬ 
ta x = 1, alrededor de la recta x = -1. 

44. La region en el segundo cuadrante, acotada en la parte superior 
por la curvay = -x 3 , en la inferior por el eje x, y a la izquierda por 
la recta x = -1, alrededor de la recta x = -2. 

Calculo de volumenes de solidos de revolucion 

45. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la region 
acotada por y = Vxy las rectasy = 2 y x = 0, alrededor de 

a. el eje x. b. el ejey. 

c. la recta y = 2. d. la recta x — 4. 

46. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la region 
triangular acotada por las rectas y = 2x,y=0yx = 1 alrededor de 
a. la recta x = 1. b. la recta x = 2. 

47. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la region 
acotada por la parabola y = x 2 y la recta y = 1, alrededor de 

a. la recta y = 1. b. la recta y = 2. 
c. la recta y = — 1. 

48. Por medio de integration, determine el volumen del solido gene¬ 
rado al hacer girar la region triangular con vertices (0, 0), ( b , 0), 
(0, h), alrededor de 

a. el eje x. b. el ejey. 

Teona y ejemplos de aplicacion 

49. Volumen de un toro El disco x 2 + y 2 < a 2 se hace girar al¬ 
rededor de la recta x = b (b> a) para generar un solido con forma 
de dona, al cual se le denomina toro. Determine su volumen. ( Su- 
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gerencia: j“ a \/a 2 — y 2 dy = 7ra 2 /2, ya que es el area de un se- 
miclrculo con radio a). 

50. Volumen de un tazon La forma de un tazon puede generarse al 
hacer girar la grafica de y = x 2 /2 entre y = 0 y y = 5 alrededor 
del ejey. 

a. Determine el volumen del tazon. 

b. Razones relacionadas Si llenamos el tazon con agua a una 
velocidad constante de 3 unidades cubicas por segundo, ^,que 
tan rapido sube el nivel del agua en el tazon cuando el agua 
tiene una profundidad de 4 unidades? 


y (cm) 



51. Volumen de un tazon 

a. Un tazon semiesferico con radio a contiene agua a una profun¬ 
didad h. Determine el volumen del agua en el tazon. 

b. Razones relacionadas En un tazon semiesferico de concre- 
to con radio de 5 m, entra agua a una velocidad de 0.2 m 3 /seg. 
^Que tan rapido se eleva el nivel del agua cuando esta tiene 
una profundidad de 4 m? 

52. Explique como se podrla estimar el volumen de un solido de re- 
volucion midiendo la sombra proyectada sobre una mesa paralela 
a su eje de rotacion por un foco de luz ubicado directamente enci- 
ma del tazon. 

53. Volumen de una semiesfera Deduzca la formula V — (2/3)7 tR 3 
para calcular el volumen de una semiesfera con radio R, compa- 
rando sus secciones transversales con las secciones transversales 
de un cilindro circular recto solido con radio R y altura R , del cual 
se quita un cono circular recto solido con base R y altura R, como se 
sugiere en la figura siguiente. 


Vr 2 - h 2 

Al -r. 


54. Volumen de un cono Determine mediante calculo el volumen 
de un cono circular recto de altura h y radio de la base r. 

55. Diseno de una sarten Se le pide disenar una sarten con forma 
de tazon esferico con asas. Su experiencia domestica le indica que 
puede obtener una sarten con capacidad para 3 L si la construye 
con 9 cm de profundidad y un radio de 16 cm. Para asegurarse de 
ello, imagine la sarten como un solido de revolucion semejante al 
que se muestra a continuacion y calcule su volumen con una inte¬ 
gral. ^Que volumen tiene la sarten realmente? Redondee la res- 
puesta al centimetre cubico mas cercano (1 L = 1000 cm 3 ). 


56. Diseno de una aplomada Se le ha pedido que disene una plo- 
mada que pese alrededor de 190 g. Para cumplir su cometido, 
decide que su forma debe ser parecida a la del solido de revolu¬ 
cion que se muestra a continuacion. Determine el volumen de la 
plomada. Si para su fabricacion elige laton que tiene un peso de 
8.5 g/cm 3 , ^cuanto pesara la plomada (redondee al gramo mas 
cercano)? 



57. Maximo-mlnimo El arco y = senr,0 s r < ir,se hace girar 
alrededor de la recta y = c, 0 s c £ 1, para generar el solido 
ilustrado en la figura 6.16. 

a. Determine el valor de c que minimiza el volumen del solido. 
^.Cual es el volumen minimo? 

b. ^Cual es el valor de c en [0, 1] que maximiza el volumen del 
solido? 

c. Grafique el volumen del solido como una funcion de c, pri- 
mero para 0 £ c £ 1 y despues sobre un dominio mas gran¬ 
de. iQue le sucede al volumen del solido cuando c se aleja de 
[0, 1]? ^Esto tiene sentido desde el punto de vista fisico? Jus- 
tifique sus respuestas. 
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58. Tanque auxiliar de gasolina Con el proposito de ampliar el al- 
cance de un helicoptero, usted tiene que disenar un tanque auxi¬ 
liar de gasolina que debera caber en la parte inferior del fuselaje. 
Despues de experimentar un poco en su mesa de dibujo, decide 
que la forma del tanque sera parecida a la de la superficie generada 
al hacer girar la curva v = 1 — (x 2 /\6), —4 < x ^ 4,alrededor 
del eje c (las medidas estan en pies). 


a. ^Cuantos pies cubicos de gasolina podra contener el tanque 
(redondee al pie cubico mas cercano)? 

b. Un pie cubico equivale a 7.481 galones. Si el helicoptero re- 
corre 2 millas por galon, ^cuantas millas adicionales podra 
volar una vez que se le instale el tanque (redondee a la milla 
mas cercana)? 


6.2 


Calculo de volumenes por medio de casquillos dlindricos 


En la seccion 6.1 se definio el volumen de un solido S como la integral definida 

V = J A(x) dx, 

en donde A(x) es una area de seccion transversal integrable de S, que va de x = a a x = b. El 
area A(x ) se obtuvo partiendo el solido con un piano perpendicular al eje x. En esta seccion 
utilizaremos la misma definicion de integral para calcular el volumen, pero obtendremos 
el area partiendo al solido de una manera diferente: utilizando cilindros circulares rectos 
de radios crecientes, como si emplearamos una cortadora de galletas. El solido se corta de 
manera perpendicular al eje x, con el eje del cilindro paralelo al eje y. El eje vertical de cada 
cilindro es la misma recta, pero los radios de los cilindros son mas grandes en cada parte. 
Asi, el solido S se parte en delgados casquillos dlindricos de grosor constante, cuyo radio 
crece cuando se alejan del eje comun, igual que los anillos circulares que conforman la 
corteza de un arbol. Si un casquillo cilindrico de estas caracteristicas se extiende, es posi- 
ble ver que su volumen es aproximadamente el de una pieza rectangular con area A(x) y 
grosor Ax. Esto nos permite aplicar la misma definicion de integral que hemos venido uti¬ 
lizando para calcular el volumen. Antes de describir el metodo en general, veamos un 
ejemplo para comprenderlo mejor. 


EJEMPLO 1 Determination de un volumen por medio de casquillos 

La region circundada por el eje x y la parabola y = f(x) = 3x - x 2 se hace girar alrededor 
de la recta vertical x = -1 para generar la forma de un solido (figura 6.17). Determinar el 
volumen del solido. 

Solucion En este caso, utilizar el metodo de las arandelas que se explico en la seccion 
6.1 seria complicado, ya que necesitariamos expresar los valores de x de las ramas izquier- 



FIGURA 6.17 (a) La grafica de la region del ejemplo 1, antes de hacerla girar. (b) El 

solido formado cuando la region de la parte (a) se hace girar alrededor del eje de 
rotacion x = -1. 
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P 


X = -1 

FIGURA 6.18 Un casquillo cilindrico de 
altura y k , obtenido al hacer girar una franja 
vertical de grosor Ax alrededor de la recta 
x = -1. El radio exterior del cilindro esta 
en x k , donde la altura de la parabola es 
yk = 3x* - x k (ejemplo 1). 


da y derecha de la parabola en terminos de y. (Estos valores de x son los radios exterior e 
interior de una arandela representativa, lo cual da lugar a formulas complicadas). En lugar 
de hacer rotar una tira horizontal de grosor Ay, hacemos girar una tira vertical de grosor 
Ax. Esta rotacion produce un casquillo cilindrico de altura y k por arriba de un punto x k en 
la base de la tira vertical y de grosor Ax. La parte sombreada en el centra de la figura 6. 18 
ilustra el casquillo cilindrico. Podemos considerar dicho casquillo cilindrico como una 
aproximacion a una parte del solido, la cual se obtiene haciendo un corte recto y paralelo 
al eje de rotacion, muy cerca del agujero central. Luego cortamos otra parte cilindrica, ha¬ 
ciendo mayor el agujero central, luego otra y asi sucesivamente, hasta obtener n cilindros. 
Los radios de los cilindros crecen de forma gradual, y sus alturas siguen el contorno de la 
parabola: primero son crecientes y luego decrecientes (figura 6.17a). 

Cada parte esta sobre un subintervalo del eje x de longitud (ancho) Ax. Su radio es 
aproximadamente (1 +x k ), y su altura es mas o menos 3x k - x k 2 . Si desenrollamos el cilin¬ 
dro en x k y lo extendemos, se convierte en (casi) una placa rectangular con grosor Ax (fi¬ 
gura 6.19). La circunferencia externa del /t-esimo cilindro es 2tt • radio = 277(1 + x k ), 
que es la longitud de la placa rectangular. Por lo tanto, el volumen del casquillo cilindrico 
es aproximadamente el de este solido rectangular, es decir, 

A Pit = circunferencia X altura X grosor 
= 27t(1 + Xk) • (?>x k — Xi- 2 ) • Ax. 



/ 


JL . 

- Ax = grosor 


l = 2ir(l + x k ) 



FIGURA 6.19 Imagine que corta y desenrolla un casquillo 
cilindrico para obtener un solido piano (casi) rectangular 
(ejemplo 1). 


Al sumar todos los volumenes AV k de los casquillos cilindricos en el intervalo [0, 3] se ob¬ 
tiene la suma de Riemann 


^AV k = 2 2ir{x k + 1)( 3x k - x k ) Ax. 
k= 1 k =1 
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Tomando el llmite cuando el grosor Ax —* 0 se obtiene la integral del volumen 


V= 2tt{x + l)(3x — x 2 ) dx 


2tt(2>x 1 + 3x — x 3 — x 2 ) dx 


= 2tt / (2x 2 4- 3x — x 3 ) dx 


= 2n t 


2 3 I 3 2 1 4 

yx + ^ x — ^x 


_ 4577 
~ ~ 2 ~' 

A continuacion generalizaremos el procedimiento utilizado en el ejemplo 1. 


Metodo de los casquillos 

Suponga que la region acotada por la grafica de una funcion continua no negativa y =/(x) 
y el eje x en el intervalo finito cerrado [a, b] se encuentra a la derecha de la recta vertical 
x = L (figura 6.20a). Daremos por sentado que a > L, por lo que la recta vertical podria 
tocar la region, pero no atravesarla. Generamos un solido, S, al hacer girar esta region alre- 
dedor de la recta vertical L. 


Eje de rotacion 
vertical 


Eje de rotacion 
vertical 




FIGURA 6.20 Cuando la region que se muestra en (a) se hace girar alrededor de la 
recta vertical x — L, se produce un solido que puede rebanarse en casquillos 
cillndricos. Un casquillo tlpico se muestra en (b). 


Sea P una particion del intervalo [a, Z>], dada por los puntos a = xo < xi<- - 
< x„ = b, y sea c* el punto medio del £-esimo subintervalo [x^-1, Xk] . La region de la fi¬ 
gura 6.20a se aproxima por medio de rectangulos con base en esta particion de [a, b], Un 
rectangulo de aproximacion tipico tiene una altura f(ck) y un ancho Ax k = x k — x k - \ ■ Si 
este rectangulo se hace girar alrededor de la recta vertical x=L, genera un casquillo, como 
se muestra en la figura 6.20b. Una formula geometrica nos indica que el volumen del cas¬ 
quillo obtenido a partir del rectangulo es 

AV k =2n X radio promedio del casquillo X altura del casquillo X grosor 
= 2TT-(c k - L) • f(c k ) • Ax k . 
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Aproximamos el volumen del solido S por medio de la suma de los volumenes de los cas- 
quillos generados por los n rectangulos basados en la partition P: 

V « ^AV k . 

k= 1 

El llmite de esta suma de Riemann cuando ||P|| —» 0 proporciona el volumen del solido co- 
mo una integral definida: 

f b 

V= 27r(radio del casquillo)(altura del casquillo) dx. 

b 

2tt(x — L)f(x) dx. 

Nos referimos a la variable de integracion, en este caso x, como la variable del grosor. 
Usaremos la primera integral en lugar de la segunda que tiene una formula en el integran- 
do, a fin de hacer hincapie en el procedimiento que sigue el metodo de los casquillos. Esto 
permitira tambien usar la integral para rotaciones alrededor de una recta horizontal L. 



Formula de los casquillos para rotacion alrededor de una recta vertical 

El volumen del solido generado al hacer girar la region entre el eje x y la grafica 
de una funcion continua y = /(x) > 0. A < a < x < A, alrededor de la recta 
vertical x = L es 

radio del\ (altura del 
casquillo/ \casquillo 




EJEMPLO 2 Casquillos cilmdricos rotando alrededor del eje y 

La region acotada por la curva y = Vx, el eje x y la recta x = 4 se hace girar alrededor del 
eje y para generar un solido. Determinar el volumen del solido. 

Solucion Bosqueje la region y trace un segmento de recta que la cruce en forma parale- 
la al eje de rotacion (figura 6.21a). Etiquete la altura del segmento (altura del casquillo) y 
la distancia desde el eje de rotacion (radio del casquillo). (En la figura 6.21b se dibujo el 
casquillo, pero usted no necesita hacerlo). 


Radio del casquillo 




(a) (b) 

FIGURA 6.21 (a) La region, las dimensiones del casquillo y el intervalo de integracion del ejemplo 2. 

(b) El casquillo barrido por el segmento vertical de la parte (a), con un ancho de Ax. 
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La variable del grosor del casquillo es x, de modo que los limites de integracion para 
la formula del casquillo son a = 0 y b = 4 (figura 6.20). Por lo tanto, el volumen es 

_ f h f radio del\ /altura del\ 

^ Ja ^ 77 \casquilloy \casquilloy 


F 

27r(x)(Vx) dx 


= 2tt 


r 3 / 2 dx = 2 tt 


r 5 /2 


Jo 


12877 
5 ' 


Hasta el momenta hemos utilizado ejes de rotacion verticales. Para ejes horizontales, 
reemplazamos las x por y. 


EJEMPLO 3 Casquillos dlindricos rotando alrededor del eje x 

La region acotada por la curva y = \fx„ el eje x y la recta x = 4 se hace girar alrededor del 
eje x para generar un solido. Determinar el volumen del solido. 


Solucion Bosqueje la region y trace un segmento de recta que la cruce en forma parale- 
la al eje de rotacion (figura 6.22a). Etiquete la longitud del segmento (altura del casquillo) 
y la distancia desde el eje de rotacion (radio del casquillo). (En la figura 6.22b se dibujo el 
casquillo, pero no es necesario que usted lo haga). 

En este caso, la variable del grosor del casquillo es y, de modo que los limites de inte¬ 
gracion para la formula del metodo de casquillos son a = 0 y b = 2 ( a lo largo del eje y en 
la figura 6.22). El volumen del solido es 


f b f radio del\ f altura del\ 

Ja 77 \casquilloy Vcasquillo/ ' 


27r(y)(4 - y 2 ) dy 


= 277 


277(4y - y 3 ) dy 

4 "|2 

4 jo 


n 2 y 

2 y -~a 


= 877. 


y 




FIGURA 6.22 (a) La region, las dimensiones del casquillo y el intervalo de integracion del 

ejemplo 3. (b) El casquillo barrido por el segmento horizontal de la parte (a), con un ancho 
de Ay. 
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Resumen del metodo de los casquillos 

Sin importar la posicion del eje de rotacion (horizontal o vertical), los pasos para 

poner en practica el metodo de los casquillos son: 

1. Dibujar la region y trazar un segmento de recta que la cruce en forma pa- 
ralela al eje de rotacion. Etiquetar la altura o longitud del segmento (altura 
del casquillo) y la distancia desde el eje de rotacion (radio del casquillo). 

2. Determinar los limites de integracion para la variable del grosor. 

3. lntegrar el producto 2tt (radio del casquillo)(altura del casquillo) respecto 
de la variable del grosor (x o y) para determinar el volumen. 


El metodo de los casquillos proporciona la misma respuesta que el de las arandelas 
al calcular el volumen de una region. La afirmacion anterior se ilustra en los ejercicios 33 
y 34, aunque aqui no se demostrara. Ambas formulas para calcular el volumen en reali¬ 
dad son casos especiales de un metodo general para determinacion de volumenes que ve- 
remos al estudiar las integrates dobles y triples en el capitulo 15. Dicha metodo nos per- 
mitira calcular volumenes de otros solidos, ademas de los que se obtienen al hacer girar 
una region. 


EJERCICIOS 6.2 


En los ejercicios 1 a 6, utilice el metodo de los casquillos para deter¬ 
minar el volumen de los solidos generados al hacer girar la region 
sombreada alrededor del eje indicado. 

1 . 2 . 


y y 



5. El eje y. 6. El eje x. 




Rotacion alrededor del eje y 

Utilice el metodo de los casquillos para determinar el volumen de cada 
uno de los solidos que se obtienen al hacer girar las regiones acotadas 
por las curvas y las rectas dadas en los ejercicios 7 al 14 alrededor del 
ejey. 

7. y = x, y = — x/2, x = 2 

8. y = 2x, y = x/2, x = 1 

9. y = x 2 , y = 2 — x, x = 0, para x > 0 

10. y = 2 — x 2 , y = x 2 , x = 0 

11. y = 2x — 1, y = \fx, x = 0 






























6.2 CalcuLo de volumenes por medio de casquillos cih'ndricos 415 


12. y = 3/(2Vx), y = 0, x = 1, x = 4 

, f (senx)/x, 0 < x £ 7r 

13. Sea/(x) = " * 

(. 1, x = 0 

a. Demuestre que x/(x) = senx, 0 £ x £ 7T. 

b. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la re¬ 
gion sombreada alrededor del ejey. 



y 



14. Seag(x) 


( (tanx) 2 /x, 0 < x £ tt/4 
\o, x = 0 


a. Demuestre quexg(x) = (tanx) 2 , 0 s x £ tt/4. 

b. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la re¬ 
gion sombreada alrededor del ejey. 



Rotacion alrededor del eje x 

Utilice el metodo de los casquillos para determinar los volumenes de 
los solidos generados al hacer girar las regiones acotadas por las cur- 
vas y las rectas en los ejercicios 15 a 22, alrededor del eje x. 

15. x = Vy, x = —y, y = 2 

16. x = y 2 , x = —y, y = 2, y > 0 

17. x = 2y — y 2 , x = 0 

18. x = 2y — y 2 , x = y 

19. y = | x |, y = 1 

20. y = x, y = 2x, y = 2 

21. y = V^c, y = 0, y = x — 2 

22. y = Vx, y = 0, y = 2 — x 


y 



Comparacion de los metodos de las arandelas 
y de los casquillos 

Aunque no sucede asi en todos los casos, tanto el metodo de las aran¬ 
delas como el de los casquillos podrian funcionar bien para determinar 
el volumen del solido generado al hacer girar la region alrededor de 
los ejes coordenados. Por ejemplo, cuando una region se hace girar 
alrededor del eje y y se utiliza el metodo de las arandelas para calcu- 
lar su volumen, es necesario integrar respecto de y; sin embargo po- 
dria ocurrir que sea imposible expresar el integrando en terminos de 
y. En tal caso, el metodo de los casquillos nos permitira integrar res¬ 
pecto de x. Los ejercicios 25 y 26 proporcionan buenos ejemplos en 
este sentido. 

25. Calcule el volumen del solido generado al hacer girar la region 
acotadapory = xyy = x 2 alrededor de cada eje coordenado, utili- 
zando 

a. el metodo de los casquillos. b. el metodo de las arandelas. 


Rotacion alrededor de rectas horizontales 

En los ejercicios 23 y 24, utilice el metodo de los casquillos para de¬ 
terminar los volumenes de los solidos generados al hacer girar las re¬ 
giones sombreadas alrededor de los ejes indicados. 

23. a. El eje x. b. La recta y = 1 

c. La recta y = 8/5 d. La recta y = —2/5 


26. Calcule el volumen del solido generado al hacer girar la region 
triangular acotada por 2y = x + 4, y = xyx = 0 alrededor de 

a. el eje x; use el metodo de las arandelas. 

b. el eje y; emplee el metodo de los casquillos. 

c. la recta x = 4; utilice el metodo de los casquillos. 

d. la recta;' = 8; utilice el metodo de las arandelas. 
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Eleccion entre el metodo de las arandelas 
y el de los casquillos 

En los ejercicios 27 a 32, determine el volumen de los solidos genera- 
dos al hacer girar las regiones alrededor de los ejes dados. Si considera 
que serla mejor utilizar el metodo de las arandelas en alguno de ellos, 
hagalo. 


27. El triangulo con vertices (1, 1), (1, 2) y (2, 2) alrededor de 

a. elejex. b. el ejey. 

c. la recta x = 10/3. d. la recta y = 1. 

28. La region acotada por y = \Tx, y = 2, x = 0 alrededor de 

a. elejex. b. el ejey. 

c. la recta x = 4. d. la recta y = 2. 


29. La region del primer cuadrante, acotada por la curva x = y — y 3 
alrededor de 

a. elejex. b. la recta y = 1. 


30. La region del primer cuadrante, acotada por x = y — y 3 , x = 1, 
y y = 1 alrededor de 
a. elejex. b. el ejey. 

c. la recta x = 1 d. la recta y = 1 


31. La region acotada por y 
a. elejex. 


Vx y y = x 2 /8 alrededor de 
b. el eje y. 


32. La region acotada por y 
a. el ejey. 


2x — x 2 y y = x alrededor de 
b. la recta x = 1 


33. La region del primer cuadrante, acotada por arriba por la curva 
y = 1/x 1 / 4 , a la izquierda por la recta x = 1/16, y por abajo por 
la rectay = 1, se hace girar alrededor del eje x para generar un so- 
lido. Determine el volumen del solido por medio de 

a. el metodo de las arandelas. b. el metodo de los casquillos. 

34. La region del primer cuadrante, acotada por arriba por la curva 
y = 1/Vx, a la izquierda por la recta x = 1/4, y por abajo por 
la rectay = 1, se hace girar alrededor del ejey para generar un so¬ 
lido. Determine el volumen del solido por medio de 

a. el metodo de las arandelas. b. el metodo de los casquillos. 


Eleccion entre el metodo de los discos, 
el de las arandelas y el de los casquillos 

35. La region que se muestra a continuacion se hace girar alrededor 
del eje x para generar un solido. ^Cual de los metodos (el de dis¬ 
cos, el de arandelas, o el de casquillos) podrla utilizarse para de- 
terminar el volumen del solido? ^Cuantas integrales son necesa- 
rias en cada caso? Explique. 


y 



36. La region que se muestra a continuacion se hace girar alrededor 
del eje x para generar un solido. ^Cual de los metodos (el de dis¬ 
cos, el de arandelas, o el de casquillos) podrla utilizarse para de- 
terminar el volumen del solido? ^.Cuantas integrales son necesa- 
rias en cada caso? Justifique sus respuestas. 


y 



6.3 


Longitudes de curvas planas 


Biografia historica 

Arqulmedes 
(287-212 a. de C.) 


Sabemos que significa longitud de un segmento de recta, pero sin el calculo no sabriamos 
a ciencia cierta que es longitud de una curva en general. La idea de calcular la longitud de 
una curva que va del punto A al punto B por medio de la subdivision de la curva en muchas 
partes y la union de los puntos sucesivos de la division mediante segmentos de recta, se re- 
monta a los antiguos griegos. Arquimedes utilizo este metodo para aproximar el perimetro 
de una circunferencia: inscribio un poligono de n lados y utilizo propiedades geometricas 
para calcular el perimetro de este (figura 6.23). La extension de esta idea al calculo de la 
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v 



Pi 


0 

FIGURA 6.24 La curva C definida 
parametricamente por las ecuaciones 
x =/(f), v = git), a < t < b. La longitud 
de la curva de A a 5 se aproxima por la 
suma de las longitudes de los segmentos de 
recta de la trayectoria poligonal que inicia 
en A = P 0 , luego va a P u y as! 
sucesivamente, finalizando en 5 = P„. 


y 

p k = (m,g( 4i) 



Pk -1 = (/(4-i),g(4-i)) 

-»x 

0 

FIGURA 6.25 El arco Pk-iPk se aproxima 
por el segmento de recta que se muestra 
aqul, con una longitud 

L k = V(A.t k)~ + (A;^) 2 . 



FIGURA 6.23 Arqulmedes utilizo los perlmetros de pollgonos inscritos 
para aproximar el perlmetro de una circunferencia. Para n = 96 el metodo de 
aproximacion da tt ~ 3.14103 como el perlmetro de una circunferencia 
de radio uno. 


longitud de una curva mas general se muestra en la figura 6.24. A continuacion describire- 
mos como funciona este metodo. 

Longitud de una curva definida en forma parametrica 

Sea C una curva dada en forma parametrica por medio de las ecuaciones 

x = f{t) y y = g{t), a< t<b. 

Suponemos que las funciones fyg tienen derivadas continuas en el intervalo [a, b\, cuyo 
valor no es igual a cero simultaneamente. Se dice que tales funciones son continuamen- 
te diferenciables y a la curva C definida por ellas se le denomina curva suave. Puede ser 
util imaginar la curva como la trayectoria de una particula que se mueve del punto 
A = {f(a), g(a)) en el instante t = a, al punto B = ( f(b ), g(b)) como se ilustra en la fi¬ 
gura 6.24. Subdividimos la trayectoria (o arco) AB en n partes en los puntos A = P 0 , P\, 
P 2 , ■ ■ ■, P n = B. Estos puntos corresponden a una particion del intervalo [a, b] por medio 
de a = to < t\ < t 2 < ■ ■ ■ < t n = b, en donde Pk = (/(4), g(tk )). Despues, unimos los 
puntos sucesivos de esta subdivision mediante segmentos de recta (figura 6.24). Un seg¬ 
mento representative tiene longitud 

L k = V(Ax a .) 2 + (A y k ) 2 

= V[/(4) - f(tk- 1)] 2 + [g(tk) ~ gftk-i)f 

(vea la figura 6.25). Si At k es pequena, la longitud L k es aproximadamente igual a la longi¬ 
tud del arco Pk-\B\<- De acuerdo con el teorema del valor medio, existen numeros 4 y 4 
en [ 4 .- 1 , 4 ] tales que 

A .14 = /(4) - /(4-t) = f'itk) At k , 

A yk = g(4) - g(4— 1 ) = g'(4**) A 4 . 

Suponiendo que la trayectoria de A a B se recorre exactamente una vez cuando t aumenta 
de t = a a t = b, sin invertir la direccion del movimiento ni pasar dos veces por el mismo 
punto, un calculo intuitivo de la “longitud” de la curva AB es igual a la suma de todas las 
longitudes L k : 

^L k = ^VfAti ) 2 + (A y k ) 2 

k= 1 1 

= iV[/'(4)] 2 + [g'(4")] 2 A4. 

k= 1 
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Aunque la suma de la derecha no es exactamente una suma de Riemann (ya que /' y g' se 
evaluan en diferentes puntos), un teorema de calculo avanzado garantiza que su llmite, 
conforme la norma de la particion tiende a cero, es la integral definida 

V[/'(t )] 2 + [g'(t)] 2 dt. 

Por lo tanto, es razonable definir la longitud de la curva de A a B como esta integral. 


DEFINICION Longitud de una curva parametrizada 

Si una curva C esta definida en forma parametrica por x = fit) y y = g(t), 
a < t < b, donde /' y g' son continuas y no simultaneamente iguales a cero en 
[a, b], y C se recorre una sola vez cuando t aumenta de t = a a t = b, entonces la 
longitud de C es la integral definida 

rb 

L= / V[/'(t)] 2 + \g\t)] 2 dt. 


Una curva suave C no pasa dos veces por el mismo lugar ni invierte la direccion del 
movimiento en el intervalo de tiempo \a, b], ya que (/') 2 + 0/) 2 > 0 en todo el intervalo. 

Si x = f(t)yy = g(t)y utilizamos la notacion de Leibniz, obtenemos el siguiente re- 
sultado para la longitud de arco: 



^Que sucede si existen dos parametrizaciones diferentes para una curva C cuya lon¬ 
gitud queremos determinar? ^importa cual utilicemos? Con base en calculo avanzado, la 
respuesta es que no, siempre y cuando la parametrizacion que elijamos cumpla las condi- 
ciones establecidas en la definicion de la longitud de C (vea el ejercicio 29). 

EJEMPLO 1 El perimetro de una circunferencia 

Determinar la longitud de la circunferencia de radio r definida en forma parametrica por 
x = r cos t y y = r sen t, 0 < t < 277. 


Solucion A medida que t varia de 0 a 277, la circunferencia se recorre exactamente una 
vez, convirtiendose en 


Encontramos 


y 


L 




dt. 


dx 

dt 


dy 

—r sen t, = r cos t 




^(sen 2 t + cos 2 t) = r 2 . 
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Por lo que 



EJEMPLO 2 ApLicacion de La formula parametrica para calcuLar La Longitud de una curva 
Determinar la longitud de la astroide (figura 6.26) 


y 



FIGURA 6.26 La astroide del ejemplo 2. 


x = cos 3 t, y = sen 3 1, 0 < t < 2ir. 


Solucion Como consecuencia de la simetrla de la curva con respecto a los ejes de coor- 
denadas, su longitud es cuatro veces la longitud de la parte del primer cuadrante. Tenemos 



cos 3 1, y = sen 3 t 

[3 cos 2 t(-sen t)] 2 = 9 cos 4 t sen 2 t 

[3 sen 2 t(cos t)] 2 = 9 sen 4 t cos 2 1 



V9 cos 2 t sen 2 t (cos 2 t + sen 2 t) 

1 


= V9 cos 2 t sen 2 t 
= 3|cos?sent| 

cos t sen t > 0 para 

= 3 cost sent. 


Por lo tanto, 


Biografia historica 

Gregory St. Vincent 
(1584-1667) 


Longitud de la parte del primer cuadrante 


^ 7t/2 


3 cos t sen t dt 


3 

2 


n Tr /2 


sen 2t dt 


cos 21 


7r/2 

Jo 


3 

2 ' 


La longitud de la astroide es cuatro veces esto: 4(3/2) = 6. 


cos t sen t = 
(1/2) sen 2* 


Longitud de una curva y = f(x) 

Dada una funcion continuamente diferenciable y = f(x), a < x < b, podemos asignar 
x = t como un parametro. Entonces, la grafica de la funcion/es la curva definida parame- 
tricamente por 


x = t y y = f{t), a < t s b, 
un caso especial de lo que hemos considerado antes. Entonces, 


dx 

dt 


= 1 


dy 

dt 


= /'(?)• 
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Segun los calculos que hicimos en la seccion 3.5, tenemos 


dy dy/dt 


dx dx/dt 


de lo cual obtenemos 



1 + 



1 + [/'(x)] 2 . 


A1 sustituir lo anterior en la ecuacion (1) se obtiene la formula de la longitud de arco para 
la grafica de y = f(x). 


Formula para la longitud de y = /( x), a < x < b 

Si/es continuamente diferenciable en el intervalo cerrado [a, b], la longitud de 
la curva (grafica) y = f(x) dex = aax = bes 



EJEMPLO 3 Aplicacion de la formula de Longitud de arco en una grafica 
Determinar la longitud de la curva 



0 < x < 1. 


Solucion Utilizamos la ecuacion (2) con a = 0, b = 1 y 



dy = 4V2 _ 3 1/2 


dx 3 2 


>/ 2 = 2 V 2 X 1 / 2 



La longitud de la curva de x = 0 a x = 1 es 


L = 



Ecuacion (2) con 
a = 0, b = 1 


f • |(1 + 8 x ) 3 / 2 



Haga u = 1 + 8a: , 
integre y reemplace 


u por 1 + 8x. ■ 
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y 



FIGURA 6.27 La grafica de y = (x/2) 2 / 3 
desde x = 0 hasta x = 2, tambien es la 
grafica de x = 2y 3 / 2 desde y = 0 hasta 
v = 1 (ejemplo 4). 


Trabajo con discontinuidades en dy/dx 

En un punto de la curva en donde dy/dx no exista, dx/dy puede existir y es posible deter- 
minar la longitud de la curva expresando x como funcion de y y aplicando la ecuacion si- 
guiente, que es analoga a la ecuacion (2): 


Formula para determinar la longitud de x = g(y), c < y — d 

Si g es continuamente diferenciable en [c, d], la longitud de la curva x = g(y) de 
y = c a y = d es 

L = l V 1 + ($) dy = I Vl + [g ' {y) ^ dy - (3) 


EJEMPLO 4 Longitud de una grafica con discontinuidad en dy/dx 
Determinar la longitud de la curva y = (x/2) 2 ' 3 dex = Oax = 2. 


Solucion La derivada 

dy = 2 (x_Y /3 /l\ = 1 A2V /3 
dx 3 \2y y2 J 3 VV 


no esta definida en x = 0, por lo que no podemos determinar la longitud de la curva por 
medio de la ecuacion (2). 

Por lo tanto, reescribimos la ecuacion para expresar x en terminos de y: 



y 


3/2 _ ^ 

Elevar ambos 

2 

lados a la 3/2. 

x = 2y 3 / 2 . 

Despejar x. 


Con base en lo anterior, vemos que la curva cuya longitud queremos determinar es tam¬ 
bien la grafica de x = 2y 3//2 de y = 0 a y = 1 (figura 6.27). 

La derivada 


| = 2 (§)^- 3 ^ 

es continua en [0, 1]. Por consiguiente, podemos utilizar la ecuacion (3) para determinar la 
longitud de la curva: 


=b<>+h: 

= ^-(loVlO - l) ~ 2.27. 


Ecuacion (3) con 
c = 0,d = 1. 


Haga u = 1 + 9y, 
du/ 9 = dy, 
integre y sustituya. 
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Biografia historica 

James Gregory 
(1638-1675) 


y 



(b) 


FIGURA 6.28 Diagramas para recordar la 
ecuacion ds = V dx 2 + dy 2 . 


Formula para longitud de arco en forma diferencial 

La ecuacion (1) suele escribirse en terminos de diferenciales, en lugar de emplear deriva- 
das. Esto se hace formalmente escribiendo (dt) 2 dentro del radical en lugar de dt fuera del 
radical y escribiendo 

(f) (A)2 = (f*) = {dx)1 

y 

(I) {dt)1 = (t dt ) = {dy)2 - 

Tambien se acostumbra eliminar los parentesis en (dx) 2 y escribir simplemente dx 2 , 
por lo que la ecuacion (1) se transforma en 

L= V dx 2 + dy 2 . (4) 


Estas diferenciales pueden considerarse como una forma de resumir y simplificar las pro- 
piedades de las integrales. Para conocer una definicion matematica precisa de las diferen¬ 
ciales, consulte un texto mas avanzado. 

Para realizar el calculo de la integral, dx y dy deben expresarse en terminos de la 
misma variable, y se deben proporcionar los limites adecuados en la ecuacion (4). 

Un metodo util para recordar la ecuacion (4) consiste en escribir 

ds = V dx 2 + dy 2 (5) 


y tratar ds como una diferencial de la longitud de arco, que puede integrarse entre los limites 
adecuados para obtener la longitud total de la curva. La figura 6.28a proporciona la inter- 
pretacion precisa de ds para la ecuacion (5). La figura 6.28b no es precisa, pero se consi- 
derara una aproximacion simplificada de la figura 6.28a. 

Con la ecuacion (5) en mente, la manera mas rapida de recordar las formulas para 
calcular la longitud de arco es recordando la ecuacion 


Longitud de arco 



Si escribimos L = f ds y tenemos la grafica dey = f(x), podemos reescribir la ecuacion (5) 
para obtener 


ds = V dx 2 + dv 2 





dx. 


con lo que se obtiene la ecuacion (2). Si, en cambio, tenemos x = g(y), reescribimos asi la 
ecuacion (5): 


ds = V dx 2 + dy 2 



dx 2 
dy 2 


dy 2 



, dx 2 , 

+ — 1 d y = 

dy 



dy, 


y obtenemos la ecuacion (3). 
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EJERCICIOS 6.3 


Longitudes de curvas parametrizadas 

En los ejercicios 1 a 6, determine las longitudes de las curvas. 

1. x = 1 — t, y = 2 + 3t, —2/3 < t < 1 

2. x = cos t, y = t 4- sen t, 0 £ ( £ it 

3. x = t\ y = 3t 2 /2, 0 < t < V3 

4. x = t 2 /2, y = (2t + l) 3/2 /3, 0 < t < 4 

5. x = (2t + 3) 3/2 /3, y = t + t 2 /2, 0 < t < 3 

6 . x = 8 cos t + 8t sen t, y = 8 sen t — St cos r, 0 £ f £ ir/2 

Determinacion de longitudes de curvas 

En los ejercicios 7 a 16, determine la longitud de cada curva. Si tiene 
una calculadora grafica, utillcela para graficar estas curvas. 

7. y = (l/3)(x 2 + 2) 3 / 2 de x = Otox = 3 

8. y = x 3 / 2 de x=0ax = 4 

9. x = (y 3 /3) + l/(4y) de y = 1 ay = 3 
(Sugerencia: 1 + (dx/dy) 2 es un cuadrado perfecto). 

10. x = (v 3 / 2 /3) - y 1 / 2 de >> = 1 a v = 9 
{Sugerencia: 1 + {dx/dy) 2 es un cuadrado perfecto). 

11 . x = (y 4 /4) + 1/(8/) de y = 1 ay = 2 

( Sugerencia : 1 + {dx/dy) 2 es un cuadrado perfecto). 

12. x = (y 3 /6) + 1/(2 y) de y = 2 ay = 3 
{Sugerencia: 1 + {dx/dy) 2 es un cuadrado perfecto). 

13. y = (3/4)x 4 / 3 - (3/8)x 2 / 3 + 5, 1 < x < 8 

14. y = (x 3 /3) + x 2 + x + l/(4x + 4), 0 < x < 2 

15. x = J /sec 4 t — 1 dt, —7r/4 £ y £ tt/4 

16. y = J V3f 4 - 1 dt, -2 < x < -1 

D Determinacion de integrates para longitudes 
de curvas 

En los ejercicios 17 a 24, haga lo siguiente. 

a. Establezca una integral para calcular la longitud de la curva. 

b. Grafique la curva para ver su forma. 

c. Utilice el evaluador de integrales de su calculadora grafica o 
computadora para determinar, de forma numerica, la longitud 
de la curva. 

17. y = x 2 , -1 < x < 2 

18. y = tanx, —tr/3 < x £ 0 

19. x = seny, 0 £ y £ tt 

20. x = Vl - y 2 , - 1/2 < y < 1/2 

21. / + 2y = 2x + 1 de (-1,-1) a (7, 3) 

22. y = senx — xcosx, 0 £ x £ it 


23. V — tan t dt, 0 £ x £ ir/6 


24. x = / Vsec 2 t — 1 dt, —tt/3 < y < tt/4 


Teoria y aplicaciones 

25. ^Existe alguna curva suave (continuamente diferenciable) y = /(x), 
cuya longitud en el intervalo 0 < x £ a sea siempre \/2a ? Jus- 
tifique su respuesta. 

26. Uso de tangentes para deducir la formula de la longitud de 
una curva Suponga que / es suave en [a, b ] y que dividimos 
este intervalo en la forma usual. En cada subintervalo [xh, x*], 
construimos un pequeno segmento de tangente en el punto {x k _ h 
f( x k- 1 ))> como se muestra en la figura siguiente. 

a. Demuestre que la longitud del £-esimo segmento de tangente en 
el intervalo [x^_i, x*] es igual a /(Ax*) 2 + (/'fe- 1 ) Ax t .) 2 . 

b. Demuestre que 

n 

llm (longitud del £-esimo segmento de tangente) = 

0° k=i 

Vl + ( f'{x)) 2 dx, 

que es la longitud L de la curva y =/(x) de a a b. 



27. a. Determine una curva que pase por el punto (1, 1), cuya inte¬ 
gral de longitud sea 



b. ^Cuantas curvas cumplen con lo anterior? Justifique su res¬ 
puesta. 

28. a. Determine una curva que pase por el punto (0, 1) y cuya inte¬ 

gral de longitud sea 

1 ■ / VVv 

b. ^Cuantas curvas cumplen con lo anterior? Justifique su res¬ 
puesta. 

29. La longitud es independiente de la parametrizacion Para 
ilustrar el hecho de que el resultado que obtenemos en nuestra 
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aproximacion de la longitud no depende de la forma en que para- 
metrizamos nuestras curvas (salvo por las restricciones menciona- 
das con anterioridad acerca de regresar y recorrer una p arte dos 
veces), calcule la longitud de la semicircunferencia y = \/1 — x 2 
con estas dos parametrizaciones: 

a. x = cos2t, y = sen2t, 0 < t < Tr/2 

b. x = sen77t, y = cos irt, —1/2 £ t £ 1/2 

30. Determine la longitud de un arco de la cicloide x = a(Q — sen 6), 
y = a(\ — cos 6), 0 < 0 < 2tt, que se muestra en la figura si- 
guiente. Una cicloide es la curva que recorre un punto P en la cir- 
cunferencia de un clrculo que rueda sin resbalar a lo largo de una 
linea recta, como el eje x. 


y 



EXPL0RACI0NES CON C0MPUTAD0RA 

En los ejercicios 31 a 36, utilice su computadora y el software apro- 
piado para realizar los siguientes pasos con la curva dada sobre el in- 
tervalo cerrado. 


a. Trace la curva junto con las trayectorias poligonales aproxi- 
madas para n — 2, 4, 8 puntos en la particion del intervalo. 
(Vea la figura 6.24). 

b. Determine la aproximacion correspondiente a la longitud de la 
curva, sumando las longitudes de los segmentos de recta. 

c. Evalue la longitud de la curva por medio de una integral. 
Compare sus aproximaciones para n = 2, 4, 8 con la longitud 
real dada por la integral. ^Como se compara la longitud real 
con las aproximaciones a medida que n crece? Explique su 
respuesta. 

31. fix) = Vl - x 2 , -1 < x < 1 

32. f(x) = x 1 / 3 + x 2/3 , 0 < x < 2 

33. fix) = sen (t tx 2 ), 0 £ x £ \f2 

34. fix) = x 2 cosx, 0 £ x £ 7r 

35. /(x) = 7TTT- 

36. fix) = x 3 - x 2 , -l<x<l 

37. x = |? 3 , y = |t 2 , 0 < t < 1 

38. x = 2? 3 — 16 1 2 + 25 1 +5, y = t 2 + t — 3, 

0 < t < 6 

39. x = t — cos t, y = 1 + sen t, —tt < t ^ tt 

40. x = e' cos t, y = e 1 sen t, 0 < t < 7r 


Momentos y centro de masa 


Muchas estructuras y sistemas mecanicos se comportan como si sus masas estuviesen 
concentradas en un solo punto, llamado centro de masa (figura 6.29). Es importante saber 
como localizar este punto y hacerlo es una tarea basicamente matematica. Por el momenta, 
solo analizaremos objetos con una o dos dimensiones. Los objetos tridimensionales se es- 
tudian mejor con las integrales multiples que revisaremos en el capitulo 15. 


Masas a lo largo de una recta 

Desarrollaremos nuestro modelo matematico por etapas. La primera consiste en imaginar 
las masas m u m 2 y fft 3 en un eje rigido horizontal, x, apoyado en un punto (denominado 
fulcro o fulcrum) en el origen. 


*1 o *2 *3 



fulcro en 
el origen 


El sistema resultante puede quedar balanceado o no. Esto depende del tamano de las ma¬ 
sas y de como esten distribuidas. 
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FIGURA 6.29 (a) El movimiento de esta Have de tuercas deslizandose sobre 

un bloque de hielo parece erratico, hasta que notamos que solo esta girando 
alrededor de su centra de masa, mientras que el centra de masa se desliza en 
llnea recta, (b) Los planetas, asteroides y cometas de nuestro sistema solar giran 
alrededor de su centra de masa colectivo. (Este se encuentra dentro del Sol). 

Cada masa m k ejerce una fuerza hacia abajo m k g (el peso de m k ) igual a la magnitud de 
la masa por la aceleracion debida a la gravedad. Cada una de estas fuerzas tiende a hacer 
girar el eje alrededor del origen, de la misrna manera en que ocurre cuando se gira un 
tiovivo. Este efecto, denominado torque, se mide multiplicando la fuerza m k g por la dis- 
tancia, con signo, x k del punto de aplicacion de la fuerza al origen. Las masas a la izquierda 
del origen ejercen un torque negativo (en contra del sentido de las manecillas del reloj). 
Las masas a la derecha del origen ejercen un torque positivo (en el sentido de las manecillas 
del reloj). 

La suma de los torques determina la tendencia de un sistema a girar alrededor del ori¬ 
gen. Esta suma se denomina torque del sistema. 

Torque del sistema = m\gx\ + m 2 gx 2 + m 3 gx 2 (1) 

El sistema quedara en equilibrio si y solo si su torque es igual a cero. 

Si factorizamos la g en la ecuacion (1), veremos que el torque del sistema es 


g • (miXi + m 2 x 2 + m 3 x 2 ) 

una caracteristica una caracteristica 
del medio del sistema 


Asi, el torque es el producto de la aceleracion gravitacional g, que es una caracteristica del 
medio en donde se encuentre el sistema y del numero {m\X\ + m 2 x 2 + m 3 x 3 ), que es una 
caracteristica del sistema mismo, una constante que permanece igual sin importar en don¬ 
de se coloque el sistema. 

El numero {m 1 X 1 + m 2 X 2 + m 3 x 3 ), se denomina momento del sistema con respecto 
al origen y es la suma de los momentos m l xi, ni 2 x 2 , w 3 x 3 de las masas individuales. 

Mq = Momento del sistema respecto al origen = 2 m kX k . 

(Escribimos lo anterior con la notacion sigma para permitir sumas con mas terminos). 

Usualmente queremos conocer en donde colocar el fulcro para que el sistema este 
equilibrado, esto es, nos interesa saber en que punto colocar x para que la suma de los tor¬ 
ques sea igual a cero: 


*1 
in | 


x 2 x 

Punto especial 
en donde se logra 
el equilibrio 


*3 


m 3 
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En esta posicion especial, el torque de cada masa respecto del punto de apoyo es 


Torque de m k respecto de x = 


/ distancia con signo\ / fuerza hacia \ 


\ de m k a x J\ abajo ) 


= (. x k - x)m k g. 

Cuando escribimos la ecuacion que indica que la suma de estos torques es igual a cero, ob- 
tenemos una ecuacion para despejar x: 


2 ( x k - x)m k g = 0 
g^j (x k - x)m k = 0 
2 imxk ~ xm k ) = 0 

2 m k x k ~ 2 xm k = 0 

2 m kX k = X 2 m k 


m k x k 


X = 


m k 


La suma de los torques es cero. 

Regia del multiplo constante para las sumas 
Se divide entre g, y se distribuye 

Regia de la diferencia para sumas 

Se reacomodan terminos y se aplica nuevamente 
la regia del multiplo constante 

Se despeja x 


Esta ultima ecuacion nos permite determinar x, dividiendo el momento del sistema respec¬ 
to del origen entre la masa total del sistema: 


x 


2 m kXk 
2 m k 


momento del sistema con respecto al origen 
masa del sistema 


El punto x se denomina centro de masa del sistema. 


Alambres y varillas delgadas 

En muchas aplicaciones, necesitamos conocer el centro de masa de una varilla o de una 
franja delgada de metal. En casos como estos, en donde podemos modelar la distribucion 
de masa con una funcion constante, los simbolos de suma de nuestras formulas se convier- 
ten en integrales, tal como se describe a continuacion. 

Imagine que tenemos una franja larga y delgada en el eje x desde x = a hasta x = by 
que la cortamos en pequenas partes de masa A m k por medio de una particion del intervalo 
[a, b], Para ello, elegimos cualquier punto x k en el /c-esimo subintervalo de la particion. 


La k-esima pieza tiene una longitud de Ax t unidades, y se encuentra aproximadamente a x k 
unidades del origen. Observe tres cosas: 

En primer lugar, el centro de masa de la franja x es casi el mismo que el del sistema de 
puntos de masa que obtendriamos colocando cada masa A m k en el punto x k . 

momento del sistema 


x 


masa del sistema 
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Densidad 

La densidad de la materia es su masa por 
unidad de volumen. Sin embargo, en la 
practica tendemos a utilizar unidades que 
puedan medirse de manera mas 
conveniente. En el caso de alambres, 
varillas y bandas angostas, utilizamos 
masa por unidad de longitud; en el de 
hojas planas y placas, utilizamos masa 
por unidad de area. 



FIGURA 6.30 El centra de masa de una 
varilla o de una barra delgada recta de 
densidad constante, se encuentra a su 
punto medio (ejemplo 1). 


En segundo lugar, el momento de cada pieza de la franja respecto del origen es apro- 
ximadamente x k Am k , por lo que el momento del sistema es aproximadamente igual a la 
suma de x k A m k : 


momento del sistema ~ ^ x k A m k . 

En tercera instancia, si la densidad de la franja en x k es 8(x k ), expresada en terminos 
de masa por unidad de longitud y si 8 es continua, entonces A m k es aproximadamente 
igual a S(x jt ) Ax*- (masa por unidad de longitud por longitud): 

A m k « 8(x k ) Ax k . 

Combinando estas tres observaciones se obtiene 


momento del sistema ^ S x k Am k ~ S Xk Xk ) Axk 
masa del sistema ~ ^ A m k ~ 2 Ax k 


La suma en el ultimo numerador de la ecuacion (2) es una suma de Riemann para la fun- 
cion continua xS(x) en el intervalo cerrado [a, b]. La suma en el denominador es una suma 
de Riemann para la funcion S(x) en ese intervalo. Esperariamos que la aproximacion ob- 
tenida con la ecuacion (2) mejore conforme la franja sea dividida en partes cada vez mas 
pequenas, lo cual nos conduce a la ecuacion 

b 

xS(x) dx 
b • 

S(x) dx 



Esta es la formula que utilizamos para determinar x. 


Momento, masa y centro de masa de una varilla delgada o de una franja a lo 
largo del eje x con funcion de densidad 5(jc) 

Momento con respecto al origen: 

M 0 = 

[ 

/ x5(x) dx 

(3a) 

Masa: 

M = 

rb 

/ 5(x) dx 

J a 

(3b) 

Centro de masa: 

X = 

Mo 

M 

(3c) 


EJEMPLO 1 Franjas y varillas de densidad constante 

Demostrar que el centra de masa de una varilla o de una franja recta y delgada de densidad 
constante se encuentra en su punto medio. 

Solucion Modelamos la franja como una parte del eje x desde x = a hasta x = b (figura 
6.30). Nuestra meta es demostrar que x = (a + b)/2, el punto medio entre ay b. 
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FIGURA 6.31 Podemos considerar una 
varilla de grosor variable como una varilla 
con densidad variable (ejemplo 2). 


y 



FIGURA 6.32 Cada masa m k tiene un 
momento respecto de cada eje. 


La clave para lograrlo radica en que la densidad tenga un valor constante. Esto nos 
permite considerar la funcion S(x) en las integrales de la ecuacion (3) como una constante 
(llamemosle 5), con lo que resulta 



a + b 

2 las 8 se eliminan x. 


EJEMPLO 2 Varilla con densidad variable 

La varilla de 10 m de longitud que se ilustra en la figura 6.31 aumenta su grosor de iz- 
quierda a derecha, por lo que su densidad, en lugar de ser constante, es S(x) = 1 + (x/ 10 ) 
kg/m. Determinar el centro de masa de la varilla. 


Solucion El momento de la varilla con respecto al origen (ecuacion 3a) es 


r 10 

Mq = / xS(x) dx = 
no 


no 


/ o 


x 1 + 


10 


no 


dx = 


x + 


10 


dx 


x 2 x 3 

2 + 30 


, n , 100 250 

= 50 H— y- = —y~ kg • m. 


Las unidades 
momento son 
masa x longitud. 


La masa de la varilla (ecuacion 3b) es 


no 


no 


M = 


S(x) dx = 


1 + 


10 


dx = 


x + 


20 


10 


= 10 + 5 = 15 kg. 


El centro de masa de la varilla (ecuacion 3c) se ubica en el punto 

- M 0 250 1 50 , ,, 

x = ~M = " L5 = ~9 5.56 m. 


Masas distribuidas sobre una region plana 

Suponga que tenemos una coleccion finita de masas ubicadas en el piano, con masa m k en 
el punto (x k , y k ) (vea la figura 6.32). La masa del sistema es 

Masa del sistema: M = 2 m k- 

Cada masa m k tiene un momento con respecto al eje x. Este es m k y k y su momento con res¬ 
pecto al ejey es m k y k . Los momentos del sistema complete con respecto a los dos ejes son 

Momento con respecto al eje x: M x = 2 m kyk, 

Momento con respecto al eje y: M v = 2 m k x k- 

La coordenada x del centro de masa del sistema se define como 


My _ 2 m k x k 

M 2 m k 
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FIGURA 6.33 Un arreglo bidimensional 
de masas se equilibra en su centra de 
masa. 



i 


0 x 

FIGURA 6.34 Una placa se corta en 
franjas delgadas paralelas al eje v. El 
momento ejercido por una franja 
representativa respecto de cada eje es el 
momento que su masa, A m ejercerla si 
estuviese concentrada en el centra de masa 
de la franja ( x , y ). 


Como en el caso unidimensional, con esta eleccion de x, el sistema se equilibra con res¬ 
pecto a la recta x = x (figura 6.33). 

La coordenada v del centra de masa del sistema se define como 

_ M x _ 2 m kVk 

y m "v (5) 

M 2 j '”k 

Con esta eleccion de y, el sistema se equilibra tambien con respecto a la recta y = y_ La 
torca ejercida por las masas con respecto a la recta y = y se elimina. Asi, en lo que se re- 
fiere al equilibrio, el sistema se comporta como si todas las masas estuviesen en un solo 
punto (5c, JO, al cual se le denomina centro de masa del sistema. 


Placas planas y delgadas 

En muchas aplicaciones es necesario determinar el centro de masa de una placa plana y 
delgada, por ejemplo, un disco de aluminio, o una hoja triangular de acero. En tales casos, 
suponemos que la distribucion de masa es continua y las formulas que utilizamos para 
calcular x y y contienen integrales en lugar de sumas finitas. Las integrales surgen de la 
manera siguiente. 

Imagine que la placa, que ocupa una region del piano xy, se corta en franjas delgadas 
paralelas a uno de los ejes (en la figura 6.34, paralelas al eje y). El centro de masa de una 
franja representativa es (x, y). Tratamos la masa de la franja A m como si estuviese en 
(x, y). Entonces, el momento de la franja con respecto al eje y es x Am y con respecto al 
eje x es y Am. Asi, las ecuaciones (4) y (5) se transforman en 

_ _ M y _ 2 * Am _ _ M x _ 2 y A m 
X = ^ = 2 Am ’ y= M r= 2 Am ' 

Como en el caso unidimensional, las sumas son sumas de Riemann para integrales y apro- 
ximan a estas en el limite conforme el ancho de las franjas en que se corta la placa se hace 
cada vez mas angosto. Escribimos estas integrales de manera simbolica como 

f x dm f y dm 

f dm ^ / d m 


Momentos, masa y centro de masa de una placa delgada que cubre una region 
en el piano xy 


Momento con respecto al eje x: 

M x = 

j y dm 


Momento con respecto al eje x: 

M y = 

J x dm 

(6) 

Masa: 

M = 

/ dm 


Centro de masa: 

x = 

II 

i>. 

, sTfc 



Para evaluar estas integrales, dibujamos la placa en el piano coordenado y bosquejamos 
una franja de masa, paralela a uno de los ejes coordenados. Luego, expresamos la masa de 
la franja dm y las coordenadas (x, y) del centro de masa de la franja en terminos de x o y. 
Por ultimo, integramos y dm, x dm y dm entre los limites de integracion determinados por 
la ubicacion de la placa en el piano. 
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y (cm) 



• x (cm) 


FIGURA 6.35 La placa del ejemplo 3. 


EJEMPLO 3 Placa con densidad constante 

La placa triangular que se muestra en la figura 6.35 tiene una densidad constante de 
8 = 3 g/cm 2 . Determinar 

(a) el momento, M v , de la placa respecto del eje y. 

(b) la masa, M, de la placa. 

(c) la coordenada x del centra de masa (c.m.) de la placa 

Solucion 

Metodo 1: Franjas verticales (figura 6.36) 

(a) El momento M v : La franja vertical representativa tiene 

centra de masa (c.m.): (x, y) = (x, x) 

largo: 2x 



El c.m. de la franja 
esta en el punto medio. 
(*, 50 = (x, x) 


->\dx\+- 1 
Unidades en centi'metros 


FIGURA 6.36 Modelando la placa del 
ejemplo 3 con franjas verticales. 


ancho: dx 

area dA = 2x dx 

masa: dm = 8 dA = 3 • 2 x dx = 6x dx 

distancia del c.m. al eje y: x = x. 

El momento de la franja con respecto al eje y es 

x dm = x • 6x dx = 6x 2 dx. 

Por lo tanto, el momento de la placa con respecto al eje y es 


M y = J x dm = J 6x 2 dx = 2x 3 

(b) La masa de la placa: 


= 2 g•cm. 


M = 


dm = 


6 x dx = 3x 2 


= 3g. 


(c) La coordenada x del centra de masa de la placa: 


y (cm) 



X = 


M y 

~M 


2 g • cm 


2 

3 cm. 


Por medio de un calculo analogo, podriamos determinar M x y y = M x /M. 


Metodo 2: Franjas horizontales (figura 6.37) 

(a) El momento M v : La coordenada y del centra de masa de una franja horizontal repre¬ 
sentativa es y (vea la figura), asi que 


y = y. 

La coordenada x es la coordenada x del punto medio del segmento que cruza el trian- 
gulo. Esto produce un promedio de y/2 (el valor de x del lado izquierdo de la franja) y 
1 (el valor de x del lado derecho de la franja): 


x = 


(y/2) + l 


= ^ + i = 

4 2 


y + 2 


FIGURA 6.37 Modelando la placa del 
ejemplo 3 con franjas horizontales. 


2 


4 


























6.4 Momentos y centra de masa 431 


Tambien tenemos 


y 2 — v 

lar g° : 1 - j 

ancho: dy 

2 — y 

area: dA = —^ 

2 — y 

masa: dm = 8 dA = 3-y— dy 

~ F + 

distancia del c.m. al eje y: x = —. 


El momento de la franja con respecto al eje y es 


Como determinar el centro 
de masa de una placa 

1. Dibuje la placa en el pia¬ 
no xy. 

2. Haga un bosquejo de una 
franja de masa que sea 
paralela a uno de los ejes 
coordenados y determine 
sus dimensiones. 

3. Determine la masa de la 
franja dm y el centro de 
masa (x, y). 

4. Integre y dm, x dm y dm 
para determinar M x , M y 
y M. 

5. Divida los momentos en- 
tre la masa, para calcular 
xy j. 


^ y + 2 2 

x dm = —-— • 3 • — 


Y~ d y = f ( 4 - y 2 ) d y- 


El momento de la placa con respecto al ejey es 


My = 


' dm = 


| (4 - y 2 ) dy = f 


y 3 12 

4y - y 
3 JO 


= « T = 2 g-cm. 


(b) La masa de la placa: 


M= dm = 


l(2-y)dy = l 


n - V 
2y-y 


= f(4 - 2) = 3g. 


(c) La coordenada x del centro de masa de la placa: 


My 

~M 


2 g • cm 2 

3g 


= y cm. 


Por medio de un calculo analogo, podemos determinar M x y y. 


Si la distribucion de masa en una placa plana y delgada tiene un eje de simetria, el 
centro de masa estara en el. Si tiene dos ejes de simetria, el centro de masa estara en la in- 
terseccion de ambos ejes. Con frecuencia esto nos ayuda a simplificar nuestro trabajo. 


EJEMPLO 4 Placa con densidad constante 

Determinar el centro de masa de una placa delgada con densidad constante S que cubre la 
region acotada por arriba por la parabolay = 4 -x 2 y por abajo por el eje x (figura 6.38). 


Solucion Como la placa es simetrica respecto del eje y y su densidad es constante, la dis¬ 
tribucion de masa es simetrica respecto del eje y y el centro de masa estara en el. Asi, 
x = 0. Falta por determinar y = M x /M. 

Un calculo de prueba con franjas horizontales (figura 6.38a) conduce a una integra- 
cion complicada 

M x = J 2Sy\/4 — y dy. 

Por lo tanto, modelamos la distribucion de masa con franjas verticales (figura 6.38b). 
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y 



y 



FIGURA 6.38 Modelando la placa del 
ejemplo 4 con (a) franjas horizontales 
resulta en una integracion inconveniente, 
as! que la modelamos con (b) franjas 
verticales. 


Una franja vertical representativa tiene 


centra de masa (c.m.): 

largo: 4 — x 2 

ancho: dx 

area: dA = (4 — x 2 ) dx 

masa: dm = 8 dA = 5(4 — x 2 ) dx 



distancia del c.m. al eje x: 



El momento de 


El momento de 


la franja con respecto al eje x es 


y dm = ^ — — • 5(4 — x 2 ) dx = ^ (4 — x 2 ) 2 dx. 


la placa con respecto al eje x es 


M x = J y dm = J — (4 — x 2 ) 2 dx 


(16 — 8x 2 + x 4 ) dx = 5. 


La masa de la placa es 


Por lo tanto. 


M 


dm 



5(4 — x 2 ) dx 



M x (256/15) 5 8 

y ~ ~ (32/3) 5 ~ 5 ' 


El centro de masa de la placa es el punto 


(7) 


( 8 ) 


(x,y) = 



EJEMPLO 5 Placa con densidad variable 

Determinar el centro de masa de la placa del ejemplo 4, si la densidad en el punto (x, y) es 
5 = 2x 2 , es decir, el doble del cuadrado de la distancia entre el punto y el eje y. 
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Solucion La distribucion de masa sigue siendo simetrica respecto del eje y, por lo que 
x = 0. Con 8 = 2x 2 , las ecuaciones (7) y (8) se transforman en 


M x 


M 


Por lo tanto. 


y dm = J ^ (4 — x 2 ) 2 dx = J x 2 (4 — x 2 ) 2 dx 


(16x“ — 8x 4 + x 6 ) dx = 


2048 

105 


dm = J 5(4 — x 2 ) dx = J 2x 2 (4 — x 2 ) dx 


(8x 2 — 2x 4 ) dx = 


256 
15 ' 


Mx = 2048 15 8 
M 105 '256 T 


El nuevo centra de masa de la placa es 


(x, y) = ( 0, j 


(?') 


(S') 


EJEMPLO 6 Alambre con densidad constante 

Determinar el centro de masa de un alambre con densidad constante 8, que tiene forma de 
una semicircunferencia de radio a. 


y 



y 


a 



c.m. 

(°- i '"J 


/ 

/ 

1 

1 ^ 

-a 0 

a 


(b) 


FIGURA 6.39 El alambre semicircular 
del ejemplo 6. (a) Las dimensiones y 
variables utilizadas para determinar el 
centro de masa. (b) El centro de masa no 
esta en el alambre. 


Solucion Modelamos el alambre con la semicircunferencia y = Va 2 — x 2 (figura 
6.39). La distribucion de masa es simetrica respecto del cje y, por lo que x = 0. Para de¬ 
terminar y, imaginamos que dividimos el alambre en pequenos segmentos. El segmento 
representative (figura 6.39a) tiene 

largo: ds = a do Masa por unidad 

de longitud por 

masa: dm = 8 ds = 8a dO 
distancia del c.m. al eje x: y = a sen 6. 

De donde, 

J y dm J^asenO'dadO 5a 2 [— cos$]q 2 

J = ~Jd^~ = f”8add = ^ = ” a ' 

El centro de masa esta en el punto (0, 2a/v), del eje de simetrla, aproximadamente a dos 
tercios del origen (figura 6.39b). 

Centroides 

Cuando la funcion de densidad es constante, se elimina del numerador y denominador en 
las formulas para xyy. Esto ocurrio en casi todos los ejemplos de esta seccion. En lo que 
concierne ary y,8 bien podrla haber sido 1. Asi, cuando la densidad es constante, la ubi- 
cacion del centro de masa es una caracteristica de la geometria del objeto y no del material 
del cual esta fabricado. En tales casos, los ingenieros podrian llamar al centro de masa, el 
centroide de la forma. Por ejemplo, si se le diera la instruccion: “Determine el centroide de 
un triangulo o de un cono solido”, solo tendrla que establecer 8 igual a 1 y proceder a la 
determinacion de x y y como se hizo antes, dividiendo momentos entre masas. 
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EJERCICIOS 6.4 


Varillas delgadas 

1. Dos ninos, uno con 80 lb de peso y el otro con 100 lb, se balan- 
cean en un sube y baja. El nino de 80 lb esta a 5 pies del punto de 
apoyo. que distancia del punto de apoyo se encuentra el nino 
de 100 lb? 

2. Los extremos de un tronco estan colocados en dos basculas. Una 
bascula marca 100 kg y la otra 200 kg. ^,En donde se encuentra el 
centra de masa del tronco? 

3. Los extremos de dos varillas de acero de igual longitud se sueldan 
para formar un marco en forma de angulo recto. Localice el cen¬ 
tra de masa del marco. (Sugerencia: ^En donde esta el centra de 
masa de cada varilla?) 


y 



4. Usted suelda los extremos de dos varillas de acero para formar un 
marco en angulo recto. El largo de una varilla mide el doble que 
el de la otra. ^En donde se encuentra el centra de masa del marco? 
(Sugerencia: ^En donde esta el centra de masa de cada varilla?) 

Los ejercicios 5 a 12 dan funciones de densidad de varillas delgadas 
que se encuentran en diferentes intervalos del eje x. Utilice las ecua- 
ciones (3a) a (3c) para determinar el momenta de cada varilla con res- 
pecto al origen, su masa y su centra de masa. 


5. S(x) 

6. S(x) 
1. S(x) 

8. S(x) 

9. S(x) 

10. 8(x) 

11 . 8(x) 

12. 8(x) 


4, 0 < x < 2 

4, 1 < x < 3 

1 + (x/3), 0 < x < 3 

2 - (x/4), 0 < x < 4 

1 + (l/Vx), 1 < x < 4 

3(x~ 3/2 + x~ 5/2 ), 0.25 < x < 1 
(2 - x, 0 £ x < 1 
\x, 1 < x < 2 

fx + 1, 0 < x < 1 
12, 1 < x < 2 


Placas delgadas con densidad constante 

En los ejercicios del 13 a 24, determine el centra de masa de una placa 
delgada con densidad constante 8 que cubre la region dada. 

13. La region acotada por la parabola y = x 2 y la recta y — 4 

14. La region acotada por la parabola y = 25 - x 2 y el eje x 

15. La region acotada por la parabola y = x - x 2 y la recta y = -x 

16. La region encerrada por las parabolas y = x 2 -3yy = -2X 2 


17. La region acotada por el eje y y la curva x = y — y 3 , 0 £ y £ 1 

18. La region acotada por la parabola x = y 2 - y y la recta y = x 

19. La region acotada por el eje x y la curva y = cosx, 
—ir/2 £ x £ 7t/2 

20. La region entre el eje x y la curva y = sec 2 x, — tt/4 £ x £ tt/4 

21. La region acotada por las parabolas y = 2x 2 — 4xyy = 2x — x 2 

22. a. La region del primer cuadrante cortada por la circunferencia 

x 2 + y 2 = 9 

b. La region acotada por el eje x y la semicircunferencia 

y = V9 - x 2 

Compare la respuesta del inciso (b) con la respuesta que dio al in- 
ciso (a). 

23. La region “triangular” del primer cuadrante, comprendida entre la 
circunferencia x 2 + y 2 — 9 y las rectas x = 3 y y = 3. (Sugerencia: 
Utilice geometrla para determinar el area). 

24. La region acotada por arriba por la curva y = 1 /x 3 , por abajo por 
la curva y = — 1/x 3 , y a la izquierda y la derecha por las rectas 
x = lyx = a> 1. Tambien determine llm„->oo x. 


Placas delgadas con densidad variable 

25. Determine el centra de masa de una placa delgada que cubre la 
region entre el eje x y la curva y = 2/x 2 , 1 £ x £ 2, si la densi¬ 
dad de la placa en el punto (x, y) es S(x) = x 2 . 

26. Encuentre el centra de masa de una placa delgada que cubre la 
region acotada por abajo por la parabola y = x 2 , y por arriba 
por la recta y = x, si la densidad de la placa en el punto (x, y) es 
S(x) = 12x, 

27. La region acotada por las curvas y = ±4/Vx y las rectas x = 1 y 
x = 4 se hace girar alrededor del eje y para generar un solido. 

a. Determine el volumen del solido. 

b. Determine el centra de masa de una placa delgada que 
cubre la region, si la densidad de la placa en el punto (x, y) 
es 5(x) = 1/x. 

c. Haga un bosquejo de la placa, ilustrando en el el centra de 
masa. 

28. La region entre la curva y = 2/x y el eje x desde x = 1 hasta x = 4 
se hace girar alrededor del eje x para generar un solido. 

a. Determine el volumen del solido. 

b. Determine el centra de masa de una placa delgada que 
cubre la region, si la densidad de la placa en el punto (x, y) 
es 8(x) = Vx. 

c. Haga un bosquejo de la placa, ilustrando en el el centra de 
masa. 

Centroides de triangulos 

29. El centroide de un triangulo esta en la interseccion de las me- 
dianas del triangulo (figura 6.40a) Tal vez recuerde que el 
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punto que esta a un tercio de la distancia entre el punto medio 
de cada lado del triangulo y el vertice opuesto, es el punto en donde 
se intersecan sus tres medianas. Demuestre que el centroide esta 
en la interseccion de las medianas, comprobando que tambien 
se encuentra a un tercio de la distancia entre cada lado y el vertice 
opuesto. Para ello, realice los pasos siguientes. 

i. Coloque un lado del triangulo sobre el eje x, como en la figura 
6.40b. Exprese dm en terminos de L y dy. 

ii. Utilice triangulos semejantes para demostrar que L = (b/h) 
( h — y). Sustituya esta expresion para L en su formula para dm. 

iii. Demuestre que y = h/3. 

iv. Aplique el mismo argumento a los otros lados. 


y 




FIGURA 6.40 El triangulo del ejercicio 29. (a) El centroide. 
(b) Las dimensiones y variables que se emplean para localizar 
el centra de masa. 

Utilice el resultado del ejemplo 29 para determinar los centroides de 

los triangulos cuyos vertices aparecen en los ejercicios 30 a 34. Su- 

ponga que a, b > 0. 

30. (-1,0), (1,0), (0, 3) 31. (0, 0), (1,0), (0, 1) 

32. (0, 0), (a, 0), (0, a) 33. (0, 0), (a, 0), (0, b) 

34. (0, 0), (a, 0), (a/2, b ) 

Alambres delgados 

35. Densidad constante Determine el momenta, con respecto al 
eje x, de un alambre con densidad constante que esta a lo largo de 
la curva y — \fx, desde x = 0 hasta x = 2. 

36. Densidad constante Determine el momenta, con respecto al 
eje x, de un alambre con densidad constante que esta a lo largo de 
la curva y = x 3 , desde x = 0 hasta x = 1 . 

37. Densidad variable Suponga que la densidad del alambre del 
ejemplo 6 es S = ksend (k constante). Determine el centra de 
masa. 

38. Densidad variable Suponga que la densidad del alambre del 
ejemplo S = 1 + Ajcos$| (k constante). Determine el centra de 
masa. 

Formulas de ingenierfa 

Verifique las afirmaciones y formulas de los ejercicios 39 a 42. 

39. Las coordenadas del centroide de una curva plana diferenciable son 

J x ds _ f y ds 

X longitud’ ^ longitud' 


y 



40. Sin importar el valor de p > 0 en la ecuacion y = x 2 /(Ap) , la 
coordenada y del centroide del segmento parabolico que se mues- 
tra a continuacion, es y = (3/5)a. 



41. En el caso de alambres y varillas delgadas de densidad constante 
con forma de arcos circulares centrados en el origen y simetricos 
respecto del ejey, la coordenada y del centra de masa es 


y = 


a sen a 
a 


ac 

s ■ 


y 


1 



42. ( Continuacion del ejercicio 41) 

a. Realice los pasos siguientes para demostrar que, cuando a es 
pequena, la distancia d entre el centroide y la cuerda AB es 
aproximadamente 2h/3 (segun la notacion de la figura). 
i. Demuestre que 


d _ sen a — a cos a 
fr ~ a — a cos a 


ii. Grafique 


(9) 


, _ sen a — a cos a 
J) 01 ) — a — a. cos a 

y utilice la funcion Trace de su calculadora grafica para de¬ 
mostrar que llm a ^o + /(<*) ~ 2/3. 
b. El error (diferencia entre d y 2h/ 3) es pequeno incluso para an- 
gulos mayores de 45°. Compruebelo evaluando el lado derecho 
de la ecuacion (9) para a = 0.2,0.4, 0.6, 0.8 y 1.0 radianes. 
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6.5 


Areas de superficies de revolucion y el teorema de Pappus 



FIGURA 6.41 La rotacion de la 
semicircunferencia y = A/a 2 — x 2 de 
radio a con centra en el origen, genera una 
superficie esferica con area 47ra 2 . 


Cuando uno salta la cuerda, esta “barre” una superficie espacial alrededor de la persona, 
misma que podemos denominar superficie de revolucion. El “area” de esta superficie de- 
pende de la longitud de la cuerda de y la distancia que haya entre cada uno de sus segmen- 
tos y el eje de rotacion. En esta seccion definiremos las areas de superficies de revolucion, 
y en el capitulo 16 abordaremos superficies mas complicadas. 


Definicion del area de una superficie 

Queremos que nuestra definicion de area de una superficie de revolucion sea consistente 
con los resultados que nos ofrece la geometria clasica al calcular las areas de las superficies 
de esferas, cilindros circulares y conos. De esta manera, si la cuerda para saltar discutida 
en la introduccion del capitulo toma la forma de una semicircunferencia de radio a y se ha- 
ce girar alrededor del eje x (figura 6.41), esta generara una esfera cuya superficie tiene 
area 4ira 2 . 

Antes de considerar curvas generates, empezaremos nuestro analisis haciendo girar 
alrededor del eje x segmentos de recta horizontales e inclinados. Si hacemos girar el seg- 
mento de recta horizontal AB que tiene longitud Ax (figura 6.42a) alrededor del eje x, 
generamos un cilindro con area superficialde 2iry\x. Esta area es la misma que la del 
rectangulo cuyos lados miden Ax y 2tt\> (figura 6.42b). La longitud 2Try es el perimetro de 
la circunferencia de radio y generado al hacer girar, alrededor del eje x, el punto (x, y) en la 
linea AB. 



FIGURA 6.42 (a) Una superficie cilindrica 

generada al hacer girar el segmento de recta 
horizontal AB, de longitud Ax, alrededor del eje 
x, tiene area 2ttvAx. (b) Al cortar y desenrollar 
la superficie cilindrica se obtiene un rectangulo. 

Suponga que el segmento AB tiene longitud As y esta inclinado en lugar de ser hori¬ 
zontal. Cuando se hace girar alrededor del eje x, genera el tronco de un cono (figura 
6.43a). De acuerdo con la geometria clasica, el area de la superficie del tronco de un cono 
es 2iry* As, en donde y* = (yi + yi)/2 es la altura promedio, por encima del eje x, del 
segmento inclinado AB. Esta area superficial es la misma que la de un rectangulo con la¬ 
dos de longitud As y 27 ry* (figura 6.43b). 

Trabajemos con estos principios geometricos para definir el area de la superficie que 
se barre al hacer girar, alrededor del eje x, curvas mas generates. Suponga que queremos 
determinar el area de la superficie que se barre al hacer girar, alrededor del eje x, la grafi- 
ca de una funcion continua no negativa y = /(x), a < x s b. Dividimos el intervalo cerra- 
do [a, b ] de la manera usual y usamos los puntos de la partition para subdividir la grafica 
en pequenos arcos. La figura 6.44 muestra un arco representative PQ y la banda que barre 
como parte de la grafica de f. 
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FIGURA 6.43 (a) El tronco de un cono generado por la rotacion 

alrededor del eje x del segmento de recta inclinado AB, de longitud 
As, tiene area 2vy t As. (b) El area del rectangulo para 

yi + V2 


y = 


", la altura promedio de AB sobre el eje x. 



Conforme el arco PQ gira alrededor del eje x, el segmento que une P con Q barre 
el tronco de un cono cuyo eje esta en el eje x (figura 6.45). El area de la superficie de 
este tronco aproxima el area de la superficie de la banda barrida por el arco PQ. El area 
de la superficie del tronco que se muestra en la figura 6.45 es 2vy*L, donde y* es la 
altura promedio del segmento que une P con Q y L es su longitud (igual que antes). 
Como / > 0, de acuerdo con la figura 6.46 vemos que la altura promedio del segmen¬ 
to de recta es _v* = (/(x*-i) + f(x k ))/2, y la longitud del segmento inclinado es 
L = A/jAx*-) 2 + (A y k ) 2 . Por lo tanto, 


Area de la superficie del tronco = 2tt 


/(**-1) + /(**) \ / i \ i / a ,2 

-2-V(Axi-) 2 + (A y k ) z 


FIGURA 6.44 Superficie generada al hacer 
girar, alrededor del eje x, la grafica de la 
funcionno negativay = /(x), a < x £ A, 
La superficie es una union de bandas, 
como la que barre el arco PQ. 


= Tr(f(x, t_i) + /(x,t))V(Axi .) 2 + (Ay*) 2 . 

Como el area de la superficie original es la suma de las areas de las bandas barridas 
por arcos como el PQ, esta se aproxima por medio de la suma de las areas de los troncos 



FIGURA 6.45 El segmento de recta que 
une P y Q barre un tronco de cono. 


1 ) + f(x k ))V(Ax k ) 2 + (A y k ) 2 . 

k= 1 


(1) 


Esperamos que la aproximacion mejorara conforme la particion de [a, A] sea mas fina. 
Ademas, si la funcion/es diferenciable entonces, por el Teorema del Valor Medio, existe 
un punto ( Ck , f( cy) ) en la curva entre P y Q donde la tangente es paralela al segmento PQ 
(figura 6.47). En este punto, 


/'(a) 


A yk 

A x k ’ 


A y k = f'{c k ) Ax k . 
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Longitud del segmento: 



FIGURA 6.46 Dimensiones asociadas 
con el arco y el segmento PQ. 


Con esta sustitucion para Ay*, las sumas en la ecuacion (1) toman la forma 
2^(/(xj:-1) + f( x k)W(hx k ) 2 + (f(c k ) Ax k ) 2 

k=\ 

= 1 ) + f{xk)W 1 + (f'(ck )) 2 Ax*. ( 2 ) 

k=\ 

Estas sumas no son las sumas de Riemann de alguna funcion, ya que los puntos x k _\, x k y 
c k no son iguales. Sin embargo, un teorema de calculo avanzado nos asegura que cuando 
la norma de la partition de [a, b] tiende a cero, las sumas de la ecuacion (2) convergen a la 
integral 

b 

2tt f(x )\/l + (/'(x)) 2 dx. 


Por lo tanto, definimos esta integral como el area de la superficie barrida por la grafica de 
/ de a a b. 


(c k ,f(c k )) 



h- Ax k -H 


FIGURA 6.47 Si/es suave, el Teorema 
del Valor Medio asegura la existencia de 
un punto c k en donde la tangente es 
paralela al segmento PQ. 


DEFINICION Area superficial para rotation alrededor del eje x 

Si la funcion f(x) > 0 es continuamente diferenciable en [a, b], el area de la 
superficie generada al hacer girar la curva y = /(x) alrededor del eje x es 


5 = 




dx 


) 

2n t f{x) V1 + (/'(x)) 2 dx. 


(3) 


La raiz cuadrada de la ecuacion (3) es la misma que aparece en la formula para calcular 
longitud de arco en la ecuacion (2) de la seccion 6.3. 


y 



EJEMPLO 1 Aplicando La formula de area superficial 

Determinar el area de la superficie generada al hacer girar la curva y = 2Vx, 
.1 < x s 2, alrededor del ejex (figura 6.48). 


Evaluamos la formula 


con 


S = 




dx 


Ecuacion (3) 


a = 1, b = 2, y = 2\/x, 


dy = j_ 

dx \ 4 ’ 




X + 1 


Vx + 1 

Vx 


FIGURA 6.48 En el ejemplo 1 
calculamos el area de esta superficie. 
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y 



FIGURA 6.49 A1 hacer girar el segmento 
de recta AB alrededor del eje y se genera 
un cono, cuya superficie lateral se puede 
calcular de dos formas distintas (ejemplo 2). 


Con estas sustituciones, 


S = 


! 277 . 2V ^^^ 


dx = 477 


= 4tt- j(x + l ) 3 / 2 


= ^f(3V3 - 


y/x + 1 dx 

2V2). 


Rotacion alrededor del eje y 

Para rotaciones alrededor del eje y, intercambiamos x y y en la ecuacion (3). 


Area superficial para rotaciones alrededor del eje j 

Si x = g(y) & 0 es continuamente diferenciable en [c, d], el area de la superficie 
generada al hacer girar la curva x = g(y) alrededor del ejey es 


S = 


2irx , /1 + 


dy= 2vg(y)Vl + (g'(y)) 2 dy. 


(4) 


EJEMPLO 2 Determinacion del area rotando alrededor del ejey 

El segmento de recta x = 1 — y,0 — y — 1, se hacer girar alrededor del eje y para gene- 
rar el cono de la figura 6.49. Determinar el area de su superficie lateral (la cual excluye el 
area de la base). 


Solucion En este caso tenemos un calculo que podemos comprobar con una formula 
geometrical 

: , , jr ■ i * i circunferencia de la base .. ,. . ,. , A rz 

Area de la superficie lateral =-^-X altura mchnada = 7 tV2. 

Para ver si la ecuacion (4) da el mismo resultado, tomamos 


y calculamos 


dx 

c = 0, d = 1, x = 1 — y, ^jy = ~ ^ 5 

Jl + = Vl + (-1) 2 = V2 

S = J 2ttx 1 + t/y = J 27t(1 — y)\/~2dy 

= 277-V2 


Jo 


= 277V2 ( I - J, 


= 77 y/ 2 . 


Los resultados coinciden, tal como esperabamos. 
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Curvas parametrizadas 

Sin importar el eje coordenado de rotacion, las raices cuadradas que aparecen en las ecua- 
ciones (3) y (4) son las mismas que aparecen en las formulas para calcular la longitud de 
arco (seccion 6.3). Si la curva esta parametrizada por las ecuaciones x = f(t) y y = g(t), 
a s t < b, donde fyg son continuamente diferenciables en [a, b], entonces la raiz cua- 
drada correspondiente que aparece en la formula para determinar la longitud de arco es 

Esta observation nos conduce a las siguientes formulas para calcular el area de superficies 
de revolucion para curvas suaves parametrizadas. 


Area de una superficie de revolucion para curvas parametrizadas 

Si una curva suave x = f(t),y = g(t), a s t < b, se recorre una sola vez a me- 
dida que t aumenta de a a b, entonces las areas de las superficies generadas al ha- 
cer girar la curva alrededor de los ejes coordenados son las siguientes. 

1. Rotacion alrededor del eje x (y > 0): 



2. Rotacion alrededor del eje y (x & 0): 




Circunferencia 
x = cos t 
y = 1 + sen t 
0 < f < 27 T 


x 


FIGURA 6.50 En el ejemplo 3 
calculamos el area de la superficie de 
rotacion barrida por esta curva 
parametrizada. 


Al igual que con la longitud, podemos calcular el area de la superficie a partir de cualquier 
parametrizacion que cumpla con los criterios establecidos. 

EJEMPLO 3 Aplicando la formula para el area superficial 

La parametrizacion estandar de la circunferencia de radio 1 con centra en el punto (0, 1) 
en el piano xy es 

x = cos r, y = 1 + sen r, 0 s t s 2ir. 

Usar esta parametrizacion para determinar el area de la superficie barrida al hacer girar la 
circunferencia alrededor del eje x (figura 6.50). 

Solucion Evaluamos la formula 


5 = 




La ecuacion (5) para 
rotacion alrededor del eje 
y = 1 + sen? > 0 


p2ir 


u 

277(1 + sen t) V(-sen t) 1 + (cos t) 2 dt 


f‘ 2 tt 

= 2 tt I (1 + sen t) dt 
= 2 tt [r — cost]^ 77 = 477 2 . 
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y 

1 



NO ESTA A ESCALA 


FIGURA 6.52 La superficie generada al 
hacer girar, alrededor del eje x, la curva 
y = x 3 , 0 < x £ 1/2, podrla ser el diseno 
para una copa para champana (ejemplo 4). 


La forma diferencial 


Las ecuaciones 


S = / 2t7j a 1 + 


ax J 


S = 


2ttx 


dy 


suelen escribirse en terminos de la diferencial de la longitud de arco ds = V dx 2 + dy 2 
como 


5 = 


27 ry ds 


S = 


2ttx ds. 


En la primera, y es la distancia entre el eje x y un elemento de longitud de arco ds. En la 
segunda, x es la distancia entre el eje y y un elemento de longitud de arco ds. Ambas inte¬ 
grals tienen la forma 


5 = 


27r(radio)(ancho de la banda) 


27rp ds 


(7) 


donde p es el radio entre el eje de rotacion y un elemento de longitud de arco ds (figu- 
ra 6.51). 

Asi pues, en cualquier problema particular, expresariamos la funcion del radio p y la 
diferencial de la longitud de arco ds en terminos de una variable comun y proporcionaria- 
mos los limites de integracion para esa variable. 



rb 

2irpds 


Eje de 
rotacion 


FIGURA 6.51 El area de la superficie barrida al hacer 
girar el arco AB alrededor del eje que se muestra aqui es 

rb , 

J a 2 tt p ds. La expresion exacta depende de las formulas 
para p y ds. 


EJEMPLO 4 Uso de La forma diferencial para calcuLar areas de superficies 

Determinar el area de la superficie generada al hacer girar la curva y = x 3 , 0 ^ x ^ 1/2, 
alrededor del eje x (figura 6.52). 


Solucion Empezamos con la forma diferencial abreviada: 


S = J 2tt p ds 

= / 27ry ds 


Para rotacion alrededor del eje 
x, la funcion del radio es 
p = y > OenO^x^ 1/2. 


= J 2TTv\/dx 2 + dy 2 . ds = Vdx 2 + dy 2 
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Despues, decidimos si expresaremos dy en terminos de dx o dx en terminos de dy. La for¬ 
ma original de la ecuacion, y = x 3 hace que sea mas sencillo expresar dy en terminos de dx, 
de modo que continuamos el calculo con: 


y = * 3 , 


dy = 3x 2 dx, y V dx 2 + dy 2 = V dx 2 + (3x 2 dx) 2 

= ~\/1 + 9x 4 dx. 

Con estas sustituciones, x se convierte en la variable de integration y 

= 1/2 


S= 27ttV dx 2 + dy 1 


Jx =0 

r 1/2 

/ 0 


2ttx 3 \/ 1 + 9x 4 dx 


■ 2x1 sil! l (1 + ,x4)V2 


1/2 

0 


77 

27 


77 

27 


1 + J6 


3/2 


c- 


J77_ / J_25 
27 V 64 


Se sustituye 
u = 1 + 9x 4 , 
du /36 = x 3 f/x; 
se integra y se 
sustituye 
nuevamente. 


6177 

1728' 



Bandas cih'ndricas versus bandas conicas 

/For que no calcular el area de la superficie con bandas cilindricas en lugar de utilizar ban¬ 
das conicas, como se sugiere en la figura 6.53? Las sumas de Riemann que obtenemos de 
esta manera convergen tan bien como las que tienen como base las bandas conicas y la in¬ 
tegral resultante es ademas mas sencilla. Para rotacion alrededor del eje x el radio en la 
ecuacion (7) es p = y y el ancho de la banda es ds = dx. Esto lleva a la formula integral 

S = ( 27r/(x) dx (8) 



(b) 


FIGURA 6.53 /Por que no utilizar (a) 
bandas cilindricas en lugar de (b) bandas 
conicas para aproximar el area de una 
superficie? 


en lugar de la que se definio en la ecuacion (3). El problema con esta nueva formula es que 
no da resultados consistentes con las formulas que ofrece la geometria clasica para calcu¬ 
lar areas de superficies, lo cual era una de nuestras metas al principio. El hecho de obtener 
una integral aparentemente apropiada a partir de una deduccion de sumas de Riemann, no 
significa que tal integral calculara lo que queremos. (Vea el ejercicio 40). 

PRECAUCION No utilice la ecuacion (8) para calcular el area de superficies, No le pro- 
porcionara el resultado correcto. 

Teorema de Pappus 

En el siglo 111, un griego de la ciudad de Alejandria, llamado Pappus, descubrio dos 
formulas que relacionan los centroides con las superficies y con los solidos de revolucion. 
Tales formulas simplifican calculos que de otra manera serian muy largos. 
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TEOREMA 1 Teorema de Pappus para volumenes 

Si una region plana se hacer girar alrededor de una recta en el piano, de manera 
que esta ultima no corte el interior de la region, entonces el volumen del solido 
generado es igual al area de la region por la distancia recorrida por su centroide 
durante la rotacion. Si p es la distancia entre el eje de rotacion y el centroide, 
entonces 

V = 2nrpA. (9) 


y 



FIGURA 6.54 La region R se hara girar 
(una vez) alrededor del eje x para generar 
un solido. Un teorema que data de hace 
1700 anos establece que el volumen del 
solido puede calcularse multiplicando el 
area de la region por la distancia recorrida 
por el centroide durante la rotacion. 


Demostracion Dibujamos el eje de rotacion como el eje x, con la region R en el primer 
cuadrante (figura 6.54). Denotamos con L(y) la longitud de la seccion transversal de R 
perpendicular al ejey en y. Suponemos que L(y) es continua. 

Por el metodo de los casquillos cilindricos, el volumen del solido generado al hacer 
girar la region alrededor del eje x es 


rd rd 

V= 27r(radio del casquillo)(altura del casquillo) dy = 2tt / yL{y)dy. ( 10 ) 


La coordcnada y del centroide de R es 


y = 



y Uy) dy 


A 


y = y, dA = L(y)dy 


por lo que 


yUy) dy 


Ay. 


Sustituyendo Ay por la ultima integral de la ecuacion (10), se obtiene V = 2rryA. Con p 
igual ay, tenemos V = 2tt pA. m 


EJEMPLO 5 Volumen de un toro 


Distancia del eje de 
rotacion al centroide 



Area: tto 1 
Circunferencia: lira 


El volumen de un toro (solido con forma de dona) generado al hacer girar un disco circu¬ 
lar de radio a alrededor de un eje en su piano, a una distancia b & a de su centra (figura 
6.55), es 

V = 277(h)(7ra 2 ) = 2v 2 ba 2 . m 

EJEMPLO 6 Localizacion del centroide de una region semicircular 

Solucion Modelamos la region como la region entre la semicircunferencia y = Va 2 — x 2 
(figura 6.56) y el eje x; imagine que hacemos girar la region alrededor del eje x para gene¬ 
rar una esfera solida. Por simetria, la coordenada x del centroide es x = 0. Con y = p en 
la ecuacion (9), tenemos 

V ( 4 / 3 ) 7 ra 3 4 

- V 2ttA 27r(l/2)77-a 2 


FIGURA 6.55 Con el primer teorema de 
Pappus podemos determinar el volumen de 
un toro sin tener que integrar (ejemplo 5). 
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y 


a 



FIGURA 6.56 Con el primer teorema de 
Pappus podemos localizar el centroide 
de una region semicircular sin tener que 
integrar (ejemplo 6). 


TEOREMA 2 Teorema de Pappus para areas de superficies 

Si un arco de una curva plana suave se hacer girar una vez alrededor de una recta 
en el piano, de manera que esta no corte el interior del arco, entonces el area de la 
superficie generada por el arco es igual a la longitud del arco por la distancia re¬ 
corrida por el centroide del arco durante la rotacion. Si p es la distancia entre el 
eje de rotacion y el centroide, entonces 

S = 2irpL. (11) 


La demostracion que damos supone que podemos modelar el eje de rotacion como el eje x 
y el arco como la grafica de una funcion continuamente diferenciable de x. 


y 



FIGURA 6.57 Figura para demostrar el 
teorema de Pappus para la determinacion 
de areas. 


Demostracion Dibujamos el eje de rotacion como el eje x con el arco extendiendose 
desde x = a hasta x = b en el primer cuadrante (figura 6.57). El area de la superficie gene¬ 
rada por el arco es 


f*x=b 


s = 


liry ds 


La coordcnada y del centroide del arco es 


f*x=b 


y ds 


ds 


Por lo que 


rx=b 

27r / y ds. (12) 

J x=a 



L = J ds es la longi¬ 
tud del arco y y = y. 



vL. 


A1 sustituir yL por la ultima integral de la ecuacion 12 se obtiene S = liryL. Con p igual 
a v, tcncnios S = 2irpL. m 


EJEMPLO 7 Area de la superficie de un toro 
El area de la superficie del toro del ejemplo 5 es 

S = 2Tr(b){2Tm) = 47 r 2 ba. 


EJERCICIOS 6.5 


Determinacion de integrales para calcuiar 

N> 

V 

II 

o 

areas de superficies 

3. xy = 1, 1 

En los ejercicios 1 a 8: 

4. x = seny, 


a. Establezca una integral para calcuiar el area de la superficie 
generada al hacer girar la curva dada alrededor del eje indicado. 

b. Grafique la curva para observar su apariencia. Si puede, gra- 
fique tambien la superficie. 

n c. Utilice el evaluador de integrales de su calculadora grafica o 
de su computadora para determinar numericamente el area de 
la superficie. 

1 . y — tanx, 0 £ i s ir/4; eje x 


5. x 1 / 2 + y 1 / 2 = 3 de (4, 1) a (1, 4); ejex 

6. y + 2 \ly = x, 1 < y < 2; ejey 

7. x = J tan tdt, 0 £ y £ tt/3; eje y 

8. y = / x/t 2 — 1 dt, 1 < x £ a/?; eje x 
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Determination de areas de superficies 

9. Determine el area de la superficie lateral del cono generado al ha- 
cer girar el segmento de recta y = x/2, 0 £ x £ 4, alrededor del 
eje x. Compruebe su respuesta con la formula geometrica 

Area de la superficie lateral = X circunferencia 
de la base X altura inclinada. 

10. Determine el area de la superficie lateral del cono generado al ha- 
cer girar el segmento de recta y = x/2, 0 £js 4, alrededor del 
eje v. Compruebe su respuesta con la formula geometrica 

Area de la superficie lateral = ^ X circunferencia 
de la base X altura inclinada. 

11. Determine el area de la superficie del tronco de un cono que se 
genera al hacer girar el segmento de recta y = (x/2) + (1/2), 
1 < x £ 3, alrededor del eje x. Compruebe su resultado con la 
formula geometrica 

Area de la superficie de un tronco 
= 77 ( 7-1 + r 2 ) X altura inclinada. 

12. Determine el area de la superficie del tronco de un cono que se 
genera al hacer girar el segmento de recta y = (x/2) + (1/2), 
1 < x £ 3, alrededor del eje y. Compruebe su resultado con la 
formula geometrica 

Area de la superficie de un tronco 
= tt{t\ + ri) X altura inclinada. 

En los ejercicios 13 a 22, determine el area de cada superficie genera- 

da al hacer girar la curva dada alrededor del eje indicado. Si tiene una 

calculadora grafica, grafique estas curvas para ver como lucen. 

13. y = x 3 /9, 0 £ i £ 2; ejex 

14. y = Vx, 3/4 < x £ 15/4; ejex 

15. y = y/2x — x 2 , 0.5 £ x £ 1.5; ejex 

16. y = \/x + 1, 1 £ x £ 5; ejex 

17. x = y 3 /3, 0 < v 1; ejey 

18. x = (1/3)y 3/2 - y I/2 , 1 < y < 3; eje y 

19. x = 2V4 - y, 0 £ y £ 15/4; ejey 


20. x = V2 y - 1, 



y 



21. x = (y 4 /4) + l/(8y 2 ), 1 < y < 2; ejex. ( Sugerencia : Exprese 

ds — V dx 2 + dy 2 en terminos de dy y evalue la integral 
S = / 27 tv ds con llmites apropiados). 

22. y = (l/3)(x 2 + 2) 3 / 2 , 0 £ x £ V2; ( Sugerencia: Exprese 

ds = V dx 2 + dy 2 en terminos de dx y evalue la integral 
S = f 2 ttx ds con llmites apropiados). 

23. Prueba de la nueva definicion Demuestre que el area de la su¬ 
perficie de una esfera de radio a sigue siendo 47ra 2 ; utilice la 
ecuacion (3) para determinar el area d e la superficie generada al 
hacer girar la curva y = \/a 1 — x 2 , — a £ x £ a, alrededor 
del ejex. 

24. Prueba de la nueva definicion El area de la superficie lateral 
de un cono de altura h y radio de la base r debe ser irr Vr 2 + h 2 , 
el semiperlmetro de la base por la altura inclinada. Demuestre que 
este es el caso determinando el area de la superficie generada al 
hacer girar, alrededor del eje x, el segmento de recta y = ( r/h)x , 
0 < x < h. 

25. Escriba una integral para calcular el area de las superficie genera¬ 
da al hacer girar, alrededor del eje x, la curva y = cosx, 
—tt/ 2 £ x £ 77 -/ 2 , En la seccion 8.5 veremos como evaluar este 
tipo de integrales. 

26. Superficie de una astroide Determine el area de la superficie 
generada al hacer girar alrededor del eje x la parte de la astroide 
x 2 /-’ + y 2,/3 = 1 que se muestra a continuacion. ( Sugerencia: 
Haga girar la parte del primer cuadrante, y = (1 — x 2 / 3 ) 3 / 2 , 
0 £ x < 1, alrededor del eje x y multiplique su resultado por 
dos). 


y 



Q 27. Esmaltado de sartenes La compania en donde trabaja decidio 
producir una version de lujo de la exitosa sarten que usted diseno 
en la seccion 6.1, ejercicio 55. El plan es recubrir la parte interior 
con un esmalte bianco y la exterior con esmalte azul. Cada esmal- 
te se aplicara en una capa de 0.5 mm de grosor antes de hornear la 
sarten. (Vea el diagrama). El departamento de manufacture nece- 
sita saber cuanto esmalte debe tener disponible para producir 
5000 sartenes. ^Que les diria? (No tome en cuenta el material que 
se desperdicia ni el material no usado, y proporcione su respuesta en 
litros. Recuerde que 1 cm 3 = 1 mL, por lo que 1 L = 1000 cm 3 ). 

y (cm) 






















446 Capltulo 6: Aplicadones de las integrates definidas 


28. Rebanadas de pan /.Sabi'a que si corta una pieza esferica de 
pan en rebanadas del mismo ancho, cada una tendra la misma 
cantidad de corteza ? Para v er por que, suponga que la semicir- 
cunferencia y = V r 2 — x 2 que se muestra aqul se hace girar al- 
rededor del eje x para generar una esfera. Sea AB un arco de la se- 
micircunferencia que esta sobre un intervalo de longitud h en el 
eje x. Demuestre que el area barrida por AB no depende de la ubi- 
cacion del intervalo. (Si depende de la longitud del intervalo). 


y 



29. Por medio de pianos paralelos separados una distancia h, se corta, 
de una esfera de radio R , la banda sombreada que se muestra a 
continuacion. Demuestre que el area de la superficie de la banda 
es 2nRh. 



30. A continuacion se muestra un dibujo esquematico del domo de 90 
pies que utilizo el Servicio Meteorologico Nacional de Estados 
Unidos para alojar un radar en Bozeman, Montana. 

a. cuanto equivale la superficie exterior que se requiere pin- 
tar (sin tomar en cuenta la parte inferior)? 

b. Exprese la respuesta al pie cuadrado mas cercano. 


<L) 

iff 



Radio 
45 pies 


31. Superficies generadas por curvas que cruzan el eje de rotacion 

La formula para calcular el area de una superficie en la ecua¬ 
cion (3), se desarrollo bajo la hipotesis de que la funcion f cuya 
grafica generaba la superficie, era no negativa en el intervalo [a, 
b], Para el caso de curvas que cruzan el eje de rotacion, reempla- 


zamos la ecuacion (3) con la formula con valor absoluto 


S = 


2ttp ds 


2771 f{x) | ds. 


(13) 


Utilice la ecuacion (13) para determinar el area de la superficie 
del doble cono generado al hacer girar el segmento de recta 
y = x, — 1 < x £ 2, alrededor del eje x. 


32. (Continuacion del ejercicio 31). Determine el area de la superficie 
generada al hacer girar la curva y = x 3 /9, — \/3 £ x £ V3, 
alrededor del eje s. iQue cree que sucederia si quitara las barras 
de valor absoluto en la ecuacion (13) e intentara determinar el 
area de la superficie mediante la formula S = J 2tt/(x) ds ? In- 
tentelo. 


Parametrizaciones 


En los ejercicios 33 a 35, determine el area de cada superficie genera¬ 
da al hacer girar las curvas alrededor del eje indicado. 


33. x = cos t, y = 2 + sen t, 0 £ t £ 2ir; eje x. 

34. x = (2/3y = 2 Vt, 0 < t < V3; ejey. 

35. x = t + V2, y = (t 2 /2) + V2t, -V5 < (S V2; ejey. 

36. Establezca, pero no evalue, una integral que represente el area de 
la superficie obtenida al hacer girar la curva x = a (t — sen t), 
y — a(l ~ cos t), 0 £ t £ 2 tt, alrededor del eje x. 

37. Tronco de un cono El segmento de recta que une los puntos 
(0, 1) y (2, 2) se hace girar alrededor del eje x para generar el 
tronco de un cono. Determine el area de la superficie del tronco por 
medio de la parametrizacionx = 2 t,y = t + 1, 0 £ t s 1. Com- 
pruebe su resultado con la formula geometrica: Area = 7r(f'i + r 2 ) 
(altura inclinada). 


38. Un cono El segmento de recta que va del origen al punto ( h , r ) 
se hace girar alrededor del eje x para generar un cono de altura h y 
radio de la base r. Determine el area de la superficie del cono con 
las ecuaciones parametricas x = ht, y = rt, 0 £ t £ 1. Com- 
pruebe su resultado con la formula geometrica: Area = Trr (altura 
inclinada). 


39. Una deduccion alternativa de la formula para calcular el area 
de una superficie Suponga que/es suave en [a, b] y que [a, b] 
se divide en la forma usual. En el A-esimo subintervalo [x^-i, x*] 
se construye la recta tangente a la curva en el punto medio 
= (x£_i + x*)/2, como se muestra en la figura siguiente. 

A Xk 

a. Demuestre que r\ = f(mi) — y r 2 — f(mk) + 

, Ax k 2 

f 


b. Demuestre que la longitud L k del segmento de recta tangente en 
el A-esimo subintervalo es L k = 'N/ (Axj.) 2 + ( f'(m k ) Ax^.) 2 . 



h-Av t -H 
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c. Demuestre que el area de la superficie lateral del tronco del co- 
no barrido por el segmento de recta tange nte cuando estc se ha- 
ce girar alrededor del eje x es 2vf(mt)\/\ + (/'(m,t)) 2 Ax*. 


d. Demuestre que el area de la superficie generada al hacer girar 
y =/(x) alrededor del eje x en [a, b ] es 



area de la superficie lateral 
del A-esimo tronco 


J 2Tr/(x)\/l + (f'(x)) 2 dx. 


40. Modelado del area de una superficie El area de la superfi¬ 
cie lateral del cono barrido al hacer girar el segmento de recta 
y = x/a/3, 0£x< a/3 , alrededor del eje x debe ser (l/2)(cir- 
cunferencia de la base)(altura inclinada) = (l/2)(2-7r)(2) = 2ir. 
^Que obtiene si utiliza la ecuacion (8) con /(x) = x/\/3? 



El teorema de Pappus 

41. La region cuadrada con vertices (0, 2), (2, 0), (4, 2) y (2, 4) se ha- 
ce girar alrededor del eje x para generar un solido. Determine el 
volumen y el area de la superficie del solido. 

42. Utilice el teorema de Pappus para determinar el volumen genera- 
do al hacer girar la region triangular acotada por los ejes coorde- 
nados y la recta 2x + y = 6 alrededor de la recta x = 5. (Como vio 
en el ejercicio 29 de la seccion 6.4, el centroide de un triangulo se 


encuentra en la intersection de sus medianas, a un tercio de la dis- 
tancia entre el punto medio de cada lado y el vertice opuesto). 

43. Determine el volumen del toro generado al hacer girar la circun- 
ferencia (x - 2 ) 2 + y 2 = 1 alrededor del eje y. 

44. Utilice el teorema de Pappus para determinar el area de la super¬ 
ficie lateral y el volumen de un cono circular recto. 

45. Utilice el segundo teorema de Pappus y el hecho de que el area de 
la superficie de una esfera de radio a es 4 7ra 2 para determinar el 
centroide de la semicircunferencia y = V a 2 — x 2 . 

46. Como se determino en el pro blema 45, el centroide de la semicir¬ 
cunferencia y = Vfl 2 — x 2 se encuentra en el punto (0, 2 a/ it). 
Determine el area de la superficie que se barre al hacer girar la 
semicircunferencia alrededor de la recta y = a. 

47. El area de la region R acotada por la semielipse y = (b/a) 
\/ a 2 — x 2 y el eje x es (1/2)77 ab^ y el volumen del elipsoide ge¬ 
nerado al hacer girar R alrededor del eje x es (4/3)7 Tab 1 . Deter¬ 
mine el centroide de R. Observe que la ubicacion es independiente 
de a. 

48. Como se determino en el ejemplo 6, el centroide de la regi on aco¬ 
tada por el eje x y la semicircunferencia y = Vo 2 — x 2 esta en 
el punto (0, 4 <j/3tt). Determine el volumen del solido generado 
al hacer girar esta region alrededor de la recta y = —a. 

49. La region del ejercicio 48 se hace girar alrededor de la recta;' = x 
- a para generar un solido. Determine el volumen del solido. 

50. Como se determino en el ejercicio 45, el centroide de la semicir¬ 
cunferencia y = V a 2 — x 2 esta en el punto (0, 2a/ tt) . Determi¬ 
ne el area de la superficie generada al hacer girar la semicircunfe¬ 
rencia alrededor de la recta y = x — a. 

51. Determine el momento, con respecto aleje x, de la region semi¬ 
circular del ejemplo 6. Si utiliza los resultados conocidos, no sera 
necesario integrar. 


6.6 


Trabajo 


En la vida cotidiana, el termino trabajo hace referencia a una actividad que requiere es- 
fuerzo muscular o mental. En la ciencia, este concepto alude especificamente a una fuerza 
que actua sobre un cuerpo y al consecuente desplazamiento del cuerpo. En esta seccion 
mostraremos como se calcula el trabajo. Las aplicaciones van desde la compresion de re- 
sortes en vagones de ferrocarril y el drenado de tanques subterraneos, hasta forzar electro- 
nes a juntarse y la puesta en orbita de satelites. 

Trabajo realizado por una fuerza constante 

Cuando un cuerpo se mueve una distancia d a lo largo de una llnea recta como resultado 
de la aplicacion de una fuerza constante de magnitud F en la direccion del movimiento, 
definimos el trabajo T realizado por la fuerza sobre el cuerpo mediante la formula 


T = Fd (Formula para calcular el trabajo con fuerza constante). 


(1) 
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Joules 

El joule debe su nombre al flsico ingles 
James Prescott Joule (1818-1889). La 
ecuacion que lo define es 

1 joule = (1 newton)(l metro). 

En slmbolos, 1 J = 1 N • m. 


De acuerdo con la ecuacion (1), vemos que la unidad de trabajo en cualquier sistema es 
la unidad de fuerza multiplicada por la unidad de distancia. En las unidades del sistema 
internacional de medidas (SI), la unidad de fuerza es el newton, la unidad de distancia el 
metro, y la unidad de trabajo el newton-metro (N • m). Esta combinacion aparece con tan- 
ta frecuencia que tiene un nombre especial: joule. En el sistema ingles, la unidad de traba¬ 
jo es la libra-pie, una unidad utilizada comunmente por los ingenieros. 

EJEMPLO 1 Levantamiento de un automovil 


Si usted levanta 1.25 pies uno de los lados de un automovil de 2000 lb para cambiar un 
neumatico (para lo cual tendria que aplicar una fuerza vertical constante de alrededor de 
1000 lb), realizara 1000 X 1.25 = 1250 lb-pie de trabajo sobre el automovil. En unidades 
del SI, diriamos que ha aplicado una fuerza de 4448 N a lo largo de una distancia de 0.381 
m para hacer 4448 X 0.381 ~ 1695 J de trabajo. 


Trabajo realizado por una fuerza variable a lo largo de una recta 

Si la fuerza que se aplica varia durante el proceso, como ocurre al comprimir un resorte, 
la formula T = Fd tiene que reemplazarse por una integral que tome en cuenta la varia- 
cion de F. 

Suponga que la fuerza que realiza el trabajo actua a lo largo de una linea que conside- 
raremos como el eje x, y que su magnitud F es una funcion continua de la position. Quere- 
mos determinar el trabajo realizado en el intervalo de x = a ax = b. Hacemos una particion 
de [a, b] en la forma usual, y elegimos un punto arbitrario c k en cada subintervalo 
[xk-\, x k \. Si el intervalo es suficientemente pequeno, dado que F es continua no variara 
mucho de x k - \ a x k . La cantidad de trabajo realizado a lo largo del intervalo sera aproxi- 
madamente F(c k ) veces la distancia Ax k , la misma que obtendriamos si F fuese constante 
y aplicaramos la ecuacion (1). Por lo tanto, el trabajo total realizado de a a h se aproxima 
mediante la suma de Riemann 


n 

Trabajo ~ 2 F( c k) A x k . 

k= 1 

Cabe esperar que la aproximacion mejorara a medida que la norma de la particion tienda a 
cero, asi que definimos el trabajo realizado por la fuerza de a a b como la integral de F de 
a ah. 


DEFINICION Trabajo 

El trabajo realizado por una fuerza variable F(x) dirigida a lo largo del eje x de 
x = aax = bes 

W= [ F(x) dx. (2) 


Las unidades de la integral son joules si F esta en newtons y x en metros, y libras-pie si F 
esta en libras y x en pies. Asi, el trabajo realizado por la fuerza F(x) = 1/x 2 newtons a lo 
largo del eje x de x = 1 m a x = 10 m es 

r i i 

W= i S dX = ~* 


10 


= -Jq + 1 = 0.9 J. 
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Comprimido 



Sin comprimir 
(a) 


/ 

'F = 16* 

Trabajo realizado por F 
desde * = 0 hasta * = 0.25 

-► '■ (ft) 


/ 


0.25 

Magnitud de la compresion 
(b) 


FIGURA 6.58 La fuerza F necesaria para 
mantener un resorte bajo compresion 
aumenta linealmente conforme se 
comprime el resorte (ejemplo 2). 


Ley de Hooke para resortes: F — kx 

La ley de Hooke establece que la fuerza que se requiere para estirar o comprimir un resor¬ 
te x unidades de longitud a partir de su longitud natural (sin comprimir), es proporcional 
a x. En simbolos, 

F = kx. (3) 

La constante k, medida en unidades de fuerza por unidad de longitud, es una caracteristica 
del resorte, denominada constante del resorte (o constante de fuerza del resorte). La 
ley de Hooke, ecuacion (3), proporciona buenos resultados, siempre y cuando la fuerza no 
distorsione el metal del que esta hecho el resorte. En esta seccion supondremos que las 
fuerzas son muy pequenas para hacerlo. 

EJEMPLO 2 Compresion de un resorte 

Determinar el trabajo requerido para comprimir un resorte desde su longitud natural de 
1 pie a una longitud de 0.75 pies, si la constante del resorte es k = 16 lb/pie. 


Solucion Dibujamos el resorte sin comprimir sobre el eje x, con su extremo movil en el 
origen y el extremo fijo enx = 1 pie (figura 6.58). Esto nos permite describir la fuerza re- 
querida para comprimir el resorte desde 0 hasta x con la formula F = 16x. Para comprimir 
el resorte desde 0 hasta 0.25 pies, la fuerza debe aumentar de 


F(0) = 16-0 = 01b a F(0.25) = 16• 0.25 = 4 lb. 


El trabajo realizado por F en el intervalo es 

0.25 

= 0.5 lb-pies, 
o 


" 0.25 


T = 


16x dx = 8x 2 


La ecuacion 2 con 
a = 0, b = 0.25, 
F(x) = l&t 



x(m) 


FIGURA 6.59 Un peso de 24 N alarga 
este resorte 0.8 m mas que su longitud 
natural (ejemplo 3). 


EJEMPLO 3 Trabajo para estirar un resorte 

Un resorte tiene una longitud natural de 1 m, Una fuerza de 24 N lo estira hasta una longi¬ 
tud de 1.8 m. 

(a) Determinar la constante k del resorte. 

(b) ^Guanto trabajo se requerira para estirar el resorte hasta 2 m mas que su longitud na¬ 
tural? 

(c) /.Hasta que longitud se estirara el resorte si le aplicamos una fuerza de 45 N? 

Solucion 

(a) La constante k del resorte. Determinamos la constante k del resorte a partir de la 
ecuacion (3). Una fuerza de 24 N estira el resorte 0.8 m, de manera que 

24 — ^(0.8) La ecuacion 3 con 

k = 24/0.8 = 30 N/m. F = 24, v = 0.8 

(b) El trabajo para estirar el resorte 2 m. Imaginemos que el resorte sin estirar cuelga a lo 
largo del eje x con su extremo libre en x = 0 (figura 6.59). La fuerza requerida para es¬ 
tirar el resorte x m mas alia de su longitud natural, es la fuerza que se requiere para 
jalar el extremo libre del resorte x unidades desde el origen. La ley de Hooke con k= 30 
establece que esta fuerza es 


F(x) = 30x. 
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.v 



FIGURA 6.60 Elevation de la cubeta del 
ejemplo 4. 


y 



FIGURA 6.61 Tanque contenedor de 
aceite de oliva (ejemplo 5). 


El trabajo realizado por F sobre el resorte desde x = 0 m hasta x = 2 m es 


T = I 30 x dx = 15X 2 


= 60 J. 


Jo Jo 

(c) [Hasta que longitud se estira el resorte con una fuerza de 45 N? Sustituimos F = 45 
en la ecuacion F= 30x para determinar 

45 = 30x, o x = 1.5 m. 

Una fuerza de 45 N estirara el resorte 1.5 m. Para determinar esto no se requiere calculo. 


La integral del trabajo es util para calcular el trabajo realizado al elevar objetos cuyos pe¬ 
sos varian segun la elevation. 

EJEMPLO 4 Trabajo realizado al subir una cuerda y una cubeta 

Una cubeta de 5 lb se eleva desde el piso, jalandola con una cuerda de 20 pies a una velo- 
cidad constante (figura 6.60). La cuerda pesa 0.08 lb/pie. ^Cuanto trabajo se realiza al su¬ 
bir la cubeta y la cuerda? 

Solution La cubeta tiene un peso constante, por lo que el trabajo realizado al elevar solo 
la cubeta es peso X distancia = 5 ■ 20 = 100 lb-pie. 

El peso de la cuerda varia conforme se sube la cubeta, ya que hay menos cuerda col- 
gando. Cuando la cubeta se encuentra a x pies del piso, la parte de la cuerda que falta por 
subir pesa (0.08) • (20 — x) lb. Por lo tanto, el trabajo para subir la cuerda es 

p20 r 20 

Trabajo sobre la cuerda = / (0.08)(20 — x) dx = / (1.6 — 0.08x) dx 

Jo Jo 

= [ 1.6x - 0.04 x 2 ]q° = 32 - 16 = 16 lb-pies. 

El trabajo total para la combination cubeta y cuerda es 

100 + 16 = 116 lb-pies. 


Bombeo de liquidos desde contenedores 

/.Cuanto trabajo se requiere para bombear todo o parte del liquido que hay en un contene¬ 
dor? Para determinarlo, imaginamos que se eleva una delgada capa horizontal del liquido 
cada vez y aplicamos la ecuacion T= Fd a cada capa. Luego evaluamos la integral que se 
obtiene cuando las capas son cada vez mas delgadas y numerosas. La integral que obtene- 
mos cada vez depende del peso del liquido y de las dimensiones del contenedor, pero la 
forma de determinar la integral siempre es la misma. Los ejemplos siguientes muestran 
como hacerlo. 

EJEMPLO 5 Bombeo de aceite desde un tanque conico 

El tanque conico de la figura 6.61 se llena hasta 2 pies de la parte superior con aceite de 
oliva, que pesa 57 lb/pie 3 . ( ',Cuanto trabajo se requiere para bombear el aceite hasta el hor¬ 
de del tanque? 

Solution Imaginemos que el aceite se divide en capas delgadas por medio de pianos per- 
pendiculares al cje y, en los puntos de una partition del intervalo [0, 8]. 

Una capa representativa entre los pianos en y y y + A y tiene un volumen aproxi- 
mado de 

7 A V TT 7 7 

AV = 77(radio)“(grosor) = 7rl J Ay = ^y Ay pies . 
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La fuerza F(y) requerida para elevar esta capa es igual a su peso, 


F(y) = 57 AV= 51 £ y 2 Ay lb. 


Peso = peso por unidad de 
volumen X volumen 


La distancia a traves de la cual F(y) debe actuar para elevar esta capa al nivel del hor¬ 
de del cono es aproximadamente (10 -y) pies, asi que el trabajo realizado para elevar la 
capa es de mas o menos 

A W = ^(10 - y)v 2 Ay lb-pies. 


Suponiendo que existen n capas asociadas con la particion de [0, 8] y que y = y k denota el 
piano asociado con la k-esima capa de grosor A y k , podemos aproximar el trabajo realiza¬ 
do al elevar todas las capas mediante la suma de Riemann 


W « 2 ^dO - Vk)yk 2 Av k lb-pies. 

k=l H 

El trabajo de bombear el aceite hasta el borde es el limite de estas sumas conforme la nor¬ 
ma de la particion tiende a cero. 


T = 


57tt 


(10 ~y)/dy 


57tt 

57-77 


I (10 v 2 -y 3 )dy 
0 

lOy 3 


y 

4 


30,561 lb-pies. 


389 pies 


|<—120 pies—H 375 pies por 
de la base de 

325 pies por arriba 
de la base de la pre 


■ Cuello, 
20 pies 
de ancho 


(a) 


\ 


Cuarto de 
circunferencia 
de radio 50 pies 



(b) 


EJEMPL0 6 Bombeo de agua desde un tubo de drenado 

Un tubo de drenado es un cilindro vertical que mantiene el agua a cierto nivel para evitar 
que llegue a demasiada altura. La parte superior del tubo de drenado de una presa esta a 
14 pies del borde de la misma y a 375 pies por arriba de su parte inferior (figura 6.62). De 
vez en cuando se necesita bombear el agua del tubo de drenado para permitir que se elimi- 
nen residuos estacionales. 

Con base en la seccion transversal de la figura 6.62a, vemos que el tubo de drenado 
tiene forma de embudo. El cuello del embudo tiene un ancho de 20 pies y su parte supe¬ 
rior mide 120 pies. La frontera exterior de la seccion transversal de la parte superior son 
cuartos de circunferencias formadas con radio de 50 pies, como se muestra en la figura 
6.62b. El tubo de drenado se forma haciendo girar una seccion transversal alrededor de su 
centra. En consecuencia, las secciones transversales son discos circulares en todo el tubo. 
Calculamos el trabajo requerido para bombear agua desde 

(a) el cuello del tubo de drenado. 

(b) la parte del embudo 

Solucion 

(a) Bombeo desde el cuello. Una capa representativa del cuello, entre los pianos en v y 
y + Ay, tiene un volumen aproximado de 

AV = 7r(radio) 2 (grosor) = 7r(10) 2 A_y pies 3 . 


FIGURA 6.62 (a) Seccion transversal del 

tubo de drenado de una presa, y (b) la 
parte superior del tubo de drenado 
(ejemplo 6). 


La fuerza F(y) que se requiere para elevar esta capa es igual a su peso (alrededor de 
62.4 lb//pie 3 para agua), 

F(y) = 62.4 AV = 62407rAy lb. 
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La distancia en la que va actuar F(y) para elevar esta capa hasta la parte superior 
del tubo de drenado es (375 -y) pies, por lo que el trabajo realizado para elevar la ca¬ 
pa es 

AT = 62407t(375 — y) Ay lb-pies. 

Podemos aproximar el trabajo realizado al bombear el agua desde el cuello del tubo, 
sumando el trabajo que se lleva a cabo al elevar una a una todas las capas, y tomando 
luego el limite de esta suma de Riemann a medida que la norma de la particion tiende 
a cero. Esto da lugar a la integral 


y = 375 



FIGURA 6.63 La parte de embudo del 
tubo de drenado. 


“325 


T = 


6240ir(375 - y) dy 


v 

315y ~ y 


2-1325 


= 6240tt 

~ 1,353,869,354 lb-pies. 


Jo 


(b) Bombeo desde el embudo. Para calcular el trabajo necesario para bombear agua desde 
la parte con forma de embudo del tubo de drenado, de y = 325 ay = 375, necesitamos 
calcular A V aproximando los elementos en el embudo, como se muestra en la figura 
6.63. Como puede ver en ella, los radios de las capas varian segun la altura y. 

En los ejercicios 33 y 34 se le pide completar el analisis para determinar el trabajo to¬ 
tal requerido para bombear el agua, ademas de determinar la potencia necesaria para que 
las bombas saquen el agua por el tubo de drenado. 


EJERCICIOS 6.6 _ 

Resortes 

1. Constante del resorte Se necesitaron 1800 J de trabajo para es- 
tirar un resorte de su longitud natural de 2 m a una longitud de 5 
m. Determine la constante del resorte. 

2. Estiramiento de un resorte Un resorte tiene una longitud natural 
de 10 pulgadas. Una fiierza de 800 libras lo estira hasta 14 pulgadas. 

a. Determine la constante del resorte. 

b. ^Cuanto trabajo se requiere para alargar el resorte de 10 a 12 
pulgadas? 

c. iQue tanto se estirara el resorte respecto de su longitud natural 
si se le aplica una fuerza de 1600 lb? 

3. Estiramiento de una banda elastica Una fuerza de 2 N estira¬ 
ra una banda elastica 2 cm (0.02 m). Suponiendo que en este caso 
se cumple la ley de Hooke, (.cuanto se estirara la banda al aplicar- 
le una fuerza de 4 N? ^Cuanto trabajo se realizara para estirar la 
banda esa longitud? 

4. Estiramiento de un resorte Si una fuerza de 2 N estira un re¬ 
sorte 1 m mas que su longitud natural, ^cuanto trabajo se requiere 
para estirarlo 5 m a partir de su longitud natural? 

5. Resortes en los carros de un tren subterraneo Se requiere 
una fuerza de 21,714 lb para comprimir un montaje de resortes en 
espiral en el tren subterraneo de la ciudad de Nueva York, desde 
su altura original de 8 pulgadas hasta una altura completamente 
comprimida de 5 pulgadas. 


a. ^Cual es la constante del resorte del montaje? 

b. ^Cuanto trabajo se requiere para comprimir el montaje la pri- 
mera media pulgada? Redondee su respuesta a la lb-pulgada 
mas cercana. 

(Datos cortesia de Bombardier, Inc,. Mass Transit Division, para 
montajes de resortes en carros del tren subterraneo, entregados a 
New York City Transit Authority de 1985 a 1987). 

6. Bascula de bano Una bascula de bano se comprime 1/16 pul¬ 
gada cuando se sube en ella una persona de 150 lb. Suponiendo 
que la bascula se comporta como un resorte que cumple la ley de 
Hooke, (.cuanto pesa alguien que comprime la bascula 1/8 de pul¬ 
gada? ^Cuanto trabajo se realiza al comprimir la bascula 1/8 de 
pulgada? 

Trabajo realizado por una fuerza variable 

7. Elevacion de una cuerda Un alpinista esta a punto de recoger 
una cuerda de 50 m de longitud que cuelga. ^Cuanto trabajo re¬ 
quiere si la cuerda pesa 0.624 N/m? 

8. Bolsa de arena Una bolsa de arena que pesaba originalmente 
144 lb se elevo a una velocidad constante; mientras se subia, la 
arena de su interior salia a un ritmo constante. Cuando la bolsa se 
hubo elevado 18 pies, la bolsa habia perdido la mitad de la arena. 
(.Cuanto trabajo se realizo al subir la arena hasta esta altura? (No 
tome en cuenta el peso de la bolsa ni del equipo que se utiliza pa¬ 
ra subirla). 
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9. Ascension del cable de un elevador Un elevador electrico con 
el motor en la parte superior, tiene un cable con varios cabos que 
pesa 4.5 lb/pie. Cuando el carro del elevador esta en el primer piso, 
el cable se extiende 180 pies, y cuando esta en el piso superior el 
cable se extiende 0 pies. ^Cuanto trabajo realiza el motor para ele- 
var solo el cable, cuando sube el carro del primero al ultimo piso? 

10. Fuerza de atraccion Cuando una particula de masa m esta en 
( x , 0), es atraida hacia el origen con una fuerza de magnitud k/x 2 . 
Si la particula parte del reposo en x= by no actua sobre ella nin- 
guna otra fuerza, determine el trabajo realizado sobre ella cuando 
llega a x = a, 0 < a < b. 

11. Compresion de gas Suponga que el gas contenido en un cilindro 
circular de area transversal^, se comprime mediante un piston. Si 
p es la presion del gas en libras por pulgada cuadrada, y V es el 
volumen en pulgadas cubicas, demuestre que el trabajo realizado 
al comprimir el gas del estado (p\, kj) al estado (p 2 , V 2 ) esta dado 
por la ecuacion 

r(p 2, ty 

Trabajo = / p dV. 

J(.Ph 

( Sugerencia : En las coordenadas sugeridas por la figura siguiente, 
dV=A dx. La fuerza contra el piston es pA). 


x 


12. (Continuation del ejercicio 11). Utilice la integral del ejercicio 
11 para determinar el trabajo realizado al comprimir el gas de 
V\ = 243 pulgadas 3 a V 2 = 32 pulgadas 3 , si p\ — 50 lb/pulgada 3 y 
p y V cumplen la ley del estado gaseoso pV l A = constante (para 
procesos adiabaticos). 

13. Cubeta que gotea Suponga que la cubeta del ejemplo 4 esta 
goteando. Al principio contiene 2 galones de agua (16 lb) y gotea 
a un ritmo constante. Justo cuando llega a la parte superior termi- 
na de vaciarse. ^Cuanto trabajo se realizo para subir solo el agua? 
(Sugerencia: No tome en cuenta la cuerda ni la cubeta, y determine 
la proporcion de agua que sale a la altura de x pies). 

14. (Continuation del problema 13). Los trabajadores de los ejem- 
plos 4 y 13 utilizaron una cubeta mas grande que contenia 5 galo¬ 
nes (40 libras) de agua, pero esta tenia un agujero mas grande, asi 
que tambien llego vacia a la parte superior. Suponiendo que el 
agua sale a ritmo constante, ^cuanto trabajo se realizo al subir so¬ 
lo el agua? (No tome en cuenta la cuerda ni la cubeta). 


Bombeo de h'quidos desde contenedores 


Peso del agua 

Debido a la rotacion de la Tierra y a variaciones en su cam- 
po gravitacional, el peso de un pie cubico de agua al nivel 
del mar varia de aproximadamente 62.26 lb en el ecuador, 
hasta casi 62.59 lb cerca de los polos, esto es, una variacion 
de 0.5%. Un pie cubico que pesa casi 62.4 lb en Melbourne 
(Australia) y en la ciudad de Nueva York, pesara 62.5 lb en 
Juneau (Alaska) y en Estocolmo (Suecia). Aunque 62.4 es 
un valor comun en los libros de texto, hay una variacion 
considerable. 


15. Bombeo de agua El tanque rectangular que se muestra a conti- 
nuacion, con su parte superior al nivel del suelo, se utiliza para re- 
colectar escurrimientos de agua. Suponga que el agua pesa 62.4 
lb/pie 3 . 

a. Una vez que el tanque esta lleno, ^cuanto trabajo se requiere 
para vaciarlo, bombeando el agua al nivel del suelo? 

b. Si el agua se bombea al nivel del suelo con un motor de (5/11) 
caballos de fuerza (hp) (con un rendimiento de 250 lb-pie/ 
seg), ^.cuanto tiempo le tomara vaciar el tanque? (Redondee al 
minuto mas cercano). 

c. Demuestre que la bomba de la parte (b) hara bajar el nivel a 
10 pies (la mitad) durante los primeros 25 minutos de bombeo. 

d. Peso del agua ^Cuales serian las respuestas a los incisos (a) y 
(b) en donde el agua pesa 62.26 lb/pie 3 ? ^.Cuales serian en 
donde pesa 62.59 lb/pie 3 ? 


10 pies 


12 pies 


Nivel del 
suelo 0 



-i 

T 

Ay 



y 


16. Vaciado de una cisterna La cisterna rectangular (tanque de al- 
macenamiento para recolectar el agua de lluvia) que se muestra 
mas adelante, tiene su parte superior 10 pies por debajo del nivel 
del suelo. La cisterna, actualmente llena, se vaciara para inspec- 
cionarla, bombeando su contenido al nivel del suelo. 

a. ^Cuanto trabajo se realizara para vaciar la cisterna? 

b. ^Cuanto tardara en vaciar el tanque una bomba de l/2 hp, con 
una eficiencia de 275 lb-pie/seg? 

c. ^Cuanto tardara la bomba de la parte (b) en vaciar la mitad del 
tanque? (Es menos de la mitad del tiempo que se requiere para 
vaciarlo por completo). 

d. Peso del agua ^Cuales serian las respuestas a los incisos (a), 
(b) y (c) en donde el agua pesa 62.26 lb/pie 3 ? ^Cuales serian 
en donde pesa 62.59 lb/pie 3 ? 
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20 


20 pies 


, Nivel del suelo 

10 pies 
12 pies 


17. Bombeo de aeeite ( ',Cuanto trabajo se requeriria para bombear 
el aeeite del ejemplo 5 al nivel de la parte superior del tanque, si 
este estuviera completamente lleno? 

18. Bombeo de un tanque medio lleno Suponga que, en lugar de 
estar lleno, el tanque del ejemplo 5 solo contiene aeeite hasta la 
mitad de su capacidad. ^Cuanto trabajo se requiere para bombear 
el aeeite que queda a un nivel de 4 pies por encima de la parte su¬ 
perior del tanque? 

19. Vaeiado de un tanque Un tanque en forma de cilindro circular 
recto mide 30 pies de altura y 20 pies de diametro. Esta lleno de 
keroseno que pesa 51.2 lb/pies 3 . ^Cuanto trabajo se requiere para 
bombear el keroseno al nivel de la parte superior del tanque? 

20. El tanque cilindrico que se muestra a continuacion puede llenarse 
mediante el bombeo de agua desde un lago que esta 15 pies por 
debajo de la parte inferior del tanque. Hay dos formas de hacerlo: 
una consiste en bombear el agua a traves de una manguera conec- 
tada a una valvula en la parte inferior del tanque; la otra es sujetar 
la manguera en el borde superior del tanque y dejar que el agua 
fluya hacia adentro. ^Cual de las dos sera mas rapida? Justifique 
su respuesta. 



21. a. Bombeo de leche Suponga que el contenedor conico del 

ejemplo 5 contiene leche (que pesa 64.5 lb/pies 3 ) en lugar de 
aeeite de oliva. ^Cuanto trabajo se requerira para bombear el 
contenido al borde el contenedor? 

b. Bombeo de aeeite ^Cuanto trabajo se requerira para bom¬ 
bear el aeeite del ejemplo 5 a un nivel de 3 pies por encima 
del borde del cono? 

22. Bombeo de agua de mar Para disenar la superficie interior de un 
gran tanque de acero inoxidable, usted hacer girar la curva y = x 2 , 
0 £ x £ 4, alrededor del ejey. El contenedor, con dimensiones 
en metros, sera llenado con agua de mar, la cual pesa 10,000 N/m 3 . 
^Cuanto trabajo se requerira para vaciar el tanque bombeando el 
agua a la parte superior del tanque? 

23. Vaeiado de un deposito de agua Modelamos el bombeo de 
contenedores esfericos tal como lo hacemos para otros contene- 
dores, con el eje de integration a lo largo del eje vertical de la es- 
fera. Utilice la figura siguiente para determinar cuanto trabajo se 
requerira para vaciar el deposito semiesferico de radio 5 m si esta 
lleno y el agua se bombea a una altura de 4 m por encima de la 
parte superior del deposito. El agua pesa 9800 N/m J . 


y 



24. Usted esta a cargo del vaeiado y reparation del tanque de almace- 
namiento que se muestra a continuacion. El tanque es una semi- 
esfera de radio 10 pies y esta completamente lleno de benceno, 
que pesa 56 lb/pie 3 . Una compania le dice que puede vaciar el tanque 
por 1/2^ por libra-pie de trabajo. Determine el trabajo requerido 
para vaciar el tanque bombeando el benceno hasta una salida, 
2 pies por encima del nivel superior del tanque. Si tiene un presu- 
puesto de $5000 para el trabajo, ^puede contratar a la compania 
para que lo realice? 

y 


TnKn rla colirlo 



z 


Trabajo y energfa cinetica 

25. Energia cinetica Si una fiierza variable de magnitud F(x) mueve 
un cuerpo de masa m a lo largo del eje x desde X] hasta x 2 , la velo- 
cidad del cuerpo v puede escribirse como dx/dt (en donde t repre- 
senta el tiempo). Utilice la segunda ley de movimiento de Newton 
F = m(dv/dt) y la regia de la cadena 

dv _ dv^dx _ £?u 

dt dx dt dx 

para demostrar que el trabajo neto realizado por la fuerza al mo¬ 
ver el cuerpo de X\ a x 2 es 

T = J F(x) dx = ^mv 2 2 — ^ mv\ 2 , 

en donde v 1 y v 2 son las velocidades del cuerpo en x t y x 2 . En fi- 
sica, la expresion (l/2)/wu 2 se denomina energia cinetica de un 
cuerpo de masa m que se mueve con velocidad v. Por lo tanto, el 
trabajo realizado por la fuerza es igual al cambio en la energia 
cinetica del cuerpo , y podemos determinar el trabajo calculando 
este cambio. 

En los ejercicios 26 a 32, utilice el resultado del ejercicio 25. 

26. Tenis Una pelota de tenis de 2 onzas fue lanzada a 160 pies/se- 
gundo (casi 109 mph). ^Cuanto trabajo se realizo sobre la pelota 
para lograr esa velocidad? (Para determinar la masa de la pelota a 
partir de su peso, exprese este ultimo en libras y divida entre 
32 pies/segundo 2 , que es la aceleracion debida a la gravedad). 

27. Beisbol ^Cuantas libras-pie de trabajo se requieren para lanzar 
una pelota de beisbol a 90 mph? Una pelota de beisbol pesa 5 on¬ 
zas o 0.3125 lb. 
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28. Golf Una pelota de golf de 1.6 onzas se lanza a una velocidad 
de 280 pies/segundo (casi 191 mph). ^Cuantas libras-pie de trabajo 
se realizaron sobre la pelota para lanzarla al aire? 

29. Tenis Durante el partido en el que gano el campeonato de tenis 
varonil del torneo abierto de Estados Unidos, Pete Sampras lanzo 
un servicio fenomenal, con una velocidad de 124 mph. ^Cuanto 
trabajo realizo Sampras sobre la pelota de 2 onzas para obtener 
esa velocidad? 

30. Futbol americano Unjugador lanzo un balon de futbol america- 
no de 14.5 onzas a 88 pies/segundo (60 mph). ^Cuantas libras-pies 
de trabajo se aplicaron al balon para obtener esa velocidad? 

31. Softbol ^Cuanto trabajo tiene que realizarse sobre una pelota de 
softbol para lanzarla a 132 pies/seg (90 mph)? 

32. Lanzamiento de una bola Una bola de acero de 2 onzas se 
coloca en un resorte vertical cuya constante es k = 18 lb/pie. El 
resorte se comprime 2 pulgadas y luego se libera. <(Que altura al- 
canza la bola? 

33. Bombeo desde el embudo de un tubo de drenado ( Continua¬ 
tion del ejemplo 6). 

a. Determine el radio de la seccion transversal (parte del embudo) 
del tubo de drenado del ejemplo 6 como una funcion de la altu¬ 
ra y por encima de la parte inferior de la presa (desde y = 325 
hasta y = 375). 

b. Determine A V para la seccion del embudo del drenador (desde 
y = 325 hasta y = 375). 

c. Determine el trabajo necesario para vaciar la seccion del em¬ 
budo formulando y evaluando la integral definida apropiada. 

34. Bombeo de agua desde un tubo de drenado ( Continuation del 
ejercicio 33). 

a. Determine el trabajo total necesario para bombear el tubo de 
drenado, sumando el trabajo necesario para bombear la sec¬ 
cion del cuello y la del embudo. 

b. La respuesta que dio al inciso (a) esta en libras-pie. Una forma 
mas util de senalar el resultado es en caballos de fuerza-hora, ya 
que los motores utilizan esta unidad de medida. Para convertir 
libras-pie a caballos de fuerza-hora, divida entre 1.98 X 10 6 . 
^Cuantas horas tardaria un motor de 1000 hp para vaciar el tu¬ 
bo de drenado, suponiendo que es totalmente eficiente? 

35. Succion de una malteada El contenedor en forma de cono 
truncado que se muestra a continuacion esta lleno de malteada de 
fresa, que pesa 4/9 onzas/pulgada 3 . Como ve, el contenedor tiene 
una profundidad de 7 pulgadas, 2.5 de diametro en la base y 3.5 
pulgadas de diametro en la parte superior (un tamano estandar en 
una neveria de Boston). El popote sobresale una pulgada por enci¬ 
ma de la parte superior. ^Cuanto trabajo sera necesario, aproxi- 
madamente, para succionar la malteada por el popote (no tome en 
cuenta la friccion)? Proporcione la respuesta en pulgadas-onzas. 



36. Torre de agua Se ha decidido excavar un pozo para incremen- 
tar el suministro de agua en su ciudad. Como ingeniero a cargo, 
usted ha determinado que sera necesaria una torre de agua para 
proporcionar la presion que se requiere para su distribucion, asi 
que ha disenado el sistema que se muestra a continuacion. El agua 
se bombea desde un pozo que esta a 300 pies de profundidad, uti- 
lizando un tubo vertical de 4 pulgadas en la base de un tanque ci- 
lindrico de 20 pies de diametro y 25 pies de altura. La base del 
tanque estara 60 pies por encima del suelo. La bomba es de 3 hp, 
con una eficiencia de 1650 lb pies/segundo. Redondeando el re¬ 
sultado a la hora mas cercana, ^cuanto tardara el tanque en llenarse 
la primera vez? (Incluya el tiempo necesario para que se llene el 
tubo). Suponga que el agua pesa 62.4 lb/pie 3 . 



NOESTAAESCALA 


37. Colocacion de un satelite en orbita La fuerza del campo gra- 
vitacional de la Tierra varia segun la distancia al centra del plane- 
ta, y la magnitud de la fuerza gravitacional experimentada por un 
satelite de masa m durante y despues del lanzamiento es 

w , mMG 
F(r) = — 2 . 
r 

Aqui, M= 5.975 X 10 24 kg es la masa de la Tierra, G — 6.6720 X 
10~ n N- m 2 kg~ 2 es la constante de gravitacion universal, y r se 
mide en metros. Por lo tanto, el trabajo que se requiere para elevar 
un satelite de 1000 kg desde la superficie de la Tierra hasta una 
orbita circular a 35,780 km de distancia del centra de la Tierra, 
esta dado por la integral 


Trabajos 


r 35,780,000 100QMG 
76,370,000 r 2 


dr joules. 


Evalue la integral. El limite inferior de integracion es el radio de la 
Tierra, en metros, respecto del sitio del lanzamiento. (Este calculo no 
toma en cuenta la energia que se utiliza para lanzar el vehiculo, ni 
la energia para que el satelite alcance su velocidad orbital). 


38. Fuerza para unir eleetrones Dos electrones separados r me¬ 
tros se repelen mutuamente con una fuerza de 

w 23 X 10~ 29 

F = -- newtons. 

r 

a. Suponga que un electron se mantiene fijo en el punto (1,0) del 
eje x (unidades en metros). ^Cuanto trabajo se requiere para 
mover un segundo electron a lo largo del eje x, desde el punto 
(-1,0) hasta el origen? 


b. Suponga que dos electrones se mantienen fijos, uno en el 
punto (-1, 0) y el otro en el punto (1,0). ^Cuanto trabajo se 
requiere para mover un tercer electron a lo largo del eje x, de 
(5, 0) a (3, 0)? 
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6.7 


Presiones y fuerzas en fluidos 



FIGURA 6.64 Para soportar la presion 
creciente, las cortinas de las presas se 
construyen mas gruesas conforme se 
desciende a la base. 


Las cortinas de las presas se construyen mas gruesas en la base que en la parte superior 
(figura 6.64), ya que la presion del agua contra ellas aumenta con la profundidad. La pre¬ 
sion sobre cualquier punto de la cortina depende de su profundidad y no en la inclinacion 
que pueda tener la cortina en ese punto. En un punto ubicado h pies por debajo de la super- 
ficie, la presion —en libras por pie cuadrado— siempre es 62.4/?. El numero 62.4 es la 
densidad especifica del agua en libras por pie ciibico. La presion h pies por debajo de 
la superficie de cualquier fluido es la densidad especifica por h. 


Ecuacion de presion-profundidad 

En un fluido que esta en reposo, la presion p a una profundidad h es la densidad 
del fluido vv por h: 

p = wh. (1) 


Densidad (especifica) 

La densidad de un fluido es su peso por 
unidad de volumen. Algunos valores de 
densidad comunes son (en lb/pie 3 ) 


Gasolina 42 

Mercurio 849 

Leche 64.5 

Melaza 100 

Aceite de oliva 57 

Agua de mar 64 

Agua 62.4 


En esta seccion usaremos la ecuacion p = wh para deducir una formula que nos permi- 
ta determinar la fuerza total ejercida por un fluido contra una pared horizontal o vertical, o 
parte de ella. 


Formula para la fuerza de un fluido con profundidad constante 

En un deposito de fluidos con base plana horizontal, la fuerza total ejercida por el fluido 
contra la base puede calcularse multiplicando el area de la base por la presion en la base. 
Esto es posible debido a que la fuerza total es igual a la fuerza por unidad de area (presion) 
por el area. (Vea la figura 6.65.) Si F,p y A son la fuerza total, la presion y el area, respec- 
tivamente, entonces 


F = fuerza total = fuerza por unidad de area X area 
= presion X area = pA 
= whA. 


p = wh segun 
la ecuacion (1). 


Fuerza de un fluido sobre una superficie de profundidad constante 

F = pA = whA (2) 



FIGURA 6.65 Estos contenedores estan 
llenos con agua a la misma profundidad, y 
sus bases tienen la misma area. Por lo 
tanto, la fuerza total es la misma en la base 
de cada contenedor. Aqul no importa la 
forma de los contenedores. 


Por ejemplo, la densidad del agua es 62.4 lb/pie 3 , por lo que la fuerza del fluido en la par¬ 
te inferior de una alberca rectangular de 10 X 20 pies y 3 pies de profundidad es 

F = whA = (62.4 lb/pie 3 )(3 pies)( 10 • 20 pies 2 ) 

= 37,4401b. 

En el caso de una placa plana sumergida horizontalmente, como el fondo de la alberca 
que se acaba de analizar, la fuerza hacia abajo que actua sobre la cara superior de la placa, 
debida a la presion del liquido, esta dada por la ecuacion (2). Sin embargo, si la placa se 
sumerge verticalmente, la presion contra ella sera distinta a diferentes profundidades, asi 
que ya no es posible utilizar la ecuacion (2) (ya que h varia). Si dividimos la placa en mu- 
chas bandas o franjas horizontales angostas, podemos crear una suma de Riemann cuyo li- 
mite es la fuerza del fluido contra el lado de la placa vertical sumergida. A continuation se 
explica el procedimiento. 
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en el nivel y 


Formula para profundidad variable 

Suponga que queremos conocer la fuerza que ejerce un fluido contra un lado de una placa 
vertical sumergida en un fluido con densidad w. Para determinarla, modelamos la pla¬ 
ca como una region que se extiende desde y = a hasta v = b en cl piano xy (figura 6.66). 
Hacemos una particion de [a, b] de la manera usual, e imaginamos que la region se corta 
en delgadas franjas horizontales, por medio de pianos perpendiculares al eje y, en los pun- 
tos de la particion. La franja representativa de y a y + Ay es de Ay unidades de ancho por 
L(y) unidades de largo. Suponemos que L(y) es una funcion continua de y. 

La presion varia de la parte superior a la inferior de la franja. Sin embargo, si la franja 
es suficientemente delgada, la presion permanecera cercana al valor en su parte inferior e 
igual a w X (profundidad de la franja). La fuerza que ejerce el fluido contra un lado de la 
franja sera aproximadamente de 


FIGURA 6.66 La fuerza ejercida por un 
fluido contra un lado de una franja delgada 
horizontal es aproximadamente 
A F = presion X area = w X (profundidad 
de la franja) X L(y) Ay. 


A F = (presion a lo largo de la parte inferior) X (area) 

= w • (profundidad de la franja) • L(y) Ay. 

Suponga que hay n franjas asociadas con la particion de a s y < b y que y k es el lado in¬ 
ferior de la k-esima franja que tiene longitud L(v k ) y ancho A y k . La fuerza contra toda la 
placa es aproximadamente la suma de las fuerzas contra cada franja, dando la suma de 
Riemann 


F ~ 2 ( w ‘ (profundidad de la franja)A • L(y*)) Ay*. (3) 

k= 1 

La suma de la ecuacion (3) es una suma de Riemann para una funcion continua en [a, b] y 
cabe esperar que las aproximaciones mejoraran conforme la norma de la particion tienda a 
cero. La fuerza contra la placa es el limite de estas sumas. 


La integral para determinar la fuerza del fluido contra una placa vertical 
plana 

Suponga que una placa sumergida verticalmente en un fluido de densidad w va 
desde y = a hasta y = b en el ejey. Sea L(y) la longitud de la franja horizontal me- 
dida de izquierda a derecha a lo largo de la superficie de la placa en el nivel y. 
Entonces, la fuerza ejercida por el fluido contra un lado de la placa es 

f b 

F= w (profundidad de la franja) • L{y) dy. (4) 


y (pies) 


Superficie de la 

y = x o x = y / 
piscina / / y 

t 

Profundidad: 

5 - v 

x 7 y /' y = 3 

Ay 

-4^(3, 3) 

! —-jM (x, x) = ( y , y) 


o * A 


FIGURA 6.67 Para determinar la fuerza 
ejercida sobre un lado de la placa 
sumergida del ejemplo 1, podemos utilizar 
un sistema de coordenadas como el que se 
muestra aqul. 


EJEMPLO 1 Aplicacion de la integral para determinar la fuerza de un fluido 

Una placa plana en forma de triangulo rectangulo isosceles, con base de 6 pies y altura de 
3 pies, se sumerge verticalmente, con la base hacia arriba, 2 pies por debajo de la superfi¬ 
cie de una alberca. Determinar la fuerza ejercida por el agua contra un lado de la placa. 


Solution Establecemos un sistema de coordenadas para trabajar, colocando el origen 
en el vertice inferior de la placa y el eje y hacia arriba sobre el eje de simetria de la placa 
(figura 6.67). La superficie de la alberca esta a lo largo de la recta y = 5 y el lado superior 
de la placa a lo largo de la recta y = 3. El cateto del lado derecho esta a lo largo de la rec¬ 
ta y = x., con el vertice superior derecho en (3, 3). La longitud de una franja delgada en el 
nivel y es 


L(y) = 2x = 2y. 
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Nivel de la superficie del fluido 



FIGURA 6.68 La fuerza ejercida contra 
un lado de la placa es w • h • area de la 
placa. 


La profundidad de la franja por debajo de la superficie es (5 - y). Por lo tanto, la fuerza 
ejercida por el agua contra un lado de la placa es 


F = 


l ' b /profundidad A , , 
, W ' Ue la franja 


r3 


62.4(5 — y)2y dy 


= 124.8 / (5 y - y 2 ) dy 


= 124.8 


= 1684.8 1b. 


Centroides y fuerzas de fluidos 

Si conocemos la ubicacion del centroide de una placa plana vertical sumergida (figura 
6.68), podemos tomar un atajo para determinar la fuerza contra un lado de la placa. De 
acuerdo con la ecuacion (4), 


F= w X (profundidad de la franja) X L(y) dy 


= w (profundidad de la franja) X L(y) dy 


= w X (momento respecto de la linea del nivel de superficie de la region 
ocupada por la placa) 

= w X (profundidad del centroide de la placa) X (area de la placa). 


Fuerza de fluidos y centroides 

La fuerza de un fluido de densidad w contra un lado de una placa plana vertical 
sumergida, es el producto de w, la distancia h entre el centroide de la placa y la 
superficie del fluido, y el area de la placa: 

F = xvhA. (5) 


EJEMPLO 2 Determination de la fuerza de un fluido por medio de La ecuacion (5) 
Utilizar la ecuacion (5) para determinar la fuerza del ejemplo 1. 

Solucion El centroide del triangulo (figura 6.67) esta en el eje y, a un tercio de la distan¬ 
cia entre la base y el vertice, asi que h = 3. El area del triangulo es 

A = ^ (base)(altura) 

= |(6)(3) = 9. 

F = whA = (62.4)(3)(9) 

= 1684.8 1b. 


En consecuencia, 
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EJERCICIOS 6.7 


En los ejercicios siguientes, las densidades de los fluidos pueden de- 
terminarse en la tabla de la pagina 456. 

1. Placa triangular Calcule la fiierza del fluido sobre un lado de 
la placa del ejemplo 1, utilizando el sistema de coordenadas que 
se muestra aqul. 


y(pies) 


Profundidad lyl 


Superficie 
de la alberca 


-I-* x (pies) 


,'_y=_z 2 

y) 


2. Placa triangular Calcule el fuerza del fluido sobre un lado de 
la placa del ejemplo 1, utilizando el siguiente sistema de coorde¬ 
nadas. 

y (pies) 



3. Placa triangular sumergida La placa del ejemplo 1 se sumer- 
ge otros 2 pies en el agua. <(Cual es ahora la fuerza del fluido so¬ 
bre un lado de la placa? 

4. Placa triangular La placa del ejemplo 1 se sube, colocando su 
parte superior en la superficie de la alberca. <(Cual es ahora la 
fuerza del fluido sobre un lado de la placa? 

5. Placa triangular La placa con forma de triangulo isosceles que 
se muestra a continuacion se sumerge verticalmente 1 pie por de- 
bajo de la superficie de un lago de agua dulce. 

a. Determine la fuerza del fluido contra una cara de la placa. 

b. ^,Cual serla la fuerza del fluido sobre un lado de la placa, si el 
agua fuera de mar en lugar de ser agua dulce? 


Nivel de la superficie 



6. Placa triangular girada La placa del ejercicio 5 se gira 180° 
respecto de la recta AB, de modo que parte de la placa sobresale 
del lago, como se muestra a continuacion. <(Cual es ahora la fuer¬ 
za que ejerce el agua sobre una cara de la placa? 



7. Acuario de Nueva Inglaterra El visor de una ventana rectangu¬ 
lar de vidrio en una pecera tlpica del Acuario de Nueva Inglaterra 
en Boston mide 63 pulgadas de ancho y va de 0.5 a 33.5 pulgadas 
bajo la superficie. Determine la fuerza del fluido contra esta parte 
de la ventana. La densidad del agua de mar es de 64 lb/pie 3 . (Por 
si le interesa, el vidrio tiene un espesor de 3/4 pulgada y las pare- 
des del tanque se extienden 4 pulgadas por arriba del nivel del 
agua para evitar que los peces salten al exterior). 

8. Pecera Una pecera horizontal con forma rectangular, cuya ba¬ 
se mide 2X4 pies y tiene una altura de 2 pies (dimensiones inte- 
riores) se llena con agua dulce hasta 2 pulgadas antes de la parte 
superior. 

a. Determine la fuerza del fluido contra cada lado y contra el 
fondo del tanque. 

b. El tanque se sella y se coloca de modo que uno de los extre- 
mos cuadrados sea la base. ^,C6mo afecta esto las fuerzas del 
fluido contra los lados rectangulares? 

9. Placa semicircular Una placa semicircular de 2 pies de diame- 
tro se sumerge en agua fresca, colocando el diametro a lo largo de 
la superficie. Determine la fuerza ejercida por el agua sobre un 
lado de la placa. 

10. Transporte de leche Un camion transporta leche en un tanque 
con forma de cilindro circular recto horizontal. <(Cual es la fuerza 
que ejerce la leche sobre cada extremo del tanque cuando este 
contiene leche hasta la mitad de su capacidad? 

11. El tanque cubico de metal que se muestra a continuacion tiene 
una puerta parabolica, que se mantiene en su lugar por medio de 
tornillos y fue disenado para soportar una fuerza del fluido de 160 
lb sin romperse. El llquido que se planea almacenar en el tiene 
una densidad de 50 lb/pie 3 . 

a. <(Cual es la fuerza del fluido sobre la puerta cuando el llquido 
tiene 2 pies de profundidad? 

b. ^.Cual es la altura maxima a la que puede llenarse el deposito 
sin exceder sus limitaciones de diseno? 



Compuerta parabolica 


y (pies) 



Vista ampliada de la 
compuerta parabolica 
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12. El tanque rectangular que se muestra a continuacion tiene una 
ventana cuadrada de 1 pie X 1 pie, ubicada 1 pie arriba de la base. 
La ventana esta disenada para soportar una fuerza de 312 lb sin 
romperse. 

a. Si el tanque se llena hasta una profundidad de 3 pies, <)cual es 
la fuerza del fluido que soportara? 

b. ^Hasta que nivel puede llenarse el tanque sin exceder las limi- 
taciones del diseno de la ventana? 



5 pies 

4 pies 

1 pie 

1 pie 

1 pie 

7 pies 


t 


15. Una placa rectangular vertical de a unidades de largo por b unida- 
des de ancho se sumerge en un fluido con densidad w, con sus 
aristas mas largas paralelas a la superficie del fluido. Determine 
el valor promedio de la presion a lo largo de la dimension vertical 
de la placa. Explique su respuesta. 

16. (Continuacion del ejercicio 15). Demuestre que la fuerza ejercida 
por el fluido sobre un lado de la placa es el valor promedio de la 
presion (determinada en el ejercicio 15) por el area de la placa. 

17. Se vierte agua en el tanque que se muestra a continuacion, a razon 
de 4 pies 3 /min. Las secciones transversales del tanque son semi- 
circulos de 4 pies de diametro. Un extremo del tanque es movil, 
pero moverlo para aumentar el volumen comprime un resorte. La 
constante del resorte es k— 100 lb/pie. Si el extremo del tanque 
se mueve 5 pies contra el resorte, el agua se drenara por un aguje- 
ro de seguridad que esta en el fondo, a razon de 5 pies 3 /min. /,A1- 
canzara el extremo movil el agujero antes de que el agua se derra- 
me del tanque? 


13. Las paredes de los extremos del abrevadero que se ilustra aqui 
fueron disenadas para soportar una fuerza de 6667 lb. ^Cuantos 
pies cubicos de agua puede contener el tanque sin exceder esta li- 
mitacion? Redondee su resultado al pie cubico mas cercano. 



14. La piscina que se muestra a continuacion se llena con agua a ra¬ 
zon de 1000 pies 3 /h. 

a. Determine la fuerza del fluido contra la placa de drenado 
triangular despues de 9 h de llenar la piscina. 

b. La placa de drenado esta disenada para soportar una fuerza de 
520 lb. ^.Hasta que altura se puede llenar la piscina sin exceder 
esta limitation? 



10 pies 


Placa triangular para drenar 


y (pies) 



x (pies) 


Extremo movil Entrada de agua 



18. Abrevadero Los extremos verticales de un abrevadero son cua- 
drados de 3 pies por lado. 

a. Determine la fuerza del fluido contra los extremos cuando el 
abrevadero esta lleno. 

b. ^Cuantas pulgadas debe bajar el nivel del agua en el abrevade¬ 
ro para reducir en un 25% la fuerza del fluido? 

19. Envase de leche Un envase rectangular para leche mide 3.75 X 

3.75 pulgadas en la base y tiene una altura de 7.75 pulgadas. De¬ 
termine la fuerza de la leche sobre un lado cuando el envase se 
encuentra lleno. 

20. Lata de aceite de oliva Una lata comun de aceite de oliva mide 

5.75 X 3.5 pulgadas en la base y 10 pulgadas de altura. Determi¬ 
ne la fuerza del fluido contra la base y contra cada lado cuando se 
encuentra llena. 

21. Abrevadero Los extremos verticales de un abrevadero son 
triangulos isosceles como el que se muestra a continuacion (las 
dimensiones estan en pies). 


y (pies) 


-2 —H 


(2, 3) 


Vista ampliada de la placa para drenar 


x (pies) 
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a. Determine la fuerza del fluido contra los extremos cuando el 
abrevadero esta lleno. 

b. ^Cuantas pulgadas debe disminuir el nivel de agua del abreva¬ 
dero para que la fuerza del fluido se reduzca a la mitad? (Re- 
dondee su respuesta a la media pulgada mas cercana). 

c. ^.Importa cual sea la longitud del abrevadero? Justifique su 
respuesta. 

22. La pared de una presa es un rectangulo, ABCD, de dimensiones 
AB = CD =100 pies, AD = BC— 26 pies. En lugar de ser vertical, 
el piano ABCD esta inclinado, como se indica en la figura si- 
guiente, de modo que la parte superior de la presa esta 24 pies por 
encima de la parte inferior. Determine la fuerza debida a la pre- 


sion del agua sobre la presa cuando la superficie del agua esta al 
nivel de la parte superior de la presa. 


D 



Capftulo Preguntas de repaso 

1. ^Como se definen y calculan los volumenes de solidos utilizando 
el metodo de las rebanadas? Proporcione un ejemplo. 

2. ^Como se deducen los metodos de los discos y de las arandelas 
para el calculo de volumenes a partir del metodo de las rebana¬ 
das? Proporcione ejemplos de calculo de volumenes con estos 
metodos. 

3. Describa el metodo de los casquillos cilindricos. De un ejemplo. 

4. ^Como se define la longitud de una curva suave parametrizada 
x = f(t),y = g(t), a < t £ bl ^Que tiene que ver la suavidad 
con la longitud? ^Que otra cosa necesita saber respecto de la pa- 
rametrizacion para determinar la longitud de una curva? Propor¬ 
cione ejemplos. 

5. ^Como se determina la longitud de la grafica de una funcion sua¬ 
ve en un intervalo cerrado? Proporcione un ejemplo. ^Que puede 
decir acerca de las funciones que no tienen primeras derivadas 
continuas? 

6. iQue es el centro de masa? 

7. ^Como se localiza el centro de masa de una varilla o una franja 
delgada y recta de material? Proporcione un ejemplo. Si la densi- 


dad del material es constante, puede saber de inmediato en donde 
se encuentra el centro de masa <^En donde esta? 

8. ^Como se localiza el centro de masa de una placa delgada y plana 
de material? Proporcione un ejemplo. 

9. ^Como se define y calcula el area de una superficie barrida al ha- 
cer girar la grafica de una funcion suave y = f{x), a < x < b, 
alrededor del eje x? Proporcione un ejemplo. 

10. ^,En que condiciones se puede determinar el area de la superficie 
generada al hacer girar una curva x = /(f), y = g(t),a < t s b, 
alrededor del ejex? ^Alrededor del eje y? Proporcione ejemplos. 

11. iQue dicen los dos teoremas de Pappus? Proporcione ejemplos de 
como se utilizan para calcular areas y volumenes de superficies y 
para localizar centroides. 

12. ^,Como se define y calcula el trabajo realizado por una fuerza va¬ 
riable dirigida a lo largo de un intervalo del eje x? ^Como se calcu¬ 
la el trabajo necesario para bombear un liquido desde un tanque? 
Proporcione ejemplos. 

13. ^,Como se calcula la fuerza ejercida por un liquido contra una par¬ 
te de una pared vertical? Proporcione un ejemplo. 


Capftulo Ejerddos de practica 


estos pianos son discos circulares cuyos diametros van de la para¬ 
bola v = x 2 a la parabola y = Vx. 

2. La base del solido es la region en el primer cuadrante entre la rec- 
tay = x y la parabola y = 2 Vx. Las secciones transversales del 


Volumenes 

En los ejercicios 1 a 16, determine los volumenes de los solidos. 

1. El solido esta entre los pianos perpendiculares al eje x en x = 0 y 
x = 1. Las secciones transversales perpendiculares al eje x entre 
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solido, perpendiculares al eje x, son triangulos equilateros cuyas 
bases se extienden de la recta a la curva. 

3. El solido esta entre los pianos perpendiculares al eje x en x = tt/ 4 
y x = 5 tt/ 4 . Las secciones transversales entre estos pianos son 
discos circulares cuyos diametros van de la curva y = 2 cos x a la 
curva y = 2 sen x. 

4 . El solido esta entre los pianos perpendiculares al eje x en x = 0 y 
x = 6. Las secciones transversales entre estos pianos son cuadra- 
dos cuyas bases van del eje x a la curva x 1 / 2 + y 1 ! 2 = \/6. 


y 



5. El solido esta entre los pianos perpendiculares al eje x en x = 0 y 
x = 4. Las secciones transversales del solido entre estos pianos, 
perpendiculares al eje x, son discos circulares cuyos diametros 
van de la curva x 2 = 4y a la curva y 2 = 4x. 

6. La base del solido es la region acotada por la parabola y 2 = 4x y la 
recta x = 1 en el piano xy. Cada seccion transversal perpendicular 
al eje x es un triangulo equilatero con un lado en el piano. (Todos 
los triangulos estan en el mismo lado del piano). 

7. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la region 
acotada por el eje x, la curva y = 3x 4 y las rectas x = 1 y x = -1 
alrededor (a) del eje x; (b) del eje y; (c) de la recta x = 1; (d) de la 
recta y = 3. 

8. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la region 
“triangular” acotada por la curva y = 4/x 3 y las rectas x = 1 y 
y = 1/2 alrededor (a) del eje x; (b) del eje y; (c) de la recta x = 2; 
(d) de la recta y = 4. 

9. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la region 
acotada a la izquierda por la parabola x = y 2 + 1, y a la derecha 
por la recta x = 5, alrededor (a) del eje x; (b) del eje y; (c) de la 
recta x= 5. 

10. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la region 
acotada por la parabola y 2 = 4x y la recta y = x, alrededor (a) del 
eje x; (b) del eje y; (c) de la recta x = 4; (d) de la recta y = 4. 

11. Determine el volumen del solido generado al hacer girar alrede¬ 
dor del eje x la region “triangular” acotada por el eje x, la recta 
x = 7 t/ 3 y la curva y = tanxenelprimer cuadrante. 

12. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la region 
acotada por la curva y = sen x y las rectas x = 0, x = 7ryy = 2 
alrededor de la recta y = 2. 

13. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la region 
entre el eje x y la curva y = x 2 — 2x alrededor (a) del eje x; (b) 
de la recta y = — 1; (c) de la recta x = 2; (d) de la recta y = 2. 

14. Determine el volumen del solido generado al hacer girar, alrededor 
del eje x, la region acotada por y = 2 tanx,y = 0,x = —tt/ 4, y 
x = 77 / 4 . (La region esta en el primer y tercer cuadrantes y se 
asemeja a una corbata de mono). 


15. Volumen de un solido con un agujero redondo Se hace un 
agujero redondo de radio a/ 3 pies a traves del centra de una esfera 
solida de 2 pies de radio. Determine el volumen del material re- 
movido de la esfera. 

16. Volumen de un balon de futbol americano El perfil de un 
balon de futbol americano semeja la elipse que se muestra a con¬ 
tinuation. Determine el volumen del balon, aproximando a la pul- 
gada cubica mas cercana. 


y 



Longitud de curvas 

En los ejercicios 17 a 23, determine las longitudes de las curvas. 

17. y = x 1 / 2 - (1/3 )x 3/2 , 1 < x < 4 

18. x = y 2/3 , 1 < y < 8 

19. y = (5/12)x 6/5 - (5/8)x 4 / 5 , 1 < x < 32 

20. x = (y 3 /12) + (1/y), 1 < y < 2 

21. x = 5 cos t — cos 5t, y = 5 sen t — sen 5 1, 0£i£ tt/2 

22. x — t 2 6 1 2 , y = f 3 + 6 1 2 , 0 < t < 1 

23. x = 3 cos 6, y = 3 sen 0, 0 < 6 £ 

24. Determine la longitud del rizo formado por x = t 2 , 
y = (*73) - t que se muestra a continuacion. El rizo inicia en 
t = — \/3 y termina en t — \fl>. 



Centroides y centros de masa 

25. Determine el centroide de una placa plana delgada que cubre la 
region acotada por las parabolas y = 2x 2 y y = 3 — x 2 . 

26. Determine el centroide de una placa plana delgada que cubre la 
region acotada por el eje x, las rectas x = 2, x = -2 y la parabola 

y = x 2 . 
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27. Determine el centroide de una placa plana delgada que cubre la 
region “triangular” en el primer cuadrante, acotada por el eje y, 
la parabola y = x 2 /4 y la recta y — 4. 

28. Determine el centroide de una placa plana delgada que cubre la 
region acotada por la parabola y 2 = x y la recta x = 2 y. 

29. Determine el centro de masa de una placa plana delgada que cu¬ 
bre la region acotada por la parabola y 2 = x y la recta x = 2 y, si la 
funcion de densidad es S(y) = 1 +y. (Utilice franjas horizontales). 

30. a. Determine el centro de masa de una placa delgada de densidad 

constante que cubre la region entre la curva y — 3/x 3 / 2 y el 
eje x, de x = 1 a x = 9. 

b. Determine el centro de masa de la placa si, en lugar de tener 
densidad constante, la densidad es 5(x) = x. (Utilice franjas 
verticales). 

Areas de superficies de rotacion 

En los ejercicios 31 a 36, determine el area de cada superficie genera- 

da al hacer girar la curva alrededor del eje dado. 

31. y = V2x + 1, 0 < x < 3; ejex 

32. y = jc 3 /3, 0 < x £ 1; ejex 

33. x = V4 y - y 2 , 1 Sy<2; ejey 

34. x = Vy, 2 < y < 6; ejey 

35. x = t 2 /2, y = 2t, 0 £ ? < \/5; ejex 

36. x = t 2 + 1/(2?), y = 4V?, l/'V / 2 £ ? £ 1; ejey 

Trabajo 

37. Subir un equipo Una alpinista subira su equipo, que esta deba- 
jo de ella y pesa 100 N (aproximadamente 22.5 lb), utilizando una 
cuerda de 40 m que pesa 0.8 newtons por metro. ^Cuanto trabajo 
realizara? ( Sugerencia: Resuelva para la cuerda y para el equipo 
por separado, y luego sume los resultados). 

38. Tanque con gotera Usted manejo un camion, desde la base 

hasta la cima del monte Washington, llevando un tanque de 800 

galones de agua. Al llegar a su destino, descubre que el tanque solo 
contiene agua hasta la mitad de su capacidad. Al iniciar su viaje 
tenia el tanque lleno, subio el monte a una velocidad constante y 
realizo el ascenso de 4750 pies en 50 minutos. Suponiendo que el 
agua se derramo a razon constante, ^.cuanto trabajo requirio para 
llevar el agua hasta la cima? No tome en cuenta el trabajo que se 
necesito para que usted y su camion subieran el monte. El agua 
pesa 8 lb/galon. 

39. Estiramiento de un resorte Si se requiere una fuerza de 20 lb 
para mantener estirado un resorte a un pie de su longitud natural, 
^cuanto trabajo se necesita para estirar el resorte a esta distan- 
cia? ^Cuanto trabajo se requiere para estirarlo un pie mas? 

40. Resorte de una puerta de garaje Una fuerza de 200 N estirara 
el resorte de una puerta de garaje 0.8 m mas que su longitud natu¬ 
ral. ^Cuanto estirara el resorte una fuerza de 300 N? ^Cuanto tra¬ 
bajo se requerira para estirar el resorte esta distancia respecto de 
su longitud natural? 

41. Bombeo desde un deposito Un deposito con forma de cono 
circular recto con la punta hacia abajo mide 20 pies de diametro en 
la parte superior y tiene una profundidad de 8 pies; el deposito es¬ 
ta completamente lleno de agua. ^Cuanto trabajo sera necesario 


realizar para bombear el agua a un nivel de 6 pies por encima de 
la parte superior del deposito? 

42. Bombeo desde un deposito (Continuation del ejercicio 41). El 
deposito esta lleno a una profundidad de 5 pies, y el agua sera 
bombeada al borde de la parte superior del deposito. ^Cuanto tra¬ 
bajo sera necesario? 

43. Bombeo a un tanque conico Un tanque en forma de cono circu¬ 
lar recto con la punta hacia abajo tiene un radio superior de 5 pies 
y una altura de 10 pies; el tanque esta lleno con un liquido cuya 
densidad es 60 lb/pie 3 . ^Cuanto trabajo se requiere para bombear 
el liquido a un punto situado 2 pies arriba del tanque? Si la bomba 
tiene un motor de 275 lb-pie/seg (1/2 hp), ^cuanto tardara en va- 
ciar el tanque? 

44. Bombeo de un tanque cilindrico Un tanque de almacenamien- 
to tiene forma de cilindro circular recto de 20 pies de largo y 8 
pies de diametro con su eje en posicion horizontal. Si el tanque 
esta lleno hasta la mitad con aceite de oliva, que pesa 57 lb/pie 3 , 
determine el trabajo realizado al vaciarlo a traves de un tubo que 
va de la parte inferior del tanque a una salida que se encuentra 
6 pies por encima de la parte superior. 

Fuerza en fluidos 

45. Abrevadero La placa triangular vertical que se muestra a conti¬ 
nuation es el extremo de un abrevadero completamente lleno de 
agua (w = 62.4). ^Cual es la fuerza del fluido sobre la placa? 


y 



46 . Abrevadero de miel de maple La placa trapezoidal vertical 
que se muestra a continuation, es el extremo de un abrevadero 
lleno de miel de maple, que pesa 75 lb/pie 3 . ^Cual es la fuerza 
ejercida por la miel contra la placa del abrevadero cuando la miel 
tiene una profundidad de 10 pulgadas? 

y 



UNIDADES EN PIES 

47. Fuerza sobre una compuerta parabolica Una compuerta pla¬ 
na vertical ubicada en la cortina de una presa, tiene la forma de 
una region parabolica comprendida entre la curva y = 4X 2 y la rec¬ 
ta y = 4, con las medidas en pies. La parte superior de la compuerta 
esta 5 pies por debajo de la superficie del agua. Determine la 
fuerza ejercida por el agua sobre la compuerta (w = 62.4). 

48. Usted planea almacenar mercurio (w = 849 lb/pie 3 ) en un tanque 
rectangular vertical con una base cuadrada de 1 pie por lado, cuya 
pared lateral interna puede soportar una fuerza total de 40,000 lb. 
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Aproximadamente, ^.cuantos pies cubicos de mercurio puede al- 
macenar en el tanque en cualquier momento? 

49. El contenedor que se bosqueja en la figura siguiente, se llena con 
dos liquidos que no se mezclan, de densidades vtq y w 2 . Determi¬ 
ne la fuerza del fluido sobre un lado de la placa cuadrada vertical 
ABCD. Los puntos B y D se encuentran en la capa que divide los 
liquidos, y el cuadrado mide 6X^2 pies por lado. 



50. La placa con forma de trapecio isosceles que se muestra a conti- 
nuacion, se sumerge verticalmente en agua (w = 62.4) con su lado 


superior a 4 pies por debajo de la superficie. Determine, de dos 
formas diferentes, la fuerza del fluido sobre uno de los lados de la 
placa: 

a. Por medio de la evaluation de una integral. 

b. Por medio de la division de la placa en un paralelogramo y un 
triangulo isosceles, localizando sus centroides y utilizando la 
ecuacion F = whA de la section 6.7. 


6-H 



Medidas en pies 


Capftulo Ejercicios adicionales y avanzados 


Volumen y longitud 

1. Se genera un solido haciendo girar, alrededor del eje x, la region 
acotada por la grafica de la funtion continua positiva y —fix), el 
eje x y la recta fija x = a, y la recta variable x = b, b > a. Su volu¬ 
men, para toda b , es b 2 - ab. Determine fix). 

2. Se genera un solido haciendo girar, alrededor del eje x, la region 
acotada por la grafica de la funcion continua positiva y =fix), 
el eje x y las rectas x = 0 y x = a. Su volumen, para toda a > 0, es 
a 2 + a. Determine fix). 

3. Suponga que la funcion creciente f(x) es suave para x & 0 y que 
/(0) = a. Denote con s(x) la longitud de la grafica de/desde (0, a) 
hasta (x, fix)), x > 0. Determine fix), si six) = Cx, para alguna 
constante C. ^Cuales valores puede tomar C? 

4. a. Demuestre que para 0 < a £ 77 -/2, 

vT + cos 2 6 dd > \/ a 1 + sen 2 a . 
b. Generalice el resultado del inciso (a). 

Momentos y centros de masa 

5. Determine el centroide de la region acotada por abajo por el eje x 
y por arriba por la curva y = 1 - x"; n es un entero positivo par. 
^Cual es la position limite del centroide, cuando n—* oo ? 

6. Si transporta un poste telefonico en un remolque de dos ruedas 
unido a la parte trasera de un camion, quiere que las ruedas esten 
a 3 pies, aproximadamente, detras del centro de masa del poste 
para tener una distribution adecuada del peso. Los postes de clase 
1 de 40 pies de NYNEX tienen una circunferencia en la parte su¬ 
perior de 27 pulgadas, y una circunferencia de 43.5 pulgadas en la 



base. ('.Aproximadamente a que distancia de la parte superior se 
encuentra el centro de masa? 

7. Suponga que una placa delgada de metal de area A y densidad 
constante S, ocupa una region R en el piano xy y sea M v el mo¬ 
mento de la placa respecto del eje y. Demuestre que el momento 
de la placa respecto de la recta x — b e s 

a. M v — bSA si la placa esta a la derecha de la recta, y 

b. bSA — M y si la placa esta a la izquierda de la recta. 

8. Determine el centro de masa de una placa delgada que cubre la 
region acotada por la curva y 2 = 4 ax y la recta x = a, siendo a una 
constante positiva, si la densidad en (x, y) es directamente propor- 
cional a (a).t, (b)|y|. 

9. a. Determine el centroide de la region en el primer cuadrante, 

acotada por dos circunferencias concentricas y los ejes coorde- 
nados, si las circunferencias tienen radios ayb,0<a<b,y 
sus centros estan en el origen. 

b. Determine los limites de las coordenadas del centroide cuando 
a se aproxima a b, y analice el significado del resultado. 

10. Una esquina triangular se corta a partir de un cuadrado de 1 pie 
por lado. El area del triangulo que se removio es de 36 pulgadas 2 . 
Si el centroide de la region restante esta a 7 pulgadas de un lado 
del cuadrado original, ^a que distancia esta de los otros lados? 


Area de superficie 

11. En los puntos de la curva y = 2Vx, se trazan segmentos de lon¬ 
gitud h=y, que son perpendiculares al piano xy. (Vea la figura si¬ 
guiente.) Determine el area de la superficie formada por estas 
perpendiculares desde (0, 0) hasta (3, 2X^3). 
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12. En los puntos de la circunferencia de radio a, se trazan segmentos 
perpendiculares al piano de la circunferencia; la perpendicular en 
cada punto P tiene una longitud As, en donde s es la longitud del 
arco de la circunferencia medido en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, de (a, 0) a P y A es una constante positiva, 
como se muestra a continuacion. Determine el area de la superfi- 
cie formada por las perpendiculares a lo largo del arco que empie- 
za en (a, 0) y se extiende una vez alrededor de la circunferencia. 



Trabajo 

13. Una partlcula de masa m parte del reposo en el instante t = 0 y se 
mueve a lo largo del eje x con aceleracion constante a, desde x = 0 
hastax = h en contra de una fuerza variable de magnitude t) = t 2 . 
Determine el trabajo realizado. 

14. Trabajo y energla cinetica Suponga que una pelota de golf de 
1.6 onzas se coloca en un resorte vertical con constante 
A = 2 lb/pulgadas. El resorte se comprime 6 pulgadas y despues 
se suelta. ^Que altura alcanza la pelota (medida desde la position 
de reposo del resorte)? 

Fuerza en fluidos 

15. Una placa triangular ABC se sumerge en agua con su piano verti¬ 
cal. El lado AB, de longitud 4 pies, esta 6 pies por debajo de la su- 
perficie del agua, mientras que el vertice C esta 2 pies debajo 
de la superficie. Determine la fuerza ejercida por el agua sobre un 
lado de la placa. 

16. Una placa rectangular vertical se sumerge en un fluido, con su lado 
superior paralelo a la superficie del fluido. Muestre que la fuerza 
ejercida por el fluido en un lado de la placa es igual al valor pro- 
medio de la presion arriba y abajo de la placa multiplicada por el 
area de esta. 

17. El centro de presion en un lado de una region plana sumergida en 
un fluido se define como el punto en donde la fuerza total ejerci¬ 
da por el fluido puede aplicarse sin cambiar el momenta total res- 
pecto de cualquier eje del piano. Determine la profundidad del 
centro de presion (a) en un rectangulo vertical de altura h y ancho 
b, si su borde superior esta en la superficie del fluido; (b) en un 
triangulo vertical de altura h y base b, si el vertice opuesto a b tiene 
a pies y la base b esta (a + h) pies por debajo de la superficie del 
fluido. 


CapituLo Proyectos de aplicacion tecnologica 

Modulo Mathematica/Maple 

Uso de sumas de Riemann para estimar areas, volumenes y longitudes de curvas 

Visualice y aproxime areas y volumenes en las Partes I y II: Volumenes de revolution; y Parte III: Longitudes de curvas. 

Modulo Mathematica/Maple 

Modelado de la cuerda para salto bungee 

Recopile datos (o utilice datos previamente recopilados) para construir y afinar un modelo para la fuerza ejercida por la cuerda utilizada en saltos 
bungee. Utilice el teorema de trabajo-energla para calcular la distancia que cae cierta persona que salta con una cuerda de bungee de longitud dada. 




































Capitulo 


Funciones 

TRASCENDENTES 



INTRODUCTION Las funciones pueden clasificarse en dos grandes grupos (vea la sec- 
cion 1.4). Las funciones polinomiales se denominan algebraicas, por ser funciones que se 
obtienen a partir de suma, multiplicacion, division o al tomar potencias o raices. Por su 
parte, las funciones no algebraicas se denominan trascendentes. Las funciones trigonome- 
tricas, exponenciales, logaritmicas e hiperbolicas, asi como sus inversas, son trascendentes. 

Las funciones transcendentes suelen utilizarse en muchas aplicaciones, por ejemplo, en 
la determinacion del crecimiento de poblaciones, el calculo de vibraciones y ondas, la 
eficiencia de algoritmos de computadora y la estabilidad de estructuras de ingenieria. En 
este capitulo abordaremos varias funciones trascendentes importantes e investigaremos 
sus propiedades, sus graficas y sus derivadas e integrales. 


Funciones inversas y sus derivadas 


La funcion que invierte, o deshace, el efecto de una funcion f se denomina inversa de f. 
Muchas funciones comunes, aunque no todas, van aparejadas con su inversa. Es comun 
que aparezcan funciones inversas importantes en las formulas para antiderivadas y en las 
soluciones de ecuaciones diferenciales. Como veremos en la section 7.3. las funciones in¬ 
versas tambien desempenan un papel central en la definicion y en las propiedades de las 
funciones logaritmica y exponential. 

Funciones inyectivas 

Una funcion es una regia que asigna un valor, dentro de su rango, a cada uno de los puntos 
de su dominio. Algunas funciones asignan el mismo valor del rango a mas de un elemen- 
to del dominio. La funcion/(x) = x 2 asigna el mismo valor, 1, a los numeros -1 y +1; tanto 
el seno de tt/3 como el de 2ir/3 tienen el valor V3/2 . Otras funciones asumen solo una 
vez cada valor en su rango. La raiz cuadrada y el cubo de numeros diferentes son siempre 
diferentes. Una funcion que tiene valores distintos en elementos distintos de su dominio 
se denomina inyectiva (o funcion uno a uno). Estas funciones toman exactamente una vez 
cada valor de su rango. 


DEFINICION Funcion inyectiva (o uno a uno) 

Una funcion/(x) es inyectiva en el dominio D si/(x,) A /(x 2 ), siempre que X| A x 2 
en D. 
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EJEMPLO 1 Dominio de funciones inyectivas 

(a) fix) = Vx es inyectiva en cualquier dominio de numeros no negativos, porque 
Vxi ^ Vx 2 cuando x\ ^ x 2 . 

(b) g(x) = sen x no es inyectiva en el intervalo [0, it], porque sen ( 77 / 6 ) = sen (5it/6) . 
Sin embargo, la funcion seno es inyectiva en [0, 7t/2] , ya que el seno es una funcion 
estrictamente creciente en [0, 7t/2] . 

La grafica de una funcion inyectiva y = /(x) puede intersecar una recta horizontal da- 
da a lo mas una vez. Si la cruza mas de una vez, toma el mismo valor de y en mas de una 
ocasion y, por lo tanto, no es inyectiva (figura 7.1). 


Prueba de la recta horizontal para funciones inyectivas 

Una funcion y =/(x) es inyectiva si y solo si su grafica interseca cada recta hori¬ 
zontal cuando mucho una vez. 



Inyectiva: la grafica corta cada recta 
horizontal a lo mas en un punto. 



No es inyectiva: la grafica corta mas de una 
vez a una o mas rectas horizontales. 


FIGURA 7,1 Por medio de la prueba de la recta 
horizontal, vemos que y = x 3 y y = Vx son in¬ 
yectivas en sus dominios (- 00 , 00 ) y [0, 00 ), pero 
V = x 2 y y = sen x no son inyectivas en sus domi¬ 
nios (- 00 , 00 ). 


Funciones inversas 

Como cada valor (salida) de una funcion uno a uno proviene de una y solo una entrada, el 
efecto de la funcion puede ser invertido, enviando la salida de regreso a la entrada de la 
que vino bajo la funcion. 
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DEFINICION i i,ncion inversa 

Suponga que /es una funcion inyectiva en un dominio D con rango R. La fun- 
cion inversa / _1 se define como 

f~\a) = b si f(b ) = a. 

El dominio de / 1 es R y su rango es D. 


Los dominios y rangos de/y / 1 estan intercambiados. El simbolo / 1 para la inversa 
de/se lee “inversa de/”. El 1” de / _1 wo es un exponente: / _ 1 (x) no significa l//(x). 

Si aplicamos/para enviar un dato x al resultado/(x) y enseguida aplicamos / _1 a/(x), 
obtenemos nuevamente x, justo donde iniciamos. De manera analoga, si tomamos algun 
numero y en el rango de/ le aplicamos f~ l y luego aplicamos/al valor resultante /~'(y), 
obtenemos una vez mas el valor y con el que iniciamos. Componer una funcion y su inver¬ 
sa anula cualquier trabajo. 

(/ 1 0 /)(x) = x, para toda x en el dominio de/ 

(/ 0 f ) = P ara today en el dominio de / _1 (o rango de /) 

Solo las funciones inyectivas pueden tener una inversa. La razon es que si f{x\) = y y 
/(x 2 ) = y P a ra dos datos distintos x\ y x 2 , no existe forma de asignar un valor a / -1 (y) que 
satisfaga al mismo tiempo / _ 1 (/(x 0 ) = xi y / _ 1 (/(x 2 )) = x 2 . 

Una funcion que es creciente en un intervalo (aquella que satisface /(x 2 ) > /(xj) 
cuando x 2 > xi) es inyectiva y tiene una inversa. Las funciones decrecientes tambien tie- 
nen una inversa (ejercicio 39). Las funciones que tienen derivada positiva en toda x son 
crecientes (vea el corolario 3 del Teorema del Valor Medio, en la seccion 4.2) y, por lo 
tanto, tienen inversa. De manera similar, las funciones con derivada negativa en toda x son 
decrecientes y tienen inversa. Algunas funciones que no son crecientes ni decrecientes 
pueden ser, no obstante, inyectivas y tener una inversa, como la funcion sec -1 x de la sec¬ 
cion 7.7. 

Determination de la funcion inversa 

Las graficas de una funcion y su inversa estan estrechamente relacionadas. Para conocer el 
valor de una funcion (por ejemplo, de y) a partir de su grafica, iniciamos con un punto x 
en el eje x, vamos verticalmente a la grafica y luego nos movemos horizontalmente hacia 
el eje y. La funcion inversa puede conocerse a partir de la grafica con solo revertir este 
proceso: iniciamos con un punto y en el eje y, vamos horizontalmente a la grafica y luego 
nos movemos de forma vertical al eje x para leer el valor de x = /~’(y) (figura 7.2). 

Queremos graficar / -1 , de modo que su dominio este en el eje x, como se hace co- 
munmente en el caso de las funciones, en lugar de tenerlos en el eje y. Para realizar esto, 
intercambiamos los ejes x y y reflejando con respecto de la recta de 45° y = x. Despues 
de esta reflexion tenemos una nueva grafica que representa a / 1 . El valor de / /r) puede 
obtenerse ahora de la manera usual a partir de la grafica, iniciando con un punto x en el 
eje x, avanzando hacia la grafica en sentido vertical y luego moviendonos de forma hori¬ 
zontal hacia el eje y para obtener el valor de / '(x). La figura 7.2 indica la relacion entre 
las graficas de/y / _1 . Las graficas se intercambian por medio de la reflexion con respec¬ 
to a la recta y = x. 
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y y 




(a) Para determinar el valor de/en x, iniciamos (b) La grafica de/ya es la grafica de/ -1 , pero 

en x, subimos hacia la curva y luego hacia al eje y. con x y y intercambiados. Para determinar x 

dada y, iniciamos en y y vamos hacia la curva, 

para luego bajar al eje x. El dominio de/ -1 

es el rango de/. El rango de/ -1 es el dominio de/. 


x y 



(c) Para dibujar la grafica de/ -1 de la 
manera usual, reflejamos el sistema con 
respecto de la recta y = x. 


(d) Despues intercambiamos las letras x y y. 
Ahora tenemos la grafica de/ -1 en la forma 
usual, como una funcion de x. 


FIGURA 7.2 Determinacion de la grafica de y = / ! (x) a partir de la grafica de y = f(x ). 


El proceso de pasar de/a/ 1 puede resumirse en dos pasos. 

1. Despejarx en la ecuaciony =/(x). Esto proporciona una formula x = / '(v/endon- 
de x se expresa como una funcion de y. 

2. Intercambiar x y v para obtener una formula y = f ] (x)^ en donde / 1 se expresa en 
el formato convencional, con x como la variable independiente y y como la variable 
dependiente. 

EJEMPLO 2 Determinacion de una funcion inversa 

Determinar la inversa de y = j x + 1, expresada como funcion de x. 

Solucion 

1. Despeje x en terminos dey: y = ^x + 1 

2y = x + 2 
x = 2y — 2. 
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y y = 2x -2 



FIGURA 7.3 A1 graficar juntas 
f(x) = (l/2)x + 1 y f l (x) = 2x — 2 se 
demuestra la simetria de las graficas con 
respecto de la recta y = x. Las pendientes 
son reclprocas una de la otra (ejemplo 2). 


2. Intercambie x y y\ y = 2x — 2. 

La inversa de la funcion /(x) = (l/2)x + 1 es la funcion / _1 (x) = 2x — 2. Para compro- 
barlo, hay que revisar si las dos funciones compuestas producen la funcion identidad: 

f~\f(x)) = 2^x +l^-2=x + 2- 2= x 

/(/ _1 (x)) = ^ (2x — 2)+l=x — 1 + 1= x. 

Vea la figura 7.3. 

EJEMPLO 3 Determinacion de una funcion inversa 

Determinar la inversa de la funcion y = x 2 , x & 0, expresada corno una funcion de x. 
Solucion Primero despejamos x en terminos de y: 

y = * 2 

Vy = V? = | x | = x x| i 


y 



FIGURA 7.4 Las funciones y = Vx y 
y = x 2 , x > 0, son inversas una de la otra 
(ejemplo 3). 


Luego intercambiamos x y y, para obtener 

y = Vx. 

La inversa de la funcion y = x 2 , x > 0, es la funcion y = Vx (figura 7.4). 

Observe que, a diferencia de la funcion restringida y = x 2 , x > 0, la funcion no res- 
tringida y = x 2 no es inyectiva y, por lo tanto, no tiene inversa. 

Derivadas de inversas de funciones diferenciables 

Si calculamos las derivadas de /(x) = (l/2)x + 1, y su inversa, / '(x) = 2x — 2 de 
acuerdo con el ejemplo 2, vemos que 

5A*) " s (i* + ') ” 2 

if-'M-ii 2 ,- 2 )- 2 . 



FIGURA 7.5 Las pendientes de rectas no 
verticales, reflejadas con respecto de la 11- 
nea y = x, son reclprocas una de la otra. 


Las derivadas son reclprocas mutuamente. La grafica de/es la recta v = (l/2)x + 1, y la 
grafica de / _1 es la recta y = 2x - 2 (figura 7.3). Sus pendientes son reciprocas una de 
la otra. 

Este no es un caso especial. Siempre que cualquier recta no horizontal o no vertical se 
refleja con respecto de la recta y = x, su pendiente se invierte. Si la recta original tiene pen- 
diente m 0 (figura 7.5), la recta reflejada tendra pendiente 1/m (ejercicio 36). 

La relacion reciproca entre las pendientes de/y / 1 tambien es valida en el caso de 
otras funciones, pero debemos tener cuidado de comparar pendientes en puntos correspon- 
dientes. Si la pendiente de y = /(x) en el punto ( a,f(a )) es f(a) y f(a) ^ 0, la pendiente 
de y = /~’(x) en el punto correspondiente if (a), a) es el reciproco l//'(a) (figura 7.6). 
Entonces, si hacemos b = f(a). 


(/-')'(*) 


1 

f(a) 


1 

nr\b)Y 


Si y =/(x) tiene una recta tangente horizontal en (a,/(a)), la funcion inversa / 1 tiene una 
recta tangente vertical en (/(a), a), y esta pendiente infinita implica que no es diferen- 
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y y 



y=f(x)b 


b = f{a) 

-Via, b) 



/ 

(b,a) 


/' 

a =f~\b) 

1 

1 

/ 

v • 

0 

a 0 

b 


Las pendientes son reci'procas: (f 1 ) (b) = -4— off *)(&)= ,——- 

/(«) /(/-*(«) 


FIGURA 7.6 Las graficas de funciones inversas tienen pen¬ 
dientes reciprocas en los puntos correspondientes. 


ciable en /(a). El teorema 1 proporciona las condiciones en las que / 1 es diferenciable en 
su dominio, que es el mismo que el rango de/ 


TEOREMA 1 Regia de la derivada para inversas 

Si/tiene un intervalo / como dominio y /' (x) existe y nunca es cero en I, enton- 
ces / 1 es derivable en cada punto de su dominio. El valor de if 1 )' en un punto 
b del dominio de / 1 es el reciproco del valor de /' en el punto a = j '(b ): 


o 




1 

nr\b)) 


df^ 


df 


dx 


*=/ ‘(*) 


( 1 ) 


No hemos incluido la demostracion del teorema, pero a continuacion se presenta otra 
forma de verlo. Cuando y=f(x) es diferenciable en x = a y modificamos x en una pequena 
cantidad dx, el cambio correspondiente en y es aproximadamente 

dy = f (a) dx. 

Esto significa que y cambia mas o menos /'(«) veces tan rapido como x cuando x = a, y 
que x cambia alrededor de 1 //'(a) veces tan rapido como y cuando y = b. Como vemos, es 
razonable que la derivada de / 1 en b sea el reciproco de la derivada de / en a. 

EJEMPLO 4 Aplicacion del teorema 1 

La funcion /(x) = x 2 ,x > 0 y su inversa f~ l {x) = Vx tienen derivadas /'(x) = 2x y 
(r‘)'(x) = 1/(2 Vx). 
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FIGURA 7.7 La derivada de 
f~ l ix) = Vx en el punto (4, 2) es el 
redproco de la derivada fix) = x 2 en (2, 4) 
(ejemplo 4). 


El teorema 1 predice que la derivada de / '(x) es 


(r ' ) ' w ' JvkX) 

1 

2(/~ 1 (x)) 
= 1 
2(Vx) 


El teorema 1 proporciona una derivada que concuerda con los resultados que se obtienen 
al utilizar la regia para la derivada de una potencia aplicada a la funcion raiz cuadrada. 

Examinemos el teorema 1 en un punto especifico. Tomamos x = 2 (el numero a) y 
/(2) = 4 (el valor b). El teorema 1 dice que la derivada de/en 2, /'(2) = 4, y la derivada 
de / _1 en /(2), (/ _1 )'(4), son reciprocos. Esto establece que 


(/ _1 )'(4) 


1 

/'(/■*( 4)) 


1 

/'( 2 ) 


1 


2x 


x=2 


I 
4 ' 


Vea la figura 7.7. 


En ocasiones, la ecuacion (1) nos permite determinar valores especificos de df ' /dx sin 
conocer la formula para / 1 . 



FIGURA 7.8 La derivada de 

f(x) = x 3 — 2 en x = 2 , nos da la derivada 

de enx= 6 (ejemplo 5). 


EJEMPLO 5 Determinacion de un valor para La derivada de la funcion inversa 

Sea /(x) = x 3 — 2. Elallar el valor de df^/dx en x = 6 = /(2) sin determinar la formula 
de r l (x). 


Solucion 



df ' 1 

dx 


*=/( 2) 


3x 2 

x=2 

1 

df 


dx 

x=2 


12 

X 

12 


Ecuacion (1) 


Vea la figura 7.8. 

Parametrizacion de fundones inversas 

Podemos graficar o representar cualquier funcion y = /(x) de forma parametrica como 


* = t y y = f{t). 


Intercambiando t y/(f) se obtienen las ecuaciones parametricas para la inversa: 


x = fit) y y = t 

(vea la seccion 3.5). 

Por ejemplo, para graficar la funcion inyectiva fix) = x 2 , x & 0, junto con su inversa 
y la recta y = x, x s 0, en una calculadora graficadora, utilice la opcion de graficacion 
parametrica con 

Grafica de / : x\ = t, y\ = f 2 , t > 0 

Grafica de / _1 : X 2 = i 2 , yi = t 

Grafica de y = x : X 3 = t, yi = t 
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EJERCICIOS 7.1 


Identificacion grafica de funciones inyectivas 

^Cuales de las funciones cuyas graficas se muestran en los ejercicios 
1 a 6 son inyectivas? 



Graficacion de funciones inversas 

En cada uno de los ejercicios 7 a 10 se presenta la grafica de una fun- 
cion y =/(x). Copie la grafica y trace la recta y = x. Luego, utilice la 
simetria respecto de la recta y = x para agregar la grafica de / (No 
es necesario determinar la formula de / ’). Identifique el dominio y el 
rango de f~ l . 


9. 


10 . 


y 


y =/(x) = sen x. 


1 


2 2 


[ 

X , - 

2 

0 ^ 

2 





11 . a. Grafique la funcion /(x) = V 1 — x 2 , 0 £ x £ 1 . iQue si¬ 

metria tiene la grafica? 

b. Demuestre que/es su propia inversa. (Recuerde que Vx 2 = x 
si x > 0). 

12. a. Grafique la funcion /(x) = 1/x. ^Que simetria tiene la gra¬ 

fica? 

b. Demuestre que/es su propia inversa. 


Formulas de funciones inversas 

En cada uno de los ejercicios 13 a 18 se da una formula de una fun¬ 
cion y =/(x) y se muestran las graficas de/y / _1 . En cada caso, deter¬ 
mine una formula para f ~ l . 


13. /(x) = x 2 + 1, x s 0 


y 



15. f{x) = x 3 — 1 


14. f(x) = x 2 , x £ 0 


y 



16. f(x) = x 2 — 2x + 1, x a 1 
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17. fix ) = (x + l) 2 , x > — 1 18. /(x) = x 2 / 3 , x > 0 


y y 



En cada uno de los ejercicios 19 a 24 se presenta una formula de una 
funcion y =/(x). En cada caso, determine / _1 (x) e identifique el do- 
minio y el rango de f~ l . Para comprobar su resultado, muestre que 
f{f-\x)) = x. 

19. /(x) = x 5 20. /(x) = x 4 , x > 0 

21. /(x) = x 3 + 1 22. f{x) = (l/2)x - 7/2 

23. /(x) = 1/x 2 , x > 0 24. f{x) = 1/x 3 , x ^ 0 

Derivadas de fundones inversas 

En los ejercicios 25 a 28: 25-28: 

a. Determine / 3 (x). 

b. Trace juntas las graficas de/y f~ l . 

c. Evalue df/dx en x = a y df~ x /dx en x =/(«), para demostrar que 
en esos puntos df~ l /dx = 1 /idf/dx). 

25. /(x) = 2x + 3, a=-l 26. /(x) = (l/5)x + 7, a = -1 

27. /(x) = 5 — 4x, a = 1/2 28. fix) = 2x 2 , x & 0, a = 5 

29. a. Demuestre que fix) = x 3 y g(x) = a/x son inversas una de 

la otra. 

b. Grafique/y g sobre un intervalo x lo suficientemente grande 
para demostrar que se intersecan en (1, 1) y (—1, —1). Asegu- 
rese de que el dibujo muestre la simetria requerida respecto 
de la recta y = x. 

c. Determine las pendientes de las tangentes a las graficas de 
fy g en (1, 1) y (-1, -1) (cuatro tangentes en total). 

d. iQue rectas son tangentes a las curvas en el origen? 

30. a. Demuestre que 7z(x) = x 3 /4y A'(x) = (4x)*/ 3 son inversas una 

de la otra. 

b. Grafique h y k sobre un intervalo x lo suficientemente grande 
para mostrar que se intersecan en (2, 2) y (-2, -2). El dibujo 
debe mostrar la simetria requerida respecto de la recta y = x. 

c. Determine las pendientes de las tangentes a las graficas de h 
y k en (2, 2) y (-2, -2). 

d. iQue rectas son tangentes a las curvas en el origen? 

31. Sea/(x) = x 3 — 3x~ — l,x £ 2. Determine el valor de df^/dx 
en el punto x = -1 =/(3). 

32. Sea fix) = x 2 — 4x — 5, x > 2. Determine el valor de df^/dx 
en el punto x = 0 = /(5). 


33. Suponga que la funcion diferenciable y =/(x) tiene inversa y que 
la grafica de /pasa por el punto (2, 4), en donde tiene pendiente 
igual 1/3. Determine el valor de df~ l /dx en x = 4. 

34. Suponga que la funcion diferenciable y — gix) tiene inversa, y que 
la grafica de g pasa por el origen con pendiente 2. Determine la 
pendiente de la grafica de g~ l en el origen. 

Inversas de rectas 

35. a. Determine la inversa de la funcion/(x) = mx, donde m es una 

constante diferente de cero. 

b. ^Que puede concluir respecto de la inversa de y —fix) cuya 
grafica es una recta que cruza el origen con pendiente m dife¬ 
rente de cero? 

36. Demuestre que la grafica de la inversa de/(x) = mx + b, con my b 
constantes y m A 0, es una recta con pendiente 1/my ordenada 
al origen —b/m. 

37. a. Determine la inversa de/(x) = x + 1. Trace juntas las graficas 

de/y su inversa. Agregue la recta y = x; tracela con guiones o 
puntos para que contraste. 

b. Determine la inversa de/(x) = x + b (b constante). ^Como es 
la grafica de f~ l en relacion con la de /? 

c. iQue conclusion saca respecto de las inversas de fundones 
cuyas graficas son rectas paralelas a la recta y = x? 

38. a. Determine la inversa de fix) = -x + 1. Trace juntas las grafi¬ 

cas de las rectas y = -x + 1 y y = x. ^En que angulo se inter¬ 
secan? 

b. Determine la inversa de/(x) = -x + b ( b constante). ^Que an¬ 
gulo forman las rectas y = -x + b y y = x? 

c. iQue conclusion saca respecto de las inversas de fundones 
cuyas graficas son rectas perpendiculares a la recta y = x? 

Fundones credentes y fundones decredentes 

39. Como se vio en la seccion 4.3, una funcion/(x) crece en un inter¬ 
valo /, si para dos puntos cualesquiera X[ y x 2 de I, 

x 2 > xi => fix 2 ) > fix l). 

De manera similar, una funcion decrece en I si para cualesquiera 
dos puntos X! y x 2 de /, 

x 2 > xi => /(x 2 ) C/fa). 

Muestre que tanto las fundones crecientes como las decrecientes 
son inyectivas. Es decir, para cualesquiera Xj y x 2 de /, x 2 A x\ 
implica que /(x 2 ) A fix i). 

Utilice los resultados del ejercicio 39 para demostrar que las funcio- 
nes de los ejercicios 40 a 44 tienen inversas en sus dominios. Determi¬ 
ne una formula para df~ l /dx usando el teorema 1. 

40. fix) = (l/3)x + (5/6) 41. fix) = 27x 3 

42. fix) = 1 - 8x 3 43. fix) = (1 - x) 3 

44. fix) = x 5/3 
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Teoria y aplicaciones 

45. Si /(x) es inyectiva, ^que puede decir acerca de g(x ) = -f(x)l Jus- 
tifique su respuesta. 

46. Si fix) es inyectiva y f(x) nunca es 0, ^que puede decir acerca de 
h(x) = l//(x) ? ,<,Es tambien inyectiva? Justifique su respuesta. 

47. Suponga que el rango de g esta en el dominio de f por lo cual la 
composicion f ° g esta definida. Si f y g son inyectivas, <^que 
puede decir respecto de / ° g? Justifique su respuesta. 

48. Si una composicion / ° g es inyectiva, ^tambien g debe serlo? 
Justifique su respuesta. 

49. Suponga que f(x) es positiva, continua y creciente en el intervalo 
[a, b], Con base en la interpretacion de la grafica d ef demuestre 
que 


fb rf(b) 

/ fix) clx + I f l (y) dy = bf(b) ~ af{a). 
Ja Jf(a) 


50. Determine condiciones sobre las constantes a, b, c y d para que la 
funcion racional 


fix) = 


ax + b 
cx + d 


tenga inversa. 

51. Si escribimos g(x) en lugar de / _1 (x), la ecuacion (1) puede ex- 
presarse como 


g'if(a)) = o g’ (f (a)) ■/' (a) = 1. 

Si ahora sustituimos a por x, obtenemos 
g'ifix))-fix) = 1. 

Tal vez esta ultima ecuacion le recuerde la regia de la cadena, ya 
que en realidad hay una relacion. 

Suponga que / y g son funciones diferenciables e inversas 
entre si, de manera que (g ° /)(x) = x. Derive ambos lados de la 
ecuacion respecto de x, usando la regia de la cadena para expresar 
ig ° f)'i x ) como un producto de derivadas de gyf iQue encon- 
tro? (Esta no es una demostracion del teorema 1, porque hemos 
dado por sentada la conclusion del teorema, es decir que g = / _1 
es diferenciable). 

52. Equivalencia de los metodos de las arandelas y los casquillos 
para calcular volumenes Sea / diferenciable y creciente en el 
intervalo a £ x £ b, con a > 0, y suponga que / tiene inversa 
diferenciable, / _1 . Genere un solido haciendo girar alrededor 
del eje y la region acotada por la grafica d ef y las rectas x = a y 
y —fib). Los valores de las integrales obtenidas por los metodos 
de las arandelas y los casquillos para calcular el volumen son 
identicos: 



ar\y)f 


a 2 ) dy 



2t rx(f(b) 


fix)) dx. 


Para demostrar esta igualdad, defina 


W(t) = 
5(f) = 


rf (0 


JM 

ft 


Triif ‘(v)) 2 - a 2 ) dy 


2irxifit) — fix))dx. 


Ahora demuestre que las funciones W y S coinciden en un punto 
de [ a , b] y tienen derivadas identicas en [a, b], Como vio en el 
ejercicio 102 de la seccion 4.8, esto garantiza que Wit) = 5(f) para 
toda f en [ a , b], En particular, W)b) — Sib). iFuente : “Disks and 
Shells Revisited”, Walter Carlip, American Mathematical 
Monthly, vol. 98, num. 2, febrero de 1991, pp. 154-156). 


EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 

En los ejercicios 53 a 60 explorara algunas funciones y sus inversas 
junto con sus derivadas y funciones lineales de aproximacion en pun- 
tos especificos. Realice los pasos siguientes utilizando su software 
matematico: 

a. Trace la funcion y =/(x) junto con su derivada en el intervalo 
dado. Explique como sabe que/es una funcion inyectiva en el 
intervalo. 

b. Despeje x de la ecuacion y =/(x) como una funcion de y y llame 
g a la funcion inversa obtenida. 

c. Determine la ecuacion para la recta tangente a/en el punto 
(xo, fix o)) dado. 

d. Determine la ecuacion para la recta tangente a g en el punto 
(/(x 0 ), x 0 ), que esta ubicado simetricamente respecto de la recta 
de 45° y = x (la grafica de la funcion identidad). Utilice el teore¬ 
ma 1 para hallar la pendiente de esta recta tangente. 

e. Trace las funciones fy g, la identidad, las dos rectas tangentes y 
el segmento de recta que une los puntos (x 0 , /(x 0 )) y (/(x 0 ), x 0 ). 
Analice las simetrias que encuentre respecto de la diagonal prin¬ 
cipal. 

53. y = \/3x — 2, ^ < j < 4, Xo = 3 

54. y = l* -2 < x < 2, x 0 = 1/2 

4y 

55. v = , , -1 < x < 1, x 0 = 1/2 

x + 1 

X 3 

56. y = —r-, — 1 <xS 1, xo = 1/2 

x + 1 

57. y = x 3 — 3x 2 — 1, 2 < x £ 5, xo = 

i 3 

58. v = 2 — x — x 3 , —2 £ x £ 2, xo = ^ 

59. y = e x , — 3 £ x £ 5, xo = 1 

60. y = senx, — 2T < x < y, x 0 =l 

En los ejercicios 61 y 62, repita los pasos anteriores para las funciones 
y =/(x) y x = f~ l (y) definidas de manera implicita por medio de las 
ecuaciones dadas en el intervalo. 

61. y 1/3 - 1 = (x + 2) 3 , -5 < x < 5, x 0 = -3/2 

62. cosy = x 1 / 5 , O^xS 1, xq = 1/2 
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Logaritmos naturales 


Para cualquier numero positivo a, el valor de la funcion/(x) = a x es facil de definir cuando 
x es un numero entero o racional. Cuando x es irracional, el significado de a x no es tan cla- 
ro. De manera similar, la definicion de log fl x, la funcion inversa de /(x) = a x , no resulta 
completamente obvia. En esta seccion utilizaremos el calculo integral para definir la 
funcion logaritmo natural, para la que el numero a es un valor muy importante. Esta fun¬ 
cion nos permitira definir y analizar funciones logaritmicas y exponenciales generales, 
y = a x yy = log a x. 

Originalmente, los logaritmos desempenaban un papel importante en los calculos arit- 
meticos. A lo largo de la historia se trabajo mucho en la creation de largas tablas de loga¬ 
ritmos, con valores con una precision de cinco, ocho y aun mas lugares decimales. Antes 
del surgimiento de las calculadoras electronicas y las computadoras en la era moderna, 
todo ingeniero contaba con una regia de calculo marcada con escala logaritmica. Los 
calculos con logaritmos permitieron grandes avances en areas como la navegacion y la 
mecanica celeste en el siglo xvn. Como sabemos, en la actualidad tales calculos se reali- 
zan con la ayuda de calculadoras o computadoras, pero las propiedades y las numerosas 
aplicaciones de los logaritmos siguen siendo tan importantes como antes. 

Definicion de la funcion logaritmo natural 

El primer paso de un metodo solido para definir y entender los logaritmos, es el analisis de 
la funcion logaritmo natural, definida como una integral, por medio del Teorema Funda¬ 
mental del Calculo. Aunque este enfoque podria parecer indirecto, nos permitira deducir 
rapidamente las conocidas propiedades de las funciones logaritmica y exponencial. El 
analisis de funciones que hemos realizado hasta el momento ha sido mediante tecnicas de 
calculo, pero aqul haremos algo mas fundamental: usaremos el calculo para la definicion 
de las funciones logaritmica y exponencial. 

El logaritmo natural de un numero positivo x, denotado por In x, es el valor de una in¬ 
tegral. 


DEFINICION La funcion logaritmo natural 



Si x > 1, In x es el area que esta debajo de la curva y = l/tdet=\at = x (figu¬ 
re 7.9). Para 0 < x < 1, In x proporciona el negativo del area bajo la curva, desde x hasta 
1. La funcion no esta definida para x s 0. Con base en la Regia del Intervalo de Ancho 
Cero para integrales definidas, tambien tenemos 
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TABLA 7.1 

Valores comunes de 

In x, con dos decimates 

X 

In x 

0 

no definido 

0.05 

-3.00 

0.5 

-0.69 

1 

0 

2 

0.69 

3 

1.10 

4 

1.39 

10 

2.30 


FIGURA 7.9 La grafica de y = In x y su relation 
con la funcion y = 1/x, x > 0. La grafica del 
logaritmo se eleva por arriba del eje x cuando x se 
mueve de 1 hacia la derecha y desciende por 
debajo del eje x cuando x se mueve de 1 hacia la 
izquierda. 


En la figura 7.9 se muestra la grafica de y = 1/x; observe, sin embargo, que utiliza- 
mos y = I jt en la integral. De haber empleado x en todas las variables, habriamos escrito 



donde x tendria dos significados diferentes. Por eso usamos a t como variable de inte¬ 
gration. 

A1 utilizar rectangulos para obtener aproximaciones finitas del area que esta debajo 
de la grafica de y = \/ty sobre el intervalo entre t = 1 y t = x, como en la section 5.1, 
podemos aproximar los valores de la funcion In x. En la tabla 7.1 se dan varios valores es- 
peciales. Existe un numero importante cuyo logaritmo natural es igual a 1. 


DEFINICION El numero e 

El numero e es aquel que esta en el dominio del logaritmo natural y que satisface 

ln(e) = 1 


De manera geometrica, el numero e corresponde al punto del eje x para el que el area 
debajo de la grafica de y = 1 /t y sobre el intervalo [1, e] tiene el area exacta de una 
unidad cuadrada. En la figura 7.9, el area de la region sombreada en azul es una unidad 
cuadrada cuando x = e. 
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La derivada de y = In x 

Por la primera parte del Teorema Fundamental del Calculo (seccion 5.4), 


cl 

dx 


lnx 



1 

X' 


Asi, para todos los valores positivos de x, tenemos 



Por lo tanto, la funcion y = In x es una solucion para el problema de valor inicial 
dy/dx = 1/x, x > 0, con v(1) = 0. Observe que la derivada siempre es positiva, de modo 
que la funcion logaritmo natural es una funcion creciente, de aqui que sea inyectiva e in¬ 
vertible. Su inversa se estudia en la seccion 7.3. 

Si u es una funcion diferenciable de x con valores positivos, de manera que In u esta 
definida, al aplicar la regia de la cadena 

<fy = dydu 

dx da dx 


a la funcion y = In u, obtenemos 


d , d , du 

-r- In U = ~r~ In U • —T~ 
dx du dx 


1 du 
u dx 


d_ 

dx 


In u 


1 du 
u dx ’ 


u > 0 


(1) 


EJEMPIO 1 Derivadas de logaritmos naturales 

(b) Con u =x 2 + 3, la ecuacion (1) da 


777 In (x 2 + 3) 


1 


r 2 + 3 dx 


l (- 2 + 3 ) 


1 

x 2 + 3 


• 2x = 


2 x 

x 2 + 3 
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Observe el interesante hallazgo que nos ofrece el ejemplo la. La funcion v = In 2x 
tiene la misma derivada que y = In x. Esto es valido para y= In ax, siendo a cualquier nu- 
mero positivo: 

■ 4 - In ax = — • {ax) = 777 (a) = 4 . ( 2 ) 

ax ax dx ax x 

Ya que tenemos la misma derivada, las funciones y = In ax y y = In x difieren por una 
constante. 


Biografia historica 

John Napier 
(1550-1617) 


Propiedades de los logaritmos 

Los logaritmos fueron inventados por John Napier y constituyeron el avance individual 
mas importante del calculo aritmetico hasta antes de la aparicion de las modernas compu- 
tadoras electronicas. Su utilidad radica en que, gracias a sus propiedades, es posible multi- 
plicar numeros positivos por medio de la suma de sus logaritmos, dividir numeros positivos 
mediante la resta de sus logaritmos, y elevar un numero a un exponente multiplicando su 
logaritmo por el exponente. En el teorema 2 se resumen estas propiedades como una serie 
de reglas. Por el momenta, la unica restriccion se da en la regia 4, segun la cual el expo¬ 
nente r debe ser un numero racional; cuando demostremos la regia veremos por que. 


TEOREMA 2 Propiedades de los logaritmos 

Para cualquier numero a > 0 y x > 0, el logaritmo natural satisface las reglas si- 
guientes: 

1. Regia del producto: 

In ax = In a + lnx 


2. Regia del cociente: 

In ^ = In a — lnx 


3. Regia del reciproco: 

ET 

*1 — 

II 

5* 

* 

Regia 2 con a = 1 

4. Regia de la potencia: 

lnx r = rlnx 

r racional 


A continuacion se ilustra como se aplican estas reglas. 

EJEMPLO 2 Interpretation de las propiedades de los logaritmos 

(a) In 6 = In (2 *3) = In 2 + In 3 

4 

(b) In 4 — In 5 = In -j = In 0.8 


(c) In ^ = —In 8 

= —In 2 3 = -3 In 2 


Reciproco 


Potencia 


EJEMPLO 3 Aplicacion de las propiedades a formulas de funciones 

(a) In 4 + In sen x = In (4 sen x) 

(b) In ^4. 3 = In (x + 1) — ln(2x — 3) 
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(c) In sec x = In cosx = —In cos x Reciproco 

(d) ln\Kx + 1 = ln(x + l) 1 / 3 = yln(x + 1) 

Ahora demostraremos el teorema 2. Los pasos de la demostracion son similares a los 
utilizados en la solucion de problemas que incluyen logaritmos. 

Demostracion de que In ax = In a + In x El argumento no es comun, pero si elegante. 
Inicia con la observacion de que In ax y In x tiene la misma derivada (ecuacion 2). En- 
tonces, de acuerdo con el corolario 2 del Teorema del Valor Medio, las funciones deben 
diferir por una constante, lo cual significa que 

In ax = lnx + C 

para alguna C. 

Como esta ultima ecuacion se cumple para todos los valores positivos de x, debe satis- 
facerse para x = 1. De aqui que, 

In (a • 1) = In 1 + C 
In a = 0 + C 
C = In a. 


A1 sustituir, concluimos que 


In ax = In a + lnx. 


Demostracion de que lnx f = r lnx (suponiendo que r es racional) Nuevamente uti- 
lizaremos el argumento de tener la misma derivada. Para todos los valores positivos de x, 



1 d 

x' dx 


(x r ) 


Ecuacion (1) con u = x 


,r- 1 


= ic irlnx) - 


Aqui es en donde necesitamos que r 
sea racional, al menos por ahora. 
Hemos demostrado la regia de la 
potencia solo para exponentes 
racionales. 


Como lnx r y r In x tienen la misma derivada, 

lnx' = rlnx + C 


para alguna constante C. Tomando x igual a 1, se deduce que C es cero, con lo que conclu- 
ye la demostracion. 

En el ejercicio 84 de esta seccion se le pide que demuestre la regia 2. La regia 3 es un 
caso especial de la regia 2, que se obtiene haciendo a = 1 y observando que In 1 = 0. Con 
esto hemos establecido todos los casos del teorema 2. ■ 


Aun no hemos demostrado la regia 4 para r irracional; en la seccion 7.3 volveremos a 
discutir este caso. Sin embargo, vale la pena senalar que la regia se cumple para toda r, sea 
racional o irracional. 


La grafica y el rango de In x 

La derivada d (In x)/dx = 1/x es positiva para x > 0; por lo tanto, In x es una funcion cre- 
ciente de x. La segunda derivada, — 1/x 2 , es negativa, asi que la grafica de In x es concava 
hacia abajo. 
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FIGURA 7.10 El rectangulo de altura 
y = 1/2 cabe exactamente debajo de la 
grafica de y = 1 /x para el intervalo 
1 < x < 2. 


Podemos estimar el valor de In 2 considerando el area que esta debajo de la grafica de 
1/x y sobre el intervalo [1, 2], En la figura 7.10, un rectangulo de altura 1/2 sobre el inter¬ 
valo [1, 2] cabe bajo la grafica. Por lo tanto el area bajo la grafica, que es In 2, es mayor 
que el area, 1 /2 , del rectangulo. Asi, In 2 > 1/2. Sabiendo esto, tenemos, 


y 


In2” = wln2 > n 



n 

2 


In2~" = -n ln2 < 



n 

2 ' 


De donde se sigue que 


lim In x = oo y lim In x = — oo. 

x—»oo >o + 


Definimos In x para x > 0, de modo que el dominio de In x es el conjunto de los niimeros 
reales positivos. El analisis anterior y el Teorema del Valor Intermedio demuestran que su 
rango es toda la recta real, con lo que se obtiene la grafica de y = In x, que se muestra en la 
figura 7.9. 


La integral /(1/m) c/m 

La ecuacion (1) nos lleva a la formula integral 



(3) 


cuando u es una funcion diferenciable positiva, pero, <,que pasa si u es negativa? Si u es 
negativa, —u es positiva y 


d(—u) La ecuacion (3) con u reemplazada por — u 

= In (— u) + C. (4) 

Podemos combinar las ecuaciones (3) y (4) en una sola formula, notando que en cada ca- 
so la expresion del lado derecho es In \ u\ + C. En la ecuacion (3), In m = In | m| ya que 
u > 0; en la ecuacion (4), In (— u) = In | u ya que u < 0. Si u es positiva o negativa, la in¬ 
tegral de (1 /u) du es In | h | + C. 



Si u es una funcion diferenciable que nunca es cero, 


Yidu = In | u\ + C. 


(5) 


La ecuacion (5) es valida en cualquier punto del dominio de 1/m, (los puntos en donde 
u A 0). 

Sabemos que 


m" du = 


n A — 1 y racional 
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La ecuacion (5) explica que hacer cuando n es igual a -1; esta ecuacion indica que las in¬ 
tegrates de cierta forma dan logaritmos por resultado. Si u = f(x), entonces du = f'{x) dx y 



De modo que la ecuacion (5) da 


fix) 

fix) 


dx. 


1 


fix) 

fix) 


dx 


In |/M| + C 


siempre que fix) sea una funcion diferenciable que mantiene un signo constante en su do- 
minio. 


EJEMPLO 4 Aplicacion de la ecuacion (5) 

(a) [ I*- g dx = [ d i< = ]n \ u \ 

Jo x 5 J —5 

= In | — 11 — In | —51 = In 1 — In 5 = —In 5 


u = x 2 — 5, du = 2 xdx, 
u(0) = -5, u( 2) = -1 


(b) 



4 cos 0 
3 + 2 sen 0 


d6 



2 In | u | 


u — 3 + 2 sen 6, du = 2 cos d dd, 
u(—ir/2) = 1, u(tt/ 2) = 5 


= 2 In 151 - 2 In 111 = 2 In 5 


Observe que u = 3+2 sen 6 siempre es positiva en [—ir/2, 7r/2], por lo que se puede apli- 
car la ecuacion (5). 


Las integrates de tan x y cot x 

La ecuacion (5) nos indica, finalmente, como integrar la funcion tangente y la funcion co- 
tangente. Para la funcion tangente, 

j tan xdx = [ |§§ dx = [ 

J J J da = —sen xdx 

= -J #= -ln|«| + C 

= —In | cos x | + C = In - ; -r + C 

| cos x | 

= In | sec x| + C. 


Para la cotangente, 

/ , / cos x dx 

cot x dx — J sen x 


du 

IT 


u = sen x, 
du = cos x dx 


In |w| + C = In |senx| + C = —In |cscx| + C. 
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EJEMPLO 5 


(‘ir/6 


r ‘Tr/'i 


tan 2x dx = 


du 1 

tan U ‘Y = 2 , 




tan u du 


1 

2 


In | sec u | 


77/3 

0 


^(ln 2 - In 1) 



Sustituya u = 2x, 
dx — du/ 2, 
u( 0) = 0, 
u ( tt / 6 ) = 77/3 


Diferenciacion logaritmica 

Las derivadas de funciones positivas cuyas formulas incluyen productos, cocientes y po- 
tencias, suelen obtenerse mas rapidamente calculando los logaritmos naturales de ambos 
lados antes de hacer la diferenciacion. Esto nos permite usar las leyes de los logaritmos 
para simplificar las ecuaciones antes de obtener sus derivadas; a este proceso se le deno- 
mina diferenciacion logaritmica y se ilustra en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 6 Aplicacion de la diferenciacion Logaritmica 
Determinar dy/dx si 

(x 2 + 1)(jc + 3) 1 / 2 

y =- x _ ,-, *>!• 

Solucion Aplicamos el logaritmo natural en ambos lados y simplificamos el resultado 
de acuerdo con las propiedades de los logaritmos: 

, (* 2 + DU + 3) 1 / 2 

ln ^ = ln —— 

= ln((x 2 + 1)U + 3) 1 / 2 ) — In (x — 1) Regia 2 

= In (x 2 + 1) + ln(x + 3) 1 / 2 — ln(x — 1) Regia 1 

= In (x 2 + 1) + y In (x + 3) — In (x — 1) • 

Luego derivamos ambos lados con respecto a x, utilizando la ecuacion (1) en el lado iz- 
quierdo: 


1 dy = 1 1 _J_1_ 

y dx x 2 + 1 ' Zx 2 ' x + 3 x-r 


2x 


+ 


1 


+ 1 2x + 6 



Ahora despejamos dy/dx: 

dv 

dx ^ 
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Por ultimo, sustituimos y: 

dy = (x 2 + l)(x + 3) 1/2 ( 2x __L_ l_\ 

dx x — 1 \x 2 +1 2x + 6 x — 1 J' 

Un calculo directo mediante las reglas del cociente y el producto para resolver el ejemplo 
6, seria bastante mas largo. 


EJERCICIOS 7.2 


Uso de las propiedades de los logaritmos 

1. Exprese los siguientes logaritmos en terminos de In 2 y In 3. 

a. In 0.75 b. In (4/9) c. In (1/2) 

d. ln'\J / 9 e. ln3\/2 f. lnVTl5 

2. Exprese los siguientes logaritmos en terminos de In 5 y In 7. 

a. In (1/125) b. In 9.8 c. \nlVl 

d. In 1225 e. In 0.056 

f. (In 35 + In (l/7))/(ln 25) 

Utilice las propiedades de los logaritmos para simplificar las expresio- 
nes en los ejercicios 3 y 4. 

3. a. In sen 8 — In ^ b. In (3X 2 — 9x) + In 
c. ^ In (4f 4 ) - In 2 

4. a. Insect + In cos 8 b. ln(8x + 4) — 2 In 2 
c. 3 In'//? 2 — 1 — ln(f + 1) 

Derivadas de logaritmos 

En los ejercicios 5 a 36, determine la derivada de y respecto de x, t o 8, 
segun corresponda. 


5. y = ln3x 
7. y = In (l 2 ) 

9. y = Inf 

11. y = ln(0 + 1) 
13. y = lnx 3 
15. y = ?(ln?) 2 

4 4 

, _ X . X 

17. y = -lnx-- 
In t 

19. y = — 


6. y = In kx, k constante 
8. y = In (l 3 / 2 ) 

10. y = In 

12. y = In (26 + 2) 

14. y = (lnx) 3 
16. y = A/ln? 

3 3 

to x l x 

18 ' y = T nx ~ ~9 

1 + In? 

20. y - - - t - 


21. y = 


lnx 


1 + lnx 
23. y = In (lnx) 


22. y = 


xlnx 


1 + lnx 
24. y = In (In (lnx)) 


25. y = 0(sen(ln0) + cos (In 8)) 

26. y = In (sec 8 + tand) 


27. y = In 


1 


:Vx + 1 


„„ 1 , 1 + x 

28 ‘ 2 ln I^ 

30. y = Vln V? 


™ 1 + Inf 

29 ‘ ^ - T^h/7 

31. y = In (sec (In 0)) 32. y = In ( ^ s ^ n ^ 

7^7 


/(x 2 + l) 5 
33. v = In , 

V Vl - x 

/■x 2 

35. y = 


= In ( — , ' 1} ) 34. y = In J — + - 

-x) V(x + 2)' 

In V? dt 


.20 


JP/2 


36. y = 


IVx 


In t dt 


Integracion 

Evalue las integrales en los ejercicios 37 a 54. 


37. 


' dx 


39. 


2 y dy 
y 2 - 25 

41. [\ SCT/ dt 
Jo 2 - cos t 

43. [ 2 ^dx 


38. 


40. 


r ° 3 dx 

_[ 3x 2 

r 8r dr 
4 r 2 - 5 


42. r 1 4 4 ne 0 d 6 

J 0 1—4 cos 8 


45. 


dx 


I 2 x(lnx) 2 


44. 


46. 


dx 

x lnx 


dx 


72 2x\J In x 


._ f 3 sec 2 1 . 

47. / . , . —-dt 

J 6 + 3 tan t 

[tt/2 

49. / tan Jr dx 


JO 


8 


51. / 2 cot — d6 


/7r/2 


/ sec y tan y 

TT- 

2 + secy 

f-rr/2 

50. / cot t dt 

Jtt/A 

M 12 

52. / 6 tan 3x rfe 

Jo 


53. 


dx 


2Vx + 2x 


54. 


sec x dx 


\/ln(secx + tanx) 





































7.2 Logaritmos naturales 485 


Diferendacion logaritmica 

En los ejercicios 55 a 68, utilice la diferenciacion logaritmica para de- 
terminar la derivada de v respecto de la variable independiente dada. 


55. y = vx(x 


57 ' y - \l 7TT 

59. y = Vfl + 3 sen 6 

61. v = t(t + l)(f + 2) 

.. _ e + 5 

6 cos 6 

xVx 2 + 1 

65 ' r * 1TT7)W 

Jx(x - 2) 

67. T = A /—- 

Vr+1 


58 ‘ - v = V7(7TT) 

60. 3 ; = (tan0)V26 + 1 

62 ‘ y = t(t + 1 ){t + 2) 
0 sen 0 


Vsec 0 


64. y = 


66. = a/- -7 

V (2x + l) 5 

/x(x + 1 )(x — 2) 


U + I ) 1 


68 . y = 


> V(x 2 + l)(2x + 3) 


Teoria y aplicadones 

69. Localice e identifique los valores extremos absolutos de 

a. In (cos x) en [— 77 / 4 ,7r/3], 

b. cos (lnx) en [1/2, 2], 

70. a. Demuestre que f(x) = x — lnx es creciente para x > 1. 
b. Utilice el inciso (a) para demostrar que lnx < x si x > 1. 

71. Determine el area entre las curvas v = In x y y = In 2x, de x = 1 a 
x= 5. 

72. Determine el area entre la curva 3 ' = tanx y el eje x, de x = — 77 / 4 
a x = 77 / 3 . 

73. La region en el primer cuadrante, acotada por los ejes coordena- 
dos, la recta y = 3 y la curva x = 2/Vy + 1 se hace girar alre- 
dedor del eje y para general" un solido. Determine el volumen del 
solido. 

74. La region entre la curva y — Vcotx y el eje x, de x = 77/6 a 
x = 77 / 2 , se hace girar alrededor del eje x para generar un solido. 
Determine el volumen del solido. 

75. La region entre la curva y = \/x 2 y el eje x, de x = 1/2 a x = 2, 
se hace girar alrededor del eje 3 ’ para generar un solido. Determi¬ 
ne el volumen del solido. 

76. En el ejercicio 6 de la seccion 6.2, hicimos girar alrededor del 
eje y la region entre la curva y = 9x/Vx 3 + 9 y el eje x, de x = 
0 a x = 3, para generar un solido de volumen 3677. ^Que volumen 
obtendrla si hicieramos girar la region alrededor del eje x? (Con- 
suite la grafica en el ejercicio 6 de la seccion 6.2). 

77. Determine las longitudes de las curvas siguientes. 

a. y = (x 2 /8) - lnx, 4 < x < 8 

b. x = 0/4) 2 - 2 In (y/4), 4 < y < 12 

78. Determine una curva que pase por el punto (1, 0), y cuya longitud 
entre x = 1 y x = 2 sea 


L = 



-ydx. 

X 


79. a. Determine el centroide de la region entre la curva y = 1/xy 
el eje x, de x = 1 a x = 2. Proporcione las coordenadas redon- 
deando a dos decimales. 


b. Haga un bosquejo de la region y senale en el el centroide. 

80. a. Determine el centro de masa de una placa delgada de densi- 
dad constante que cubre la region entre la curva y = 1/Vx y 
el eje x, de x = 1 a x = 16. 

b. Determine el centro de masa si, en lugar de ser constante, la 
densidad de la placa fuera S(x) = 4/Vx. 


En los ejercicios 81 y 82, resuelva los problemas con valor inicial. 
dy 1 

8l -*-> + 7 . 7<»- 3 

d 2 y , 

82. — r = sec 2 x, y( 0) = 0 y y'(0) = 1 
dxr 

83. Linealizacion de In (1 + x) en x = 0 En lugar de aproximar In x 
alrededor de x = 1, aproximamos In (1 + x) alrededor de x = 0. De 
esta manera obtenemos una formula mas sencilla. 

a. Deduzca la linealizacion de In (1 + x) ~ x en x = 0. 

b. Estime, a cinco decimales, el error en que se incurre al reem- 
plazar In (1 +x) porx en el intervalo [0, 0.1]. 

c. Trace juntas la grafica de In (1 + x) y x para 0 £ x £ 0.5. Si 
es posible, utilice un color diferente para cada grafica. ^En 
que puntos es mejor la aproximacion de In (1 + x)? ^En cua- 
les es menos buena? Por medio de la lectura directa de las 
coordenadas en las graficas determine, con tanta precision 
como le permita su calculadora graficadora, una cota superior 
para el error. 

84. Utilice el argumento de tener la misma derivada, como se hizo pa¬ 
ra demostrar las reglas 1 y 4 del teorema 2, para probar la Regia 
del Cociente de los logaritmos. 


Exploraciones graficas 

85. Grafique juntas In x, In 2x, In 4x, In 8 x y In 16x (o tantas de ellas 
como pueda) para 0 < x £ 10. ^Que sucede? Explique. 

86 . Grafique y = In |senx| enlaventanaO £ x £ 22, —2 < 3 ; < 0. 
Explique lo que ve. ^Como podrla cambiar la formula para que 
los arcos queden invertidos? 

87. a. Grafique juntas y = sen x y las curvas ,v = ln(a + sen x) pa¬ 

ra <2 = 2,4, 8 , 20 y 50 para 0 £ x £ 23. 

b. ^Por que las curvas se aplanan cuando a aumenta? ( Sugeren - 
cia: Determine una cota superior para | y’ \ que dependa 
de a). 

88 . ^Tiene la grafica de y = Vx — In x, x > 0, un punto de infle¬ 
xion? Trate de responder la pregunta (a) por medio de grafica- 
cion, y (b) por medio de calculo. 
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7.3 


La funcion exponencial 


Tras desarrollar la teorla de la funcion In x, introduciremos ahora a la funcion exponen¬ 
cial, exp x = e* , como la inversa de In x. Estudiaremos sus propiedades y calcularemos su 
derivada e integral. Conociendo su derivada, demostraremos la regia de la potencia para 
diferenciar x” cuando n es cualquier numero real (racional o irracional). 


y 



La inversa de In x y el numero e 

Siendo una funcion creciente de x con dominio (0, oo) y rango (-oo, oo), la funcion In x 
tiene una inversa: ln -1 x con dominio (-oo, oo) y rango (0, oo). La grafica de ln _1 x es la 
grafica de In x reflejada con respecto a la recta y = x, Como puede ver en la figura 7.11, 

11m ln _1 x =oo y Hm ln~*x = 0. 

x —»°o x—>-oo 

La funcion kT 1 x tambien se denota por exp x. 

En la seccion 7.2 definimos el numero e por medio de la ecuacion In (e) = 1, de ma- 
neraquee = In 1 (1) = exp (1). Aunque e no es un numero racional, mas adelante en esta 
seccion se explicara una forma de expresarlo como un limite. En el capitulo 10 calcula¬ 
remos su valor con una formula diferente y la ayuda de una computadora, lo que nos 
permitira lograr tantos decimales de precision como necesitemos (vea el ejemplo 6 de la 
seccion 10.9). Con 15 decimales, 

e = 2.718281828459045. 


La funcion y = e x 


FIGURA 7.11 Las graficas de y = lnxy 
v = lrT 1 x = exp x. El numero e es 
In -1 1 = exp (1). 


Para elevar el numero e a una potencia racional, podemos seguir el procedimiento usual: 


e 2 = e • e. 



t 1 / 2 = Ve, 


y asi sucesivamente. Como e es positivo, e r tambien lo es. En consecuencia, e r tiene un lo- 
garitmo. Cuando tomamos el logaritmo, determinamos que 


lne r = rlne = v 1 = r. 


Valores comunes de e x 


X 

e x (redondeado) 

-1 

0.37 

0 

1 

l 

2.72 

2 

7.39 

10 

22026 

100 

2.6881 X 10 43 


Como In x es inyectiva y In (kT 1 r) = r, esta ecuacion nos indica que 

e r = In -1 /' = exp r para r racional. (1) 

Aun no hemos encontrado un metodo que nos permita dar un significado obvio a e x para x 
irracional. Pero In -1 x tiene sentido para cualquier x racional o irracional. Asi, la ecuacion 
(1) nos permite ampliar la definicion de e x a valores irracionales de x. La funcion kT 1 x es¬ 
ta definida para toda x, de manera que la utilizaremos para asignar un valor a e T cn todo 
punto en donde e x no haya sido definida. 


DEFINICION La funcion exponencial natural 

Para todo numero real x, e x = lrT 1 x = exp x. 


Por primera vez hemos dado una definicion precisa para un exponente irracional. Comun- 
mente la funcion exponencial se denota mediante e x en lugar de exp x. Ya que In x y e x son 
inversas una de la otra, tenemos 
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Ecuaciones inversas para e x y in x 



e lnx = x 

(para toda x > 0) 

(2) 

In (e*) = x 

(para toda x) 

(3) 


Numeros trascendentes y 
funciones trascendentes 

Los numeros que son soluciones de 
ecuaciones polinomiales con coeficientes 
racionales se denominan algebraicos: 

—2 es algebraico, ya que satisface la 
ecuacion x + 2 = 0 y a/ 3 es algebraico 
porque satisface la ecuacion x 2 - 3 = 0. 
Los numeros que no son algebraicos, 
como e y it, se denominan 
trascendentes. En 1873, Charles 
Hermite demostro que e es trascendente, 
en el sentido que se acabamos de 
describir. En 1882, C.L.F. Lindemann 
demostro la trascendencia de tt . 

Hoy en dla, llamamos algebraica a 
una funcion y =/(x) si satisface una 
ecuacion de la forma 


El dominio de In x es (0, oo) y su rango es (-oo, oo). Por lo tanto, el dominio de e x es (-oo, 
oo), y su rango es (0, oo). 


EJEMPLO 1 Uso de Las ecuaciones inversas 


(a) 

lne 2 = 2 


(b) 

lne -1 = —1 


(c) 

5* 

ii 

W||- 


(d) 

lne senx = senx 


(e) 

e 1 " 2 = 2 


(f) 

glnt^+l) = x 2 + l 


(g) 

e 31n2 = e lnP = g ln8 = g 

Una forma 

(h) 

e 31n2 = ( g ln2^3 = 2 3 = 8 

Otra forma 


P n y n + ■■■ + P iy + P 0 = 0 

en donde las P son polinomios en x con 
coeficientes racionales. La funcion 
y = lf\/x + 1 es algebraica, ya que 
satisface la ecuacion (x + l)v 2 -1=0. 
Aqui los polinomios son P 2 = x + 1 , 

Pi = 0 y P 0 = -1. Las funciones que no 
son algebraicas se denominan 
trascendentes. 


EJEMPLO 2 Despejar un exponente 
Determinar k si e 2k = 10. 

Solucion Tome el logaritmo natural de ambos lados: 

e 2k = 10 
lne 2 * = In 10 
2k — In 10 

k = ^ln 10. 


La funcion exponencial general a* 

Cornoo = e taa paracualquiernumeropositivoa, podemospensaract'como (e 1 "")* = e xXna . 
Tenemos, por lo tanto, la siguiente definicion: 


DEFINICION Funciones exponenciales generates 

Para cualesquiera numeros a > 0 y x, la funcion exponencial con base a es 


x = In a _ gX In e _ • 1 _ ^x 


Cuando a = e, la definicion da a 
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Biografia historica 

Simeon Denis Poisson 
(1781-1840) 


EJEMPLO 3 Evaluadon de fundones exponenciales 

(a) 2^ = e^ 1 " 2 « e L20 « 3.32 

(b) 2 OT = d h2 « e 218 « 8.8 

En la siguiente seccion estudiaremos el calculo de fundones exponenciales generales y de 
sus inversas. Aqul necesitamos solamente la definicion para establecer las leyes de los ex- 
ponentes para e x . 

Leyes de los exponentes 

Aun cuando e x esta definida de manera indirecta como In -1 x, obedece las leyes conocidas 
del algebra para exponentes. El teorema 3 nos muestra que estas leyes son consecuencia de 
las definiciones de In x y e x . 


TEOREMA 3 Leyes de los exponentes para e x 

Para todos los numeros x, x\ y x 2 , la exponencial natural e x cumple las leyes si- 
guientes: 

1. e Xl • e X2 = e Xl+X2 



3. 


e x '~ Xl 


4 . ( e *l)*2 = e x l x 2 = 


Demostradon de la ley 1 Sean 

yi = d 1 y = e* 2 . (4) 

Entonces, 


G 

II 

fN 

* 

JG 

II 

H 

Tomar logaritmos de ambos 
lados de las ecuaciones (4) 

x\ + X2 = In Vi + In y 2 


= In Viy 2 

Regia del producto para logaritmos 

£ xi+x 2 — gln.vi yi 

Exponenciando 

= y\y2 

= u 

= e x1 e Xl . 



La demostradon de la ley 4 es similar. Las leyes 2 y 3 se obtienen a partir de la ley 1 (ejer- 
cicio 78). 

EJEMPLO 4 Aplicadon de las leyes de los exponentes 

(a) e x+ln2 = e x -e ln2 = 2e x Ley i 

(c) = e lx 1 

(d) (e 3 ) x = e 3x = (e x ) 3 Ley 4 
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El teorema 3 tambien es valido para a x , la funcion exponencial con base a. Por ejemplo, 


a *\ . a *2 = e *\ In a . gX 2 In a 

Definicion de a x 

_ gX\ lna+jC 2 In a 

Ley 1 

— e (xi+x 2 )ina 

Factorizar In a 

= a Xl+Xl . 

Definicion de a x 


La derivada y la integral de e x 

La funcion exponencial tiene derivada porque es la inversa de una funcion diferenciable 
cuya derivada nunca es cero (teorema 1). Para calcular su derivada utilizamos el teorema 1 
y nuestro conocimiento de la derivada de In x. Sea 


Entonces, 


f(x) = lnx y v = e x = \n 1 x = f '(x) 


dy d , x , d . -i 
^ = Tx {e)= Tx ln x 


= ±r\x) 


i 

nr\x)) 

i 

f'(e x ) 

1 


Teorema 1 


r\x) = e x 


/'(-) = v conz = e* 


Esto es, para y = ef, encontramos que dy/dx = e x asi que la funcion exponencial natural 
es su propia derivada. En la seccion 7.5 veremos que las unicas funciones que tienen esta 
propiedad son los multiplos constantes de e x . En resumen, 


d .. 


ii 

-i 

(5) 


EJEMPLO 5 Diferenciacion de una exponencial 


d 

dx 


(5e x ) 


5 


d_ 

dx 


e 


X 


= 5e x 


La regia de la cadena amplia la ecuacion (5) en la manera usual, dandole una forma mas 
general. 
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Si u es cualquier funcion diferenciable de x, entonces 

d u I/ dn 
— e = e — 
dx dx' 


( 6 ) 


EJEMPLO 6 ApLicacion de La regLa de La cadena con exponenciaLes 


(a) Tx e ~ X = e ~ X fx { ~ x) = = ~ e ~ 


Ecuacion (6) con u = — x 


(b) -£e senx = e senx (senx) = e senx -cosx 


Ecuacion (6) con u = sen x 


La integral equivalente a la ecuacion ( 6 ) es 


/ 


e“ du = e u + C. 


EJEMPLO 7 Integracion de exponenciaLes 


J r In 2 

. e 


rlnS , 

3x dx = / e u • 7 - du 


'■In 8 


e u du 


u = 3x, — du — dx, w(0) = 0, 
w(ln2) = 3 In 2 = ln2 3 = In 8 


= — e 


In 8 

JO 


('tt/2 


4 ( 8 -!)^ 


(b) / e senjf cos xdx=e senx 


77/2 


Antiderivada del ejemplo 6. 


JO 

= gl - e 0 = e - l 


EJEMPLO 8 ResoLucion de un probLema con valor inicial 
Resolver el problema con valor inicial 


, dy 

e y -j- = 2x, 
dx 


> V3; y( 2) = 0. 


Solucion Integramos ambos lados de la ecuacion diferencial con respecto de x para 
obtener 


e y = x 2 + C. 






7.3 La funcion exponencial 491 


Utilizamos la condicion inicial y(2) = 0 para determinar C : 

C = e° — (2) 2 
= 1 - 4 = -3. 

Esto completa la formula para e y : 

e y = x 2 — 3. 

Para determinar y, tomamos logaritmos de ambos lados: 

In e y = In (x 2 — 3) 
y = In (x 2 - 3). 

Observe que la solucion es valida para x > V S . 

Comprobemos la solucion en la ecuacion original. 

e y = e y -^~ln(x 2 — 3) 
ax ax 

y _2x__ 


= e 


x 2 - 3 


= g 111 !* 2-3 )_ 


x" — 3 


= (x 2 ~ 3) 

= 2x. 


2x 


x 2 — 3 


Derivada de In (x 2 — 3) 
y = In (x 2 - 3) 


e'ny = y 


La solucion satisface la ecuacion. 

El numero e expresado como un limite 

Hemos definido el numero e como el numero para el que In e = 1, o el valor de exp (1). 
Como puede ver, e es una constante importante para las funciones logaritmica y exponen¬ 
cial, pero, /.cual es su valor numerico? El teorema siguiente muestra una manera de calcu- 
lar e como un limite. 


TEOREMA 4 El numero e como un limite 

El numero e puede calcularse como el limite 

e = lim (1 + x) 1 /*. 
x—»o 


Demostracion Si /(x) = lnx, entonces /'(x) = 1/x, por lo que /'(1) = 1. Pero, por la 
definicion de derivada, 

/(1+A)-/(1) /(l+x)-/(l) 

r (1) = lim--= lim-^- 

A—0 h x—*0 x 


In (1 + x) — In 1 i 

= lim-x-= lim tt In (1 + x) 

x-*0 x x—»o x 


In 1 = 0 


= lim ln(l + x) l/x = In 

x—*0 


lim(l + x) xlx 

x—*0 


In es continuo 
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Ya que /'(1) = 1, tenemos 


Por lo tanto, 


In 


lim(l + x) 1 /* 

x ->0 


= 1 


lirn (1 + x) 1 /* — e Ine = 1 y In es inyectiva ■ 

x-*0 

Sustituyendo y = 1/x, tambien podemos expresar el limite del teorema 4 como 


e = lim_ ^1 + yj • (7) 

A1 inicio de la seccion observamos que e = 2.718281828459045 con 15 decimales de pre¬ 
cision. 


La regia de la potencia (forma general) 

Ahora podemos definirx" para cualquierx > 0 y cualquier numero real n como x” = e" lnx . 
Por consiguiente, la n en la ecuacion lnx" = n lnx ya no tiene que ser racional: puede ser 
cualquier numero, siempre y cuando x > 0: 

lnx" = In (e" ln v ) = nlnx lne" = u, para cualquier it 

Juntas, la ley c?/a y = a*~ y y la definicion x n = e nlnx nos permiten establecer la regia de 
la potencia para diferenciacion en su forma general. A1 diferenciar x" respecto de x se ob- 
tiene 



d n lnx 

dx 


_ n In x , d 

dx 


{n lnx) 


= x 


= nx n 1 . 


En resumen, siempre y cuando x > 0, 


Definicion de x n , x > 0 


Regia de la cadena para e u 


Nuevamente la definicion 


4-x n = nx n ~\ 
dx 


La regia de la cadena amplia esta ecuacion a la forma general de la regia de la potencia. 


Regia de la potencia (forma general) 

Si u es una funcion diferenciable positiva de x, y n es cualquier numero real, en- 
tonces u n es una funcion diferenciable de x y 


d 

dx 


nu 


n — 1 


du 
dx' 





7.3 La funcion exponencial 493 


EJEMPLO 9 Uso de La regia de La potencia con potencias irracionaLes 

(a) Jr x^ = Vix^ 1 (x > 0) 

(b) Jr (2 4- sen3x)’ r = tt(2 + sen 3x) ir_1 (cos 3x) • 3 

= 37 j-(2 + sen3x) 17_1 (cos3x). 


EJERCICIOS 7.3 


Calculos algebraicos con la exponencial 
y el logaritmo 

Determine las expresiones mas sencillas para las cantidades en los 
ejercicios 1 a 4. 


^lnx—ln_v 


1. a. e ta7 ' 2 b. e lnx 

2 a e bl ^ x2+yl ' > b. e~ In0 ' 3 c e la7TX ^ ,n2 

3. a. 2 In Ve b. ln(lne e ) c. In (e~ x2 - y2 ) 

4. a. In (e sec8 ) b. ln(e (eJI) ) c. ln(e 21nx ) 

Resolucion de ecuaciones con terminos 
logaritmicos y exponenciales 

En los ejercicios 5 a 10, despeje y en terminos de t o x, segun conside- 
re apropiado. 

5. lny = 2t + 4 6. In y = — t + 5 

7. ln(y - 40) = 5 1 8. ln(l - 2 y) = t 

9. ln(y— 1) — Ln2 = x+ lnx 

10. In (y 2 — 1) — In (y + 1) = In (senx) 

En los ejercicios 11 y 12, despeje k. 

,iot . 


11. a. e 2k = 4 

12. a. e sk = | b. 80e* = 1 


b. 100e lu<r = 200 c. e k/wo ° = a 

.* — 1 e _ g (In 0.8)* =08 


En los ejercicios 13 a 16, despeje t. 


15. e V ' = x 2 


Derivadas 


16. e yx) e 


C x 2 ) a (2x +\) _ £ t 


En los ejercicios 17 a 36, determine la derivada de y respecto de x, 
tod, segun sea apropiado. 


17. y = e~ 


18. y = e 2x/3 
19. y = e 5 ~ lx 20. y = e (4Vx+x2) 

21 . y = xe x — e x 22 . y = (1 + 2x)e~ 2x 

23. y = (x 2 - 2x + 2)e x 24. y = (9x 2 - 6x + 2)e 3x 

25. y = e 8 (send + cos 6) 26. y = In (3 de~ 8 ) 


27. y = cos (e 8 ) 
29. y = ln(3le“') 
e 8 


31. y = In 

VI + e 

33. y = e (cos,+M 


35. y = / sene' dt 


28. y = d 3 e~ 28 cos 56 
30. y = In(2e~'sent) 

Ve 


32. y = In , _ 

Vl + Vd 

34. y = e sen '(ln t 2 + 1) 


36. v = / In t <a?r 

l,4Vi 


En los ejercicios 37 a 40, determine dy/dx. 

38. In xy = e x+y 


37. lny = eVenx 
39. e 2x = sen (x + 3y) 


40. tany = e x + lnx 


Integrates 

Evalue las integrates de los ejercicios 41 a 62. 


41. J (e 3x + 5e~ x ) dx 

/*ln3 

43. / e x dx 
J In 2 

45. / 8e (x+1) dx 


= 27 

b. e kt = 

1 

2 

c. e (hl0 ' 2) ' = 0.4 


In 4 

' = 1000 

b. e*' = 

1 

10 

(In 2)/ = I 

2 

49 ‘ J 

f V, 


42. / (2e x - 3e _2x ) dx 


44. / e x dx 

J- In 2 

/*ln 16 

48. / e x/4 dx 


—Vr 


c/r 


51. J 2t e 1 dt 

,l/x 


50. 


- dr 


53. 


- dx 


52. J t 3 e ’ dt 

„- i /* 2 


54. 


- dx 


x 

Ctt/4 


Ctt/2 


55. / (1 + e ,an8 ) sec 2 6 dd 56. / (1 + e cot8 ) esc 2 0 r/d 

«/0 «/7r/4 

57. / e secl " sec irf tan irtdt 


58. / e csc ( 7r +d esc (77 + r)cot(- 7 r + r) dt 
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59. 


61. 


r In (tt/2) 

/ ■ 

/In (it/6) 

f e r 


1 + e' 


dr 



/ > V / ln 7T 

60. 

l : 

62. 

f dx 

J 1 + 


Problemas con valor inicial 

En los ejercicios 63 a 66, resuelva los problemas con valor inicial. 



63. = e' sen(e' — 2), y( in 2) = 0 

64. J = e~'sec 2 (Tre~')> >>(ln 4) = I/tt 
d 2 y 

65. j , = 2e~ x , v(0) = 1 y /(0) = 0 
dxr 

d 2 y , 

66 . ;= 1 - e 2 ‘, y( 1 ) = -1 y /( 1 ) = 0 


Teoria y aplicaciones 

67. Determine los valores maximo y minimo absolutos de f(x) = e x 
- 2x en [0, 1]. 

68. ^,En que punto alcanza la funcion periodica f{x) = 2e sen(jr / 2) sus 
valores extremos? ^Cuales son esos valores? 


y 



69. Determine el valor maximo absoluto de f{x) = x 2 In (\/x) y diga 
en que punto se alcanza. 

Q 70. Grafique juntas f(x) = (x — 3) 2 e x y su derivada. Comente el 
comportamiento de / en relacion con los signos y valores de /'. 
Por medio de calculo, identifique los puntos significativos de las 
graficas, segun se requiera. 

71. Determine el area de la region “triangular” en el primer cuadrante 
que esta acotada por arriba por la curva y = e 2x , por abajo por la 
curvay = e*, y a la derecha por la recta x = In 3. 

72. Determine el area de la region “triangular” en el primer cuadrante 
que esta acotada por arriba por la curva y = e x 2 , por abajo por la 
curva y = e~ A/2 , y a la derecha por la recta x = 2 In 2. 

73. Determine una curva que pase por el origen en el piano xy y cuya 
longitud desde x = 0 hasta x = 1 sea 



74. Determine el area de la superficie generada al hacer girar la curva 
x = (e y + e~ y )/2, 0 < y < In 2, alrededor del ejey. 


75. a. Demuestre que j \nx dx = xkix — x + C. 
b. Determine el valor promedio de Inx en [1, e\. 

76. Determine el valor promedio de f{x) = l/jc en [1, 2]. 

77. Linealizacion de e x en x = 0 

a. Deduzca la aproximacion lineal e x ~ 1 + x en x = 0. 

FI b. Calcule a cinco decimales la magnitud del error al sustituir ^ 
por 1 + x en el intervalo [0, 0.2], 

El c. Grafique juntas e*y 1 +xpara — 2 < x £ 2. De serposible, 
utilice un color distinto para cada grafica. <^En que intervalo 
parece que la aproximacion sobreestima el valor de e*? ^En 
que punto parece subestimarlo? 

78. Leyes de los exponentes 

a. Con base en la ecuacion e x 'e Xl = e x,+Xl , que se dedujo en el 
texto, demuestre que e~ x = \/e x para cualquier numero real. 
Luego demuestre que e x '/e x2 = e x '~ Xl para cualesquiera nu- 
meros x l y x 2 - 

b. Demuestre que ( e x ') Xl = e x ' Xl = ( e Xl ) x \ para cualesquiera nu- 
meros x t y x 2 . 

79. Una representacion decimal de e Por medio de la resolucion 
de la ecuacion In x = 1, determine e con tantos decimales como 
permita su calculadora. 

Q 80. Relacion inversa entre e x y Inx Averigiie que tan buena es su 
calculadora para evaluar las composiciones 

e' nx y In (e x ). 

81. Demuestre que para cualquier numero a > 1 



0 1 a 


82. Desigualdades de la medias aritmetica, geometrica y logarltmica 

a. Demuestre que la grafica de e x es concava hacia arriba en to- 
do intervalo. 
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b. Demuestre, haciendo referencia a la figura siguiente, que si 
0 < a < b entonces then 


lity”, de Frank Burk, en American Mathematical Monthly, vo- 
lumen 94, numero 6, junio-julio de 1987, paginas 527-528). 


/•to* ln a „lnZ> 

e (lna+lni)/2 . (] n £ - [ n a ) < / e * ^-( ln b - | n a ) . 

Jin a ^ 

c. Utilice la desigualdad del inciso (b) para concluir que 


Vab 


h — a a + b 
ln h — ln a 2 


Esta desigualdad dice que la media geometrica de dos numeros 
positivos es menor que su media logarltmica, la cual, a su vez, 
es menor que su media aritmetica. 

(Para mas informacion acerca de esta desigualdad, consul- 
te “The Geometric, Logarithmic, and Arithmetic Mean Inequa- 



7.4 


a x y log 0 x 


Hemos definido funciones exponenciales generales tales como 2 X , 10' y 7T*. En esta 
seccion calcularemos sus derivadas e integrales. Tambien definiremos las funciones loga- 
ritmicas generales tales como log 2 x, log 10 x y log^ x, y determinaremos sus derivadas e 
integrales. 


Derivada de a u 

Comencemos con la definicion a x = e x>na : 


d 

dx 


d x In a 

dx 


gX\n a 


-y- ( x In a) 
dx 



du 

dx 


= a x ln a . 


Si a > 0, entonces 


d~a x = a*lna. 

dx 


Con la regia de la cadena obtenemos una forma general. 


Si a > 0 y u es una funcion diferenciable de x, entonces a" es una funcion dife- 
renciable de x y 


d_ 

dx 


a u ln a 


du 
dx' 


(1) 


Estas ecuaciones muestran por que la funcion preferida, desde el punto del vista del calcu- 
lo, es e x . Si a = e, entonces ln a = 1 y la derivada de a x se reduce a 


4- e x = e x lne = e x . 
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FIGURA 7.12 Las fundones 
exponenciales decrecen si 0 < a < 1 y 
crecen si a > 1. Cuando x —■* oo, tenemos 
a x —> 0, si 0 < a < 1 y a x —■* oo, si a > 1. 
Cuando x —** - oo, tenemos que </ —* oo si 
0<a<lyrr v —»0sia>l. 


EJEMPLO 1 Diferenciacion de fundones exponenciales generaLes 

<*> I 3 '- 3 ’ 1 " 3 

(b) = 3^(ln3)^(-x) = -3 x \n3 

(c) J^3 senx = 3 sen *(ln3)^;(senx) = 3 senx (ln 3) cosx 

De la ecuacion (1), podemos ver que la derivada de a: x es positiva si In « > 0 o a >1, y 
negativa si In a < 0 o 0 < a < 1. En consecuencia, a x es una funcion creciente de x si a > 1 
y es una funcion decreciente de x, si 0 < a < 1. En cada caso, a x es inyectiva. La segunda 
derivada 

-^y(a x ) = v In a) = (lna) 2 a^ 

cbc ax 

es positiva para toda x, por lo que la grafica de a x es concava hacia arriba para todo inter- 
valo de la recta real (figura 7.12). 


Otras fundones potenda 

La capacidad de elevar numeros positivos a potencias reales arbitrarias permite definir 
funciones como x x y x ln x para x > 0. Determinamos las derivadas de tales fundones reescri- 
biendo las funciones como potencias de e. 

EJEMPLO 2 Diferenciacion de una funcion potencia general 
Determinar dy/dx si y = x*, x > 0. 

Solucion Escribimos x*como una potencia de e: 

y = X x = e x ^ ax . cd con a = x. 

Luego, diferenciamos como de costumbre: 

dy 
dx 


dx 


e A ' lnA J^(x lnx) 


x x ( x • y + In x 


x*(l + lnx). 


La integral de a u 

Si a ^ 1, de modo que In a ^ 0, podemos dividir ambos lados de la ecuacion (1) entre In a 
para obtener 

u du _ 1 rf / u\ 

dx In a dx x ' 


a 
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A1 integrar con respecto de x, resulta 

I a u ^T~dx= / 7-^— - 7 - (a“) dx = 7^—/ - 7 - (a") dx = 7^— a" + C. 
y dx J In a dx In aj dx In a 

Escribiendo la primera integral en forma diferencial, se obtiene 




/ a 11 du = y- -1- C. 

J ln « 

(2) 


EJEMPLO 3 Integracion de funciones exponenciales generales 


(a) / 2 X dx = j^2 C 


Ecuacion (2) con a = 2, u = x 


(b) / 2 sen *cosx£/x 


U _ 2“ 

— / 2" du = + C 


In 2 


+ C 


u reemplazada por sen x 


Logaritmos con base a 

Como vimos anteriormente, si a es cualquier numero positivo diferente de 1, la funcion a x 
es inyectiva y tiene una derivada diferente de cero en todo punto. Por lo tanto, tiene una in- 
versa diferenciable. A esta inversa la llamamos logaritmo de x en base a y la denotamos 
mediante Iog„ x. 



FIGURA 7.13 

inversa, log 2 x. 


La grafica de 2 X y su 


DEFINICION log 0 x 

Para cualquier numero positivo a A 1, 

log a x es la funcion inversa de a x . 


La grafica de y = log„ x se puede obtener reflejando la grafica de y = a x con respecto 
de la recta de 45°, y = x (figura 7.13). Cuando a = e, tenemos log,, x = inversa de A = In x. 
Como log,, x y cd son inversas entre si, su composicion, en cualquier orden, produce la fun¬ 
cion identidad. 


Ecuaciones inversas para a x y log a x 

a log “* = x 
loga (a- 1 ) = X 


(x > 0) 
(toda x) 


(3) 

(4) 
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EJEMPLO 4 ApLicacion de Las ecuaciones inversas 
(a) log 2 (2 5 ) = 5 (b) logio (10 7 ) = -7 

( C ) 2 log2 (3) = 3 (d) I0 loglo(4) = 4 

Evaluacion de log 0 x 

La evaluacion de log a x se simplifica si observamos que log„ x es un multiplo de In x. 


logaX 


In a 


lnx = 


lnx 
In a 


(5) 


Podemos deducir esta ecuacion a partir de la ecuacion (3): 

^logoM _ x Ecuacion (3) 


lna log " W = lnx 


Tomar el logaritmo natural de ambos lados 


log a (x) • In a = In x 


loga X 


lnx 
In a 


Regia de la potencia del teorema 2 
Despejar log^x. 


Por ejemplo, 


logio 2 


In 2 
In 10 


0.69315 

2.30259 


0.30103 


Las reglas aritmeticas que satisface log a x son las mismas que las de In x (teorema 2). 
Estas reglas, dadas en la tabla 7.2, pueden demostrarse dividiendo las reglas correspon- 
dientes para la funcion logaritmo natural entre In a. Por ejemplo, 


TABLA 7.2 Reglas para 
logaritmos con base a 

Para cualesquiera numeros x > 0 

yp> o, 

1. 

Regia del producto: 
log a Xy = loga X + logaJV 

2. 

Regia del cociente: 


loga y = loga X ~ log fl J 

3. 

Regia del reclproco: 


loga y = -logay 

4. 

Regia de la potencia: 
logaX V = y loga X 


In xy = lnx + In y 


Regia 1 para logaritmos naturales ... 


In xy _ \ nx In y 

— - — - - ~r - - ... dividiendo entre In a ... 

In a In a In a 


l0g a XV = loga X + loga L • 


... se obtiene la regia 1 para logaritmos con base a. 


Derivadas e integrates que incluyen log 0 x 

Para determinar derivadas o integrates que incluyen logaritmos en base a, los convertimos 
a logaritmos naturales. 

Si u es una funcion positiva diferenciable de x, entonces 


d_ 

dx 


(loga u) 


d l In u \ 
dx \ln a J 


1 d , _ 1 1 du 

In a dx n u In a u dx' 


d 

dx 


(loga U) 


1 1 du 

In a u dx 
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EJEMPLO 5 


(a) ^log 10 (3x + 1) = j^o • 3^Tll (3x + 1} = 


(b) 


i°g2f = J_ 

x dx i n 2 


lnx 


dx 


(In 10)(3x + 1) 

lnx 


log 2 x = 


In 2 


In 2 


u du 


u — lnx, du = — dx 


—— + c — - 

In 2 2 In 2 2 


1 (lnx) 2 (lnx) 2 

+ C = + C 


2 In 2 


Logaritmos en base 10 

Los logaritmos en base 10, con frecuencia denominados logaritmos comunes, aparecen 
en muchas formulas cientlficas. Por ejemplo, la intensidad de los terremotos suele medir- 
se en la escala Richter, que es logarltmica. La formula es 


Magnitud R 



+ B , 


en donde a es la amplitud del movimiento telurico en micras, registrada en la estacion re- 
ceptora, T es el periodo de la onda slsmica en segundos y 3 es un factor emplrico que con- 
sidera el debilitamiento de la onda slsmica al aumentar la distancia desde el epicentro del 
terremoto. 


Cast todos Los alimentos son 
acidos (pH < 7). 


Alimento 

Valor de pH 

Platano 

4.5-4.7 

Toronja 

3.0-3.3 

Naranja 

3.0-4.0 

Limon 

1.8-2.0 

Leche 

6.3-6.6 

Bebidas gaseosas 

2.0-4.0 

Espinacas 

5.1-5.7 


EJEMPLO 6 Intensidad de un terremoto 

En el caso de un terremoto que ocurre a 10,000 km de distancia de la estacion receptora, 
B = 6.8. Si el movimiento vertical del suelo registrado es de a = 10 micras y el periodo 
es T= 1 segundo, la magnitud del terremoto es 

R = log 10 + 6.8 = 1 + 6.8 = 7.8. 

Un terremoto de esta magnitud puede causar grandes danos en el area cercana a su epi¬ 
centro. 

La escala del pH, para medir la acidez de una solucion, es una escala logaritmica en 
base 10. El valor del pH (potencial de hidrogeno) de la solucion es el logaritmo comun del 
reciproco de la concentracion de iones de hidronio de la solucion [H 3 0 + ]: 

pH = logiOTYn+f = -logio[H 3 0 + ], 

La concentracion del ion hidronio se mide en moles por litro. El vinagre tiene un pH de 
tres, el agua destilada un pH de 7, el agua de mar un pH de 8.15 y el amoniaco de uso do- 
mestico un pH de 12. Los rangos completos de la escala van desde alrededor de 0.1 para el 
acido clorhidrico normal, hasta 14 para una solucion normal de hidroxido de sodio. 

Otro ejemplo del uso de logaritmos comunes es la escala de decibeles (dB) para me¬ 
dir la intensidad del sonido. Si I es la intensidad del sonido en watts por metro cuadrado, 
el nivel del sonido, en decibeles, es 


Nivel del sonido = 101ogio(/X 10 12 )dB. 


( 6 ) 
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Niveles comunes de sonido 


Umbral de audicion 

0 dB 

Movimiento de las hojas 

10 dB 

Susurro promedio 

20 dB 

Automovil poco ruidoso 

50 dB 

Conversacion normal 

65 dB 

Taladro neumatico 

90 dB 

a 10 pies de distancia 


Umbral de dolor 

120 dB 


Si usted se ha preguntado alguna vez por que al duplicar la potencia de su amplificador de 
audio el nivel del sonido solo aumenta unos cuantos decibeles, la ecuacion (6) le data la 
respuesta. Como muestra el ejemplo siguiente, duplicar / solo provoca un aumento de alre- 
dedor de 3 dB. 

EJEMPLO 7 Intensidad del sonido 

Al duplicar Zen la ecuacion (6), la intensidad del sonido aumenta cerca de 3 dB. Escribien- 
do log en lugar de log 10 (como se acostumbra), tenemos 

Nivel del sonido al duplicar 7=10 log (27 X 10 12 ) Ecuacion (6) con 2/en lugar de I 

= 10 log (2 -7 X 10 12 ) 

= 10 log 2 + 10 log (7 X 10 12 ) 


= nivel original del sonido + 10 log 2 


~ nivel original del sonido + 3. logio 2 ~ 0.30 


EJERCICIOS 7.4 


Calculos algebraicos con a* y log„x 

Simplifique las expresiones de los ejercicios 1 a 4. 


1. a. 5 log! 7 
d. log 4 16 

2 . a. 2 log23 

d. logn 121 

3. a. 2 log4 ' r 

4. a. 25 loS5 i 3x ^ 


J, glog 8 V2 

e. log 3 V3 

b. io logl °0/ 2 ) 

e. logi 2 i 11 

b. 9 lo ® x 
b. log e (e x ) 


c. 1.3 loglj75 

f. log 4 ' 1 
C. 7T l0g 

f. log 3 


c. log 2 (e (ln2)(senx) ) 
c. log 4 (2 eXfitnx ) 


Exprese los cocientes de los ejercicios 5 y 6 como cocientes de loga- 
ritmos naturales y simplifique. 

log 2 x log 2 v log* a 

5. a. b. . c. 

log 3 x log 8 x log ja 

log9V logVio V log gb 

log 3 x ' logV 2 * ■ log* a 
En las ecuaciones de los ejercicios 7 a 10 despeje x. 

1 3log3 (7) _|_ 2 lo S2 (5) = jlog 5 (x) 
g glogg(3) _ gin 5 _ x 2 _ ylog 7 (3x) 

9 _ 3 log 3 (x 2 ) _ 5 gtax _ 3 . jQlog 10 ( 2 ) 

10. In e + 4 ~ 2 log 4 W = ^ l oglo (100) 

Derivadas 

En los ejercicios 11 a 38, determine la derivada de y con respecto de la 
variable independiente dada. 


11. y = 2 X 
13. y = 5^ 
15. y = x 17 


12. y = 3~* 
14. y = 2 (j2) 
16. y = t^ e 


17. y = (cose)^ 

19. y = 7 sec e In 7 

21. y = 2 sen 3f 

23. y — log 2 58 

25. y = log 4 x + log 4 x 

27. y = log 2 r • log 4 r 

29. y = log 3 

31 . y — 8 sen (log 7 8) 

33. y = log 5 e x 

35. y = 3 log2 ' 

37. y = log 2 ( 8 t ln2 ) 


In 3 


18. y = (Indy 

20. v = 3 tanS In 3 
22. y = 5 _cos2 ' 

24. y = log 3 (l + 8 In 3) 
26. y = log 2 5 - log 5 Vv 
28. y = log 3 r • log 9 r 

30. y = logs 
32. y = log 7 
34. y = log 2 



36. y = 3 log 8 (log 2 t) 
38. y = tlog 3 (e 1 


(sen 7)(ln3)\ 


Diferenciacion logaritmica 

En los ejercicios 39 a 46 utilice la diferenciacion logaritmica para de- 
terminar la derivada de y con respecto de la variable independiente. 


39. y = (x + If 
41. y = (Vt)‘ 
43. y = (sen x) x 
45. y = v ln2: 


40. y = x (x+1) 
42. y = t^' 

44. y = x senjc 

46. y = (InJt) ln * 


Integracion 

Evalue las integrales de los ejercicios 47 a 56. 


47. / 5 X dx 


48. / (1.3 fdx 
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49. 

/ 2 -s dd 


Jo 


/V2 

51. 

1 x2 (jr 1 dx 


rir/2 

53. 

/ 7 C0S ( sen t dt 


0 


55. J x 2x ( 1 + lnx) dx 


50. J 5 ~ B dd 


52. 

54. 

56. 


dx 


f 4 2 ^ 

/1 Vx 


7t/ 4 ^ j ^ tan / 


sec 2 < dt 




dx 


81. En cualquier solution, el producto de la concentration de ion hi- 
dronio [H 3 0 + ] (moles/L) y la concentration del ion hidroxilo 
[OH - ] (moles/L) es casi 10 -14 . 

a. ^.Cual es el valor de [H 3 0 + ] que minimiza la suma de las con- 
centraciones, S = [H 3 0 + ] + [OH - ]? ( Sugerencia: Cambie la 
notation. Haga x = [H 3 0 + ]). 

b. ^,Cual es el pH de una solution en la que S tiene su valor mi- 
nimo? 

c. <(Cual es la razon de [H 3 0 + ] a [OH - ] que minimiza S ? 


En los ejercicios 57 a 60 evalue las integrales. 

82. 

r 

P 

□j 83. 

57. / 3x^ 3 dx 

58. / x^ -1 dx 

59. J (V2 + 1 )x Vi dx 

60. J x (ln2)-1 & 

ID 84. 

Evalue las integrales en los ejercicios 61 a 70. 

85. 


<i,Es posible que log a b sea igual a 1 /log 6 a! Justifique su respuesta. 

La ecuacion x 2 = 2 X tiene tres soluciones: x = 2, x = 4 y otra. Por 
medio de una grafica, calcule la tercera solution con la mayor 
precision posible. 

<(Es posible que x n 2 sea igual a 2 hlx para x > 0? Grafique las dos 
funciones y explique lo que vea. 

Linealizacion de 2 X 


61. 

f logio X , 

J X * 

62. 

63. 

f 4 In 2 log 2 x 
./, - * 

64. 

65. 

f 2 log 2 (x + 2) 

l * + 2 * 

66. 

67. 

f 9 2 logio (x + 1) 

l .+ i * 

68. 

69. 

f dx 

J x logiox 

70. 


1 log 2 x 


dx 


’ 2 In 10 logiox 


dx 


, ' 10 log io (1 Ox) 


dx 


/1/10 

Z 3 2 log 2 (x - 1) 
12 X ~ 1 

/ dx 


dx 


x(log 8 x) 2 


a. Determine la linealizacion de/(x) = 2 X en x = 0. Luego redon- 
dee los coeficientes a dos decimales. 

b. Grafique juntas la linealizacion y la funcion para 
—3<j<3y-1 <x£ 1. 

86. Linealizacion de log 3 x 

a. Determine la linealizacion de f(x) = log 3 x en x = 3. Luego re- 
dondee los coeficientes a dos decimales. 

b. Grafique juntas la linealizacion y la funcion en una ventana 
con los parametros 0£x£8y2£x£4. 


Calculos con otras bases 


Evalue las integrales en los ejercicios 71 a 74. 



[ ]nx i 

j -j:dt, x > 1 


71. 

73. 

o 

A 

H 

74. - / \dt, x > 0 

ln«7i 1 


Teoria y aplicaciones 

75. Determine el area de la region entre la curva y = 2x/(1 + x 2 ) y 
el intervalo — 2 £ x £ 2 del eje x. 

76. Determine el area de la region entre la curva y = 2 1- * y el inter¬ 
valo — 1 £ x £ 1 del eje x. 

77. pH de la sangre El pH de la sangre humana usualmente oscila 
entre 7.37 y 7.44. Determine las cotas correspondientes para [H 3 0 + ]. 

78. pH del fluido cerebral El fluido cerebroespinal tiene una con¬ 
centration de ion hidronio de casi [H 3 0 + ] = 4.8 X 10 -8 moles 
por litro. <(Cual es su pH? 

79. Amplificadores de audio i Por que factor k debe multiplicarse 
la intensidad / del sonido de su amplificador de audio para que el 
nivel del sonido aumente 10 dB? 

80. Amplificadores de audio Usted multiplied la intensidad del 
sonido de su sistema de audio por un factor de 10. ^Cuantos deci- 
beles aumento el nivel del sonido? 


87. Casi todas las calculadoras cientlficas tienen teclas para logio x y 
In x. Para determinar logaritmos en otras bases, se utiliza la ecua¬ 
cion (5), log a x = (lnx)/(lna). 

Determine los siguientes logaritmos con cinco decimales de pre¬ 
cision. 

a. log 3 8 b. log 7 0.5 

c. log 20 17 d. logo.s 7 

e. lnx, dado que logiox = 2.3 

f. In x, dado que log 2 x = 1.4 

g. In x, dado que log 2 x = —1.5 

h. lnx, dado que logiox = —0.7 

88. Factores de conversion 

a. Demuestre que la ecuacion para convertir logaritmos de base 
10 en logaritmos de base 2 es 

, In 10 , 

l° g 2 x = -j^y logio x. 

b. Demuestre que la ecuacion para convertir logaritmos en base 
a a logaritmos en base b es 

log &* = yf \o% a x. 
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89. Familias de eurvas ortogonales Demuestre que todas las cur- 
vas en la familia 

1 -> 

y = -y x + k 

(k cualquier constante) son perpendiculares a todas las eurvas en 
la familia y = In x + c (c cualquier constante) en sus puntos de in- 
terseccion. (Vea la figura siguiente). 



90. Relation inversa entre e' y In x Averigiie que tan buena es su 
calculadora para evaluar las composiciones 

e lnx y In (e 1 ). 

91. Una representation decimal de e Por medio de la resolution 
de la ecuacion In x = 1, determine e con tantos decimales como 
permita su calculadora. 


Q 92. ^Cual es mas grande, tt‘ o e’ r ? Las calculadoras han develado 
parte del misterio de esta, alguna vez, dificil pregunta. (Realice 
los calculos y compruebelos; vera que el resultado es sorprenden- 
temente parecido en cada caso). Tambien puede responder esta 
pregunta sin ayuda de una calculadora. 

a. Determine una ecuacion para la llnea que pasa por el origen y 
es tangente a la grafica de y = lnx. 



b. Con base en las graficas de y = In x y la recta tangente, pro- 
porcione un argumento para explicar por que In x < x/e para 
toda x positiva, r/c. 

c. Demuestre que ln(x c ) < x para toda x positiva, x A e. 

d. Concluya que x e < e* para toda x positiva, x A e. 

e. Por lo tanto, ^.cual es mas grande, ir e oe T ? 


7.5 


Crecimiento y decaimiento exponenciales 


Las funciones exponenciales aumentan o disminuyen muy rapidamente con cambios en la 
variable independiente, tal como puede observarse en una amplia variedad de situaciones 
naturales e industriales. La diversidad de modelos que tienen como base estas funciones ex¬ 
plica, en parte, su importancia. 


Ley de cambio exponential 

A1 modelar muchas situaciones reales, una cantidad y aumenta o disminuye a una velocidad 
proporcional a su magnitud en un instante dado, t. Ejemplos de tales magnitudes incluyen 
la cantidad de un material radiactivo que decae, fondos que generan interes en una cuenta 
bancaria, el tamano de una poblacion y la diferencia de temperaturas entre una taza de ca¬ 
fe caliente y la de la habitacion. Tales cantidades cambian de acuerdo con la ley de cambio 
exponencial, que deduciremos en esta seccion. 

Si denominamos pory 0 a la cantidad presente en el instante /= 0, podemos determinar 
V como una funcion de t, resolviendo el problema de valor inicial siguiente: 


Ecuacion diferencial: 


dy 

dt 


ky 


Condicion inicial: y = yo cuando t = 0. 


(1) 


Si y es positiva y creciente, entonces k es positiva y decimos, de acuerdo con la ecuacion 
(1), que la tasa de crecimiento es proporcional a lo que se tiene acumulado. Siy es positi¬ 
va y decreciente, entonces k es negativa y decimos, de acuerdo con la ecuacion ( 1 ), que la 
tasa de decaimiento es proporcional a la cantidad que aun queda. 
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Resulta claro que, si y 0 = 0, la funcion constante y = 0 es una solucion de la ecuacion 
(1). Para determinar las soluciones distintas de cero, dividimos la ecuacion (1) entrey: 


1 

y 


dy 

dt 


= k 


1 dy At 

y dt d 

= J k dt 

Integrar respecto de t; 

In \y\ 

= kt + C 

f ( 1/m) du = in | u | + C 

\y\ 

= e kt+c 

Exponenciar. 

\y\ 

= e c -e kt 

e a+b = e a. £ b 

y 

= ±e c e kt 

Si |_y| = r, entonces^ = 

y 

II 

Hi 

A es una forma abreviada 
de ±e c . 


Permitiendo que A tome el valor cero, ademas de todos los valores posibles ±e c , podemos 
incluir la solucion y = 0 en la formula. 

Para determinar el valor de A del problema con valor inicial, despejamos A cuando 
v = y 0 yt = 0: 

yo = Ae k '° = A. 

Por lo tanto, la solucion del problema con valor inicial es y = yoe kl . 

Se dice que las cantidades que cambian de esta manera experimentan un crecimiento 
exponencial, si k> 0, y un decaimiento exponencial si k< 0. 


Ley de cambio exponencial 

y = yoe kt ( 2 ) 

Crecimiento: k > 0 Decaimiento: k < 0 
El niimero k es la tasa (razon) constante de la ecuacion. 


La deduccion de la ecuacion (2) muestra que las linicas funciones que son su propia 
derivada son multiplos constantes de la funcion exponencial. 

Crecimiento ilimitado de poblacion 

Estrictamente hablando, el niimero de individuos en una poblacion (por ejemplo de perso¬ 
nas, plantas, zorros o bacterias) es una funcion no continua del tiempo, ya que toma valo¬ 
res discretos. Sin embargo, cuando el niimero de individuos se vuelve bastante grande, la 
poblacion puede aproximarse por medio de una funcion continua. En muchos contextos, 
otra hipotesis razonable es la diferenciabilidad de la funcion que se usa para aproximar, ya 
que permite el uso de calculo para modelar y predecir el tamano de la poblacion. 

Si suponemos que la proporcion de individuos que se reproducen permanece constante 
y damos por sentada una fertilidad constante, la tasa (razon) de nacimientos es proporcio- 
nal al niimero y(t) de individuos presentes en cualquier instante t. Tambien supondremos 
que la tasa de mortalidad de la poblacion es estable y proporcional ay(t). Si ademas no to- 
mamos en cuenta la migracion (emigracion e inmigracion), la tasa de crecimiento dy/dt es 
la tasa de nacimiento menos la tasa de mortalidad, que es igual, bajo nuestras hipotesis, a 
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la diferencia entre las dos proporciones. En otras palabras, dy/dt = ky, por lo que 
y = yoe kt , dondey 0 es el tamano de la poblacion en el instante t = 0. Como con todo creci- 
miento, este podrla tener limitaciones debido al entorno, aqul ignoraremos ese hecho (para 
analizarlo en la seccion 9.5). 

En el ejemplo siguiente partiremos de este modelo poblacional para ver como el nu- 
mero de individuos infectados por una enfermedad en una poblacion, disminuye cuando la 
enfermedad se trata de manera apropiada. 

EJEMPLO 1 Reduccion del numero de individuos afectados por una enfermedad 
infecciosa 

Un modelo para analizar como erradicar una enfermedad tratandola de manera apropiada, 
supone que la tasa dy/dt a la que el numero de individuos infectados cambia es proporcio- 
nal al numero y. El numero de personas sanadas es proporcional al numero de individuos 
infectados. Suponga que, en el curso de cualquier ano dado, el numero de casos de indivi¬ 
duos afectados por una enfermedad se reduce 20%. Si actualmente hay 10,000 casos, 
/.cuantos anos seran necesarios para reducir el numero a 1000? 

Utilizamos la ecuacion y = yoe kt . Hay tres valores por determinar: el de y 0 , 
el de k y el tiempo t cuando y = 1000. 

Valor de y (l . Tenemos libertad de iniciar la cuenta del tiempo en cualquier instante. Si 
contamos a partir de hoy, entonces y = 10,000 cuando t = 0, de manera que y 0 = 10,000. 
Ahora, nuestra ecuacion es 

y = 10,000^'. (3) 

Valor de k. Cuando t = 1 ano, el numero de casos sera 80% de su valor actual, es decir, 
8000. De aqui que, 

8000 = 10,000e*« 
e k = 0.8 

In ( e ) = In 0.8 Tomar logaritmos de ambos lados. 

k = In 0.8 < 0. 

En cualquier instante dado t, 

y = 10,000e (ln °- 8) '. (4) 

Valor de t que hacev = 1000. En la ecuacion (4) hacemos y igual a 1000 y despejamos t : 

1000 = 10,000e (ln °' 8) ' 

e (ln0.8)r = o j 

(In 0.8)t = In 0.1 Tomar logaritmos de ambos lados. 

In 0.1 _ , A - 
t = — — « 10.32 anos. 

In 0.8 

Se requerira un poco mas de 10 anos para reducir a 1000 el numero de casos. 

Interes compuesto de forma continua 

Si usted invirtiera una cantidad de dinero A 0 a una tasa de interes anual fija (expresada co¬ 
mo un decimal), y si el interes se agregara a su cuenta k veces al ano, la formula calcular 
para la cantidad de dinero que tendria al final de t anos es 
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El interes podrla anadirse (los banqueros dicen “componerse” o “capitalizarse”) cada mes 
(A = 12), cada semana (k = 52), cada dla (A = 365) o incluso de manera mas frecuente, di- 
gamos cada hora o cada minuto. Tomando el llmite cuando el interes se compone cada vez 
con mayor frecuencia, llegamos a la formula siguiente para determinar la cantidad de di- 
nero acumulado al cabo de t anos: 


11m A, 

k— »oo 


11m Aq I 1 + 


k—>co 


kl 


A o 11m 1 + 


k—» oo 


\ r rt 

r Y 


11m ( 1 + | V 


A 0 


11 m (1 + x) 

.Y —*0 


Vx 


Cuando k —■* oo J- —» 0 
k 

Sustituir x = 4- 
k 

Teorema 4 


La formula resultante para determinar la cantidad de dinero que habra en su cuenta al 
cabo de t anos es 

A(t) = A 0 e rt . (6) 

De acuerdo con esta formula, decimos que el interes que se paga se compone de manera 
continua. El numero r se denomina tasa de interes continua. El monto que habra al cabo 
de t anos se calcula a partir de la ley de cambio exponencial que se da en la ecuacion (6). 


EJEMPLO 2 Cuenta de ahorros 

Suponga que se depositan $621 en una cuenta bancaria que paga 6% de interes compuesto 
de manera continua. ( 'C 'uanto dinero habra en la cuenta 8 anos despues? 


Utilizamos la ecuacion con Aq = 621, r = 0.06 y t = 8: 

48) = 621e (006)(8) = 62 le 0 ' 48 = 1003.58 Redondeado a centavos 

Si el banco pagase el interes trimestralmente (k = 4 en la ecuacion 5), la cantidad que 
habria en la cuenta al final del periodo seria de $1000.01. En consecuencia, el efecto del 
interes compuesto de manera continua ha dado lugar a una suma adicional de $3.57. Un 
banco podria decidir que vale la pena pagar esa suma adicional para poder anunciar, “Sus 
intereses se capitalizan cada segundo, dia y noche”, o mejor aun, “Sus intereses se capita- 
lizan de manera continua”. 


Radiactividad 


Para el gas radon 222, t se mide en dlas y 
k = 0.18. Para el radio 226, que se 
utilizaba en las caratulas de los relojes 
para que brillaran en la oscuridad (una 
practica peligrosa), t se mide en anos y 
k = 4.3 X 10~ 4 . 


Algunos atomos son inestables y pueden emitir masa o radiacion espontaneamente. Este 
proceso se denomina decaimiento radiactivo, y al elemento cuyos atomos lo sufren de 
manera espontanea se le llama elemento radiactivo. Cuando un atomo emite parte de su 
masa en este proceso de radiactividad, suele ocurrir que el resto de los atomos se reestruc- 
turen para formar algun nuevo elemento. Por ejemplo, el carbono 14 radiactivo decae en 
nitrogeno, y el radio, a lo largo de varios pasos radiactivos intermedios, se transforma 
en plomo. 

Los experimentos han demostrado que, en cualquier instante, la tasa a la que decae 
un elemento radiactivo (medida como el numero de nucleos que cambian por unidad de 
tiempo), es aproximadamente proporcional al numero de nucleos radiactivos presentes. 
Por lo tanto el decaimiento de un elemento radiactivo se describe por medio de la ecuacion 
dy/dt = -At, k > 0. Por convencion aqui se utiliza -k (k > 0) en lugar de k (k< 0) para ha- 
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cen hincapie en el hecho de que y decrece. Si y 0 es el numero de nucleos radiactivos pre- 
sentes en el instante cero, su numero en cualquier instante posterior t sera 

y=yoe~ kt , k>0. 

EJEMPLO 3 Vida media de un elemento radiactivo 

La vida media de un elemento radiactivo es el tiempo que se requiere para que la mitad 
de los nucleos de una muestra del mismo se desintegren. Resulta interesante mencionar 
que la vida media es una constante que no depende del numero de nucleos radiactivos que 
habia al principio en la muestra, sino de la sustancia radiactiva de que se trate. 

Para comprender por que, sea y 0 el numero de nucleos radiactivos al principio en la 
muestra. Entonces, el numero v de nucleos en cualquier instante t sera y = yoe k '. Busca- 
mos el valor de t en el que el numero de nucleos radiactivos presentes sea igual a la mitad 
del numero original: 


—kt 1 

yoe = yLo 



-kt 


In y = —In 2 


Regia del reclproco para logaritmos 


t = 


In 2 
k 


Este valor de t es la vida media del elemento. Depende unicamente del valor de k; el nu¬ 
mero Vo no ejerce ninguna influencia. 


Vida media = 


In 2 


(7) 


EJEMPLO 4 Vida media del polonio 210 

La vida efectiva de radiactividad del polonio 210 es tan breve que se mide en dias en lugar 
de hacerlo en anos. En una muestra que inicialmente tenia v 0 atomos radiactivos, el nume¬ 
ro de atomos radiactivos restantes, al cabo de t dias, es 

Determine la vida media del elemento. 

Solucion 


Vida media = 


In 2 


In 2 

” 5 X 1(T 3 
~ 139 dias 


Ecuacion (7) 

La k de la ecuacion de decaimiento 
del polonio 


EJEMPLO 5 Fechado con carbono 14 

En ocasiones, el decaimiento de elementos radiactivos puede utilizarse para fechar hechos 
ocurridos en el pasado de la Tierra. En un organismo vivo, la razon de carbono radiactivo, 
carbono 14, a carbono ordinario permanece constante durante su vida, siendo aproximada- 
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mente igual a la razon del entorno del organismo en su epoca. Sin embargo, al morir el or- 
ganismo ya no ingiere carbono 14, y la proporcion de dicho elemento en sus restos dismi- 
nuye conforme decae. 

Para el fechado con carbono 14, los cientlficos emplean la cifra de 5700 anos como 
vida media (en los ejercicios veremos mas acerca del fechado con carbono 14). Determinar 
la edad de una muestra en la que 10% del nucleo radiactivo original se ha desintegrado. 


Utilizamos la ecuacion de decaimiento _v = yoe kl . Debemos determinar dos 
cosas: el valor de k y el valor de t cuando y es 0.9y 0 (aun se conserva 90% de los nucleos 
radiactivos). Esto es, determinamos t cuando yoe~ kt = 0.9yo, o e~ kt = 0.9. 

Valor de k: Utilizamos la ecuacion (7) para determinar la vida media: 

k = " .. = (alrededorde 1.2 X 10~ 4 ) 

vida media 5700 


Valor de t que hace e kt = 0.9: 

e~ kt = 0.9 

e —(In 2/5700 )t = q 9 

In 2 


5700 


t = In 0.9 


t = 


5700 In 0.9 
In 2 


Tomamos logaritmos en ambos lados 


866 anos. 


La muestra tiene una antigiiedad de aproximadamente 866 anos. 


Transferencia de calor: ley de enfriamiento de Newton 

Cuando se deja sopa en un tazon metalico, esta se enfria hasta llegar a la temperatura am- 
biente. Un lingote de plata caliente sumergido en agua se enfria hasta alcanzar la tempe¬ 
ratura del liquido. En situaciones como estas, la velocidad a la que la temperatura de un 
objeto cambia en cualquier instante es casi proporcional a la diferencia entre su temperatura 
y la temperatura del medio que lo rodea. Aunque tambien se aplica al fenomeno de calen- 
tamiento, esta observacion se denomina ley de enfriamiento de Newton y hay una ecuacion 
para ella. 

Si H es la temperatura del objeto en el instante t y H MA es la temperatura constante del 
medio ambiente, la ecuacion diferencial es 


dH 

dt 


—k(H — H ma ) . 


Si sustituimos y por (H - H MA ), entonces 


dy 

dt 




dH_ 

dt 


dt (Hma) 


dH 

dt 


0 


Hma es constante 


= dH 
dt 

= ~k(H - H s ) 
= -ky. 


( 8 ) 


Ecuacion (8) 

H - Hma = y- 
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Ahora, sabemos que v = yoe kt es la solucion de dy/dt = —ky es donde y(0) = Jo- La sus- 
titucion de (H-H MA ) por y, nos indica que 

H ~ H ma = (H 0 ~ H MA )e- kt , (9) 

donde H 0 es la temperatura en t = 0. Esta es la ecuacion de la ley de enfriamiento de 
Newton. 


EJEMPLO 6 Tiempo para enfriar un huevo cocido 

Un huevo cocido a 98°C se sumerge en agua cuya temperatura es de 18°C. Despues de 5 
minutos, la temperatura del huevo es de 38°C. Suponiendo que el agua no se calienta de 
forma apreciable, /.cuanto tardara la temperatura del huevo en llegar a 20°C? 


Solucion Determinamos cuanto tarda el huevo en enfriarse de 98°C a 20°C, y sustitui- 
mos los 5 minutos que ya han transcurrido. Por medio de la ecuacion (9) con H MA = 18 y 
H 0 = 98, la temperatura del huevo al cabo de t min despues de sumergirlo en el agua es 

H= 18 + (98 - 18)e~* ( = 18 + 80e“*'. 


Para hallar k, utilizamos la informacion de que H= 38 cuando t= 5: 

38 = 18 + 80e~ 5i: 



— 5k = In ^ = —In 4 

k = j In 4 = 0.2 In 4 (aproximadamente 0.28). 


La temperatura del huevo en el instante / es H= 18 + 80e <0 ' 21,14)! . Ahora determinamos el 
instante t en el que H= 20: 

20 = 18 + 80e -(0 ' 21n4) ' 

8 0e - (0 - 21 n 4) < = 2 
(0-2 In 4)/ _ J_ 

40 


-(0.2 In 4 )t 
t 


ln 40 = 


In 40 
0.2 In 4 


-In 40 


~ 13 min. 


La temperatura del huevo sera de 20°C, 13 minutos despues de sumergirlo en el agua para 
enfriarlo. Puesto que requirio 5 minutos para llegar a 38°C, tardara casi 8 minutos mas pa¬ 
ra alcanzar los 20°C. 


EJERCICIOS 7.5 


Las respuestas a casi todos los los ejercicios siguientes se dan en ter- 
minos de logaritmos y exponenciales. Utilizar una calculadora podria 
serle util para expresar las respuestas en forma decimal. 

1. La evolucion humana continua El analisis sobre decrecimien- 
to de los dientes realizado por C. Loring Brace y sus colegas del 


Museo de Antropologla de la Universidad de Michigan, indica 
que el tamano de los dientes humanos decrece de manera conti¬ 
nua y que el proceso de evolucion no se detuvo hace aproxima¬ 
damente 30,000 anos como muchos cientificos aseguran. Por 
ejemplo, el tamano de los dientes de los europeos septentrionales 
hoy en dia disminuye a razon de 1% por cada 1000 anos. 
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a. Si t representa el tiempo, en anos, y y representa el tamano de 
los dientes, use la condition y = 0.99vo cuando t = 1000 para 
determinar el valor de k en la ecuacion y = y 0 e k '. Luego use 
este valor de k para responder las siguientes preguntas. 

b. ^Cuantos anos pasaran para que los dientes humanos tengan 
90% de su tamano actual? 

c. ^Cual sera el tamano de los dientes de nuestros descendientes 
dentro de 20,000 anos (como porcentaje del tamano actual)? 

(Fuente: LSA Magazine, primavera 1989, vol. 12, num. 2, pag. 
19, Ann Arbor, Michigan). 

2. Presion atmosferica La presion atmosferica de la Tierra, p, 
suele modelarse suponiendo que la tasa dp/dh a la que cambia 
p de acuerdo con la altura sobre el nivel del mar, h, es proportio¬ 
nal a p. Suponga que la presion al nivel del mar es de 1013 mili- 
bares (aproximadamente 14.7 libras porpulgada cuadrada), y que 
a una altura de 20 km es de 90 milibares. 

a. Resuelva el problema con valor inicial 

Ecuacion diferencial: dp/dh = kp (k una constante) 
Condition inicial: p —p a cuando h = 0 

para expresar a p en terminos de h. Determine los valores de 
p 0 y k a partir de la information de altura y presion dada. 

b. ^Cual es la presion atmosferica a h = 50 km? 

c. i A que altura la presion es igual a 900 milibares? 

3. Reacciones quimicas de primer orden En algunas reacciones 
quimicas, la tasa a la que la cantidad de una sustancia cambia de 
acuerdo con el tiempo es proporcional a la cantidad presente. Por 
ejemplo, para la transformation de S-glucono lactona en acido 
gluconico tenemos 


dy 

dt 


— 0 . 6 y 


cuando t se mide en horas. Si hay 100 gramos de S-glucono lacto¬ 
na cuando t = 0, ^cuantos gramos quedaran despues de la primera 
hora? 

4. Inversion del azucar El procesamiento de azucar sin refinar in- 
cluye un paso denominado “inversion”, que cambia su estructura 
molecular. Una vez que este proceso inicia, la tasa de cambio de la 
cantidad de azucar sin refinar es proporcional a la cantidad de 
azucar que queda sin refinar. Si durante las primeras 10 horas, 
1000 kg de azucar sin refinar se reducen a 800 kg, ^que cantidad 
de azucar sin refinar quedara despues de otras 14 horas? 

5. Trabajo submarino La intensidad de la luz, L(x), a x pies bajo 
la superficie del oceano satisface la ecuacion diferencial 


Un buzo sabe, por experiencia, que la intensidad de la luz se redu¬ 
ce a la mitad cuando se esta a 18 pies de profundidad en el mar 
Caribe. Cuando la intensidad de la luz se reduce a menos de una 
decima parte de su valor en la superficie, es imposible trabajar sin 
luz artificial. ^Hasta que profundidad se puede trabajar sin luz ar¬ 
tificial? 


6. Voltaje en un condensador que se descarga Suponga que la 
electricidad fluye de un condensador a una velocidad que es pro¬ 
porcional al voltaje V que cruza sus terminales y que, si t se mide 
en segundos, 

dl = -± V 

dt 40 

Resuelva esta ecuacion para V, usando V 0 para denotar el valor de 
V cuando t = 0. ^Cuanto tardara el voltaje en reducirse a 10% 
de su valor original? 

7. Bacteria del colera Suponga que las bacterias de una colonia 
crecen sin freno, de acuerdo con la ley de cambio exponencial. La 
colonia inicia con 1 bacteria y su poblacion se duplica cada media 
hora. ^Cuantas bacterias tendra la colonia al termino de 24 horas? 
(En condiciones de laboratorio favorables, el numero de bacterias 
de colera puede duplicarse cada 30 minutos. En una persona in- 
fectada, muchas bacterias se destruyen, pero este ejemplo explica 
por que una persona afectada de colera que se siente bien en la 
manana, por la noche puede estar muy grave). 

8. Crecimiento de bacterias Una colonia de bacterias crece bajo 
condiciones ideales en un laboratorio, de modo que la poblacion 
aumenta de forma exponencial con el paso del tiempo. Despues 
de 3 horas hay 10,000 bacterias. Despues de 5, hay 40,000. ^Cuan- 
tas bacterias habia al principio? 

9. Incidencia de una enfermedad (Continuacion del ejemplo 1). 
Suponga que en cualquier ano dado el numero de casos puede re- 
ducirse 25% en lugar de 20%. 

a. ^Cuanto tardara en reducirse a 1000 el numero de casos? 

b. ^Cuanto tardara en erradicarse la enfermedad, esto es, en re- 
ducirse a menos de 1 el numero de casos? 

10. Poblacion de Estados Unidos El Museo de Ciencias en Boston 
lleva un registro permanente de la poblacion total de Estados Uni¬ 
dos. El 11 de mayo de 1993, el total crecia a razon de 1 persona cada 
14 segundos. A las 3:45 p.m. de ese dia, el total era de 257,313,431 
personas. 

a. Suponiendo que hay un crecimiento exponencial a razon 
constante, determine la constante para la tasa de crecimiento 
de la poblacion (personas por ano de 365 dias). 

b. A esta tasa, ^cual sera la poblacion de Estados Unidos a las 
3:45 p.m. del 11 de mayo de 2008? 

11. Agotamiento del petroleo Suponga que la cantidad de petroleo 
bombeado desde un pozo en Whittier, California, disminuye a 
una razon continua de 10% al ano. ^Cuando llegara la production 
a un quinto de su valor actual? 

12. Descuento continuo en precio Para alentar a los dientes a ha- 
cer compras de 100 unidades, el departamento de ventas de su 
compania aplica un descuento continuo, lo que hace del precio 
unitario una funcion p(x) del numero .r de unidades compradas. 
El descuento reduce el precio a razon de $0.01 por unidad com- 
prada. El precio por unidad para una orden de 100 unidades es 
^(100) = $20.09. 

a. Determine p(x) resolviendo el siguiente problema con valor 
inicial: 

dp i 

Ecuacion diferencial: -r- = — -rxx P 

dx 100 

Condition initial: p( 100) = 20.09. 
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b. Determine el precio unitario /?(10) para un pedido de 10 uni- 
dades y el precio unitario p(9 0) para un pedido de 90 unidades. 

c. El departamento de ventas se pregunta si este descuento es 
tan grande como para que el ingreso de la compania, 

r(x) = x • p(x), llegue a ser menor en un pedido de 100 uni¬ 
dades que, digamos, en uno de 90. Asegurese de mostrar que 
r tiene un valor maximo eiu = 100. 

d. Grafique la funcion ingreso r(x ) = xp(x), para 
0 < x < 200. 

13. Interes compuesto de manera continua Usted acaba de depo- 
sitar Aq dolares en una cuenta de banco que paga 4% de interes 
compuesto de manera continua. 

a. ^Cuanto dinero tendra en la cuenta dentro de 5 anos? 

b. ^Cuanto tardara en duplicarse la cantidad original? en tri- 
plicarse? 

14. La pregunta de John Napier John Napier (1550-1617), el ha- 
cendado escoces que invento los logaritmos, fue la primera persona 
en responder esta pregunta: ^que pasa si se invierte una cantidad 
de dinero a 100% de interes compuesto continuo? 

a. iQue pasa? 

b. ^Cuanto tarda en triplicarse el dinero? 

c. ^Cuanto se puede ganar en un ano? 

Justifique sus respuestas. 

15. El testamento de Benjamin Franklin El Franklin Technical 
Institute de Boston debe su existencia a una clausula del testa¬ 
mento de Benjamin Franklin. Parte de esa clausula dice: 

De ser posible, me gustaria seguir siendo util, aun despues 
de muerto, para la formacion y el progreso de otros jovenes 
que puedan ser utiles a su pais, tanto en Boston como en 
Filadelfia. Para tal fin lego 2000 libras esterlinas, de las 
cuales 1000 se destinaran en fideicomiso a los habitantes de 
Boston, Massachusetts, y el resto a los habitantes de la ciu- 
dad de Filadelfia, para los usos, intereses y propositos aqui 
citados y declarados. 

El plan de Franklin consistia en que se prestara dinero a jovenes 
aprendices, con una tasa de 5% de interes y con la condicion de 
que el acreedor pagara cada ano, junto 

... con el interes anual, una decima parte del capital, de 
manera que el total se utilice en emprestitos para nuevos 
beneficiarios... Si este plan se aplica con exito y sin inte- 
rrupcion durante 100 anos, los fondos llegaran a 131,000 li¬ 
bras, de las cuales los administradores del fideicomiso 
deberan destinar 100,000 a la realization de obras publicas 
elegidas a su discretion... Las 31,000 libras restantes 
seguiran generando intereses durante 100 anos mas en la 
forma descrita... De no interrumpirse esta operation por 
algun desafortunado accidente, al final de este segundo 
periodo la suma acumulada sera de 4,061,000 libras. 


No siempre fue posible encontrar tantos prestatarios como 
Franklin esperaba, pero los administradores del fideicomiso se 
esforzaron al maximo. En enero de 1894, cien anos despues de 
haberse constituido a partir del donativo de Franklin, el fondo 
habia crecido de 1000 libras a casi 90,000. En cien anos, el capi¬ 
tal se multiplied casi 90 veces, en lugar de las 131 que Franklin 
imagino. 

^Que tasa de interes compuesto continuo habria multiplica- 
do 90 veces el capital original de Franklin en un plazo de cien 
anos? 

16. ( Continuacion del ejercicio 15). Cuando Benjamin Franklin 
calculo que las 1000 libras originales aumentarian a 131,000 
en cien anos, uso una tasa de interes compuesto anual de 5%, 
acumulable una vez al ano. iQue tasa de interes anual acumulable 
de manera continua multiplicaria la suma original por 131 en cien 
anos? 

17. Radon 222 La ecuacion de decaimiento del gas radon 222 es 
y = yoe~ OASl , con t en dias. ^Cuanto tardara una muestra de radon 
sellada al vacio en reducirse a 90% de su valor original? 

18. Polonio 210 La vida media del polonio es de 139 dias, pero la 
muestra ya no sera util cuando se haya desintegrado 95% de los 
nucleos radiactivos presentes en ella al principio. ^Hasta cuantos 
dias despues de su llegada podra usarse esa muestra de polonio. 

19. La vida media de un nucleo radiactivo Los fisicos que usan la 
ecuacion de la radiactividad y = y^e kt Hainan vida media de un 
nucleo radiactivo al numero 1 /k. Para el radon es 1/0.18 = 5.6 
dias. La vida media de un nucleo de carbono 14 es de mas de 
8000 anos. Demuestre que 95% de los nucleos radiactivos presen¬ 
tes en la muestra se desintegraran antes de tres vidas medias, es 
decir, en el instante t = 3/k. Asi, la vida media del nucleo repre- 
senta un metodo sencillo para estimar cuanto dura la radiactividad 
de una muestra. 

20. Californio 252 ^Que elemento cuesta 27 millones de dolares 
por gramo y sirve para combatir el cancer cerebral, analizar el 
contenido de azufre del carbon y detectar explosivos ocultos? Se 
trata del Californio 252, un isotopo radiactivo tan raro, que en el 
mundo occidental solo se han obtenido 8 g desde que Glenn 
Seaborg lo descubrio en 1950. La vida media del isotopo es de 
2.645 anos: lo suficientemente larga para ser util y lo bastante 
corta para tener alta radiactividad por masa unitaria. Un micro- 
gramo del isotopo libera 170 millones de neutrones por segundo. 

a. iCual es el valor de k en la ecuacion de decaimiento de este 
isotopo? 

b. ^Cual es la vida media del isotopo? (Vea el ejercicio 19). 

c. ^Cuanto tardara en desintegrarse 95% de los nucleos radiacti¬ 
vos de una muestra? 

21. Enfriamiento de la sopa Suponga que un tazon de sopa se en- 
fria, pasando de 90 a 60°C en 10 minutos, en una habitacion con 
temperature de 20°C. Responda las siguientes preguntas usando 
la ley del enfriamiento de Newton. 

a. (-.Cuanto tiempo tardara la sopa en enfriarse a 35°C? 

b. En lugar de dejarla en la habitacion, la sopa, con temperature 
de 90°C, se guarda en un congelador a -15°C. ^Cuanto tarda¬ 
ra en enfriarse hasta alcanzar los 35°C? 
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22. Una viga a temperatura desconocida Una viga de aluminio 
expuesta al frio exterior entra en un taller de troquelado donde la 
temperatura se mantiene a 65°F. A los 10 minutos, la temperatura 
de la viga llega a 35°F, y despues de otros 10 alcanza los 50°F. 
Estime la temperatura inicial de la viga, utilizando la ley del en- 
friamiento de Newton. 

23. Un entorno de temperatura desconocida Una olla con agua 
tibia (a 46°C) se guarda en un refrigerador. A los 10 minutos, la 
temperatura del agua es de 39°C; 10 minutos despues, su tempe¬ 
ratura es de 33°C. Utilizando la ley del enfriamiento de Newton, 
estime a que temperatura esta el refrigerador. 

24. Enfriamiento de plata en el aire La temperatura de un lingote 
de plata es ahora 60°C mas alta que la temperatura ambiente. Ha- 
ce 20 minutos era 70°C mas alta que esta. ^Cuanto mas alta que la 
temperatura ambiente estara la de la plata... 

a. dentro de 15 minutos? 

b. dentro de 2 horas? 

c. ^Cuando estara a 10°C por encima de la temperatura am¬ 
biente? 


25. La edad del Lago Crater El carbon vegetal de un arbol tirado 
por la eruption volcanica que formo el Lago Crater, ubicado en 
Oregon, contenia 44.5% del carbono 14 que se encuentra de ordi- 
nario en la materia viva. <(Que edad tiene el Lago Crater? 

26. Sensibilidad del fechado con carbono 14 a la medicion Veamos 
este caso hipotetico para apreciar el efecto de un error relativa- 
mente pequeiio en la estimation del contenido de carbono 14 de 
una muestra cuya antigiiedad desea determinarse: 

a. Un hueso fosil descubierto en el centre de Illinois en el aiio 
2000 d.C., conserva 17% de su carbono 14 original. Estime 
en que aiio murio el animal al que pertenecio dicho hueso. 

b. Repita el inciso (a) suponiendo que el contenido de carbono 
14 es de 18% en lugar de 17%. 

c. Repita el inciso (a) suponiendo que el contenido de carbono 
14 es de 16% en lugar de 17%. 

27. Falsificaciones de arte Un cuadro atribuido a Vermeer (1632- 
1675), que hoy no podria contener mas de 96.2% de su carbono 
14 original, contiene 99.5%. (.Cual es la antigiiedad de la falsifi¬ 
cation? 


7.6 


Razones de crecimiento relativas 


y 



En matematicas, ciencias de la computation e ingenieria, suele ser importante comparar 
las razones a las que las funciones de x crecen a medida que x se incrementa. Debido a su 
muy rapido crecimiento, las funciones exponenciales son de interes en estas comparacio- 
nes, mientras que las funciones logarltmicas lo son debido a su muy lento crecimiento. En 
esta section hablaremos de las notaciones o pequena y O grande para describir los resulta- 
dos de estas comparaciones. Nuestra atencion se restringira a las funciones cuyos valores 
son eventualmente positivos y permanecen asi cuando x —» oo. 

Razones de crecimiento de las funciones 

Quiza haya notado que las funciones exponenciales como 2' y e x parecen crecer mas rapido 
que las funciones polinomiales y racionales, cuando x toma valores grandes. En realidad, 
estas exponenciales crecen mas rapidamente que x misma y, como puede ver en la figura 
7.14, 2* sobrepasa por mucho a x 2 a medida que x aumenta. De hecho, cuando x —* oo, las 
funciones 2 X y e x crecen mas rapido que cualquier potencia de x, incluso que x 1 ' 000,000 (ejer- 
cicio 19). 

Para ver que tan rapido crecen los valores de y = e 1 a medida que x aumenta, imagine 
que graficamos la funcion en un pizarron enorme, dividiendo los ejes en centimetros. En 
x = 1 cm, la grafica esta e 1 ~ 3 cm por arriba del eje x. En x = 6 cm, la grafica se encuen¬ 
tra a e 6 « 403 cm ~ 4 m de altura (casi esta saliendo por el techo, si no es que ya lo hizo). 
En x = 10 cm, la grafica esta e 10 ~ 22,026 cm ~ 220 m de altura, es decir, a una altura su¬ 
perior a la de casi todos los edificios. En x = 24 cm, la grafica esta a mas de la mitad de la 

distancia entre nuestro planeta y la Luna, y en x = 43 cm del origen, la grafica tiene una 
altura suficiente para llegar a la estrella vecina mas cercana al Sol, una estrella enana roja 
llamada Proximo Centauri: 

e 43 « 4.73 X 10 18 cm 
= 4.73 X 10 13 km 
~ 1.58 X 10 8 segundos luz 
~ 5.0 anos luz 


En el vaclo, la luz viaja a 
300,000 km/seg. 


FIGURA 7.14 Las graficas de ti, 2 jr yx 2 . 
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FIGURA 7.15 Graficas a escala de e 1 
y In x. 


Entre la Tierra y Proxima Centauri hay una distancia aproximada de 4.22 anos luz. Con 
x = 43 cm del origen, la grafica esta a menos de 2 pies a la derecha del cje>\ 

En contraste, las funciones logaritmicas como y = log 2 x y y = I n x crecen mas lenta- 
mente que cualquier potencia positiva de x cuando x—> oo (ejercicio 21). A1 dividir los 
ejes en centlmetros, listed tendrla que alejarse casi 5 anos luz a lo largo del eje x para en- 
contrar un punto en donde la grafica de y = In x tenga una altura de y = 43 cm. Vea la figu¬ 
re 7.15. 

Estas importantes comparaciones entre las funciones exponencial, polinomial y loga- 
ritmica pueden hacerse con precision definiendo que significa que una funcion/(x) crezca 
mas rapido que otra funcion g(x) cuando x —* oo. 


DEFINICION Razones de crecimiento cuando x^> oo 
Sean /(x) y g(x) positivas para x suficientemente grande. 

1. /crece mas rapido que g cuando x —* oo si 

lim 

x—*oo 

o, de forma equivalente, si 


lim 

»oo 


fix) 

gix) 


= OO 


g(x) 

fix) 


= 0. 


Tambien decimos que g crece mas lento que/ cuando x —> oo . 
2- fyg crecen a la misma razon cuando x —> oo si 


lim 

x—>oo 


fix ) 

g(x) 


= L 


donde L es finita y positiva. 


De acuerdo con estas definiciones, y = 2x no crece mas rapido que v = x. Las dos fun¬ 
ciones crecen a la misma razon, ya que 

lim = lim 2 = 2, 

x —»co x x -*oo 

que es un limite finito y distinto de cero. Esta aparente contradiccion con el sentido comun 
se debe a que necesitamos que, al comparer con f el significado de “/ crece mas rapido 
que g” implique que, para valores grandes de x, g sea despreciable. 


EJEMPLO 1 Comparaciones utiles de razones de crecimiento 
(a) e x crece mas rapido que x 2 a medida que x —* oo, ya que 


e* £ e* 

lim -y = lim ■=- = lim ~xr = oo. 

- r —>CO AX x —^00 A 


>oo X 


oo / oo oo / oo 

(b) 3 X crece mas rapido que 2 X cuando x - 


Aplicando dos veces la regia de L’Hopital 

■ oo ya que 


lim 

x —*00 


y 

2 X 


= lim 

X-*CO 



= 00 . 
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(c) x 2 crece mas rapido que In x cuando x —» oc, ya que 


, X r 2,X , 0 

lim j — = lim 77- = lim 2x = 00 . 
x —*00 Inx x—»oo \/x *00 


(d) In x crece mas lentamente que x cuando x —> 00 ya que 


r In x , 1 / x 

lim r — lim —,— 

x *00 A x^oo 1 


= lim 4 = 0 . 

x—>00 x 


EJEMPLO 2 Funciones exponencialy Logaritmica con bases diferentes 

(a) Como sugiere el ejemplo lb, las funciones exponenciales con bases diferentes nunca 
crecen a la misma razon cuando x —» 00 . Si a > b > 0, a x crece mas rapido que b x . Ya 
que ( a/b ) > 1 , 


lim 

x —*00 


a ^ 
b x 



= 00 . 


(b) A diferencia de las funciones exponenciales, las funciones logaritmicas con bases di¬ 
ferentes ay b siempre crecen a la misma razon cuando x—*(Xj'. 


log fl x In x/In a 

lim -= lim - j—- 

x—*co log* x x —*00 In x/In b 


In b 
In a' 


Esta razon limite siempre es finita y nunca es cero. 


Si/crece a la misma razon que g a medida que x —» 00 y g crece a la misma tasa que h 
cuando x —* 00 , entonces/crece a la misma razon que h cuando x —*■ 00 . Esto se debe a que 


implican que 


lim 7 = Li y 

x —*00 £ 


lim f 
x—>oo n 


Li 


f f 

lim 7 = lim 7 

x—>00 n x—»oo <5 


g 

h 


L 1 L 2 . 


Si L\ y L 2 son finitos y distintos de cero, entonces tambien lo es L\L 2 . 


EJEMPLO 3 Funciones que crecen a la misma razon 

Demostrar que Vx 2 + 5 y (2Vx — 1 ) 2 crecen a la misma razon cuando x —» 00 . 


Solucion Demostramos que las funciones crecen a la misma razon, demostrando que 
ambas crecen a la misma razon que la funcion/(x) = x: 


lim 

x —>00 


Vx 2 + 5 

x 



= 1, 


lim 

X—»0O 


(2Vx - l ) 2 


lim 

x >00 




lim 

x —*00 



= 4 . 
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Orden y notacion 0 

A continuacion hablaremos de la notacion “o pequeiia” y “O grande”, inventada por varios 
teoricos hace un siglo, y que ahora es de uso comun en el analisis matematico y en las 
ciencias de la computacion. 


DEFINICION o pequeiia 

f(x) 

Una funcion f es de orden mas pequeno que g cuando x — > oo, si lim —— = 0. 

x-*°° g(x) 

Esto lo indicamos escribiendo / = o(g) (“/ es o pequeiia de g”). 


Observe que / = o(g) cuando x —» oo, es otra forma de decir que / crece mas lentamente 
que g a medida que x —> oo. 

EJEMPIO 4 Uso de La notacion o pequeiia 

In x 

(a) lnx = o(x) cuando x—> oo ya que lim — zr- = 0 

JC-»00 A 

x 2 

(b) x 2 = o(x 3 + 1) cuando x —> oo ya que lim ,- = 0 

x^>°° X + 1 


DEFINICION 0 grande 

Sean /(x) y g(x) positivas para x suficientemente grande. Entonces/es a lo mas 
del mismo orden que g cuando x —* oo, si existe un entero positivo M para el 
que 


fix) 

g(x) 


■ M, 


para x suficientemente grande. Esto se indica escribiendo / = 0{g) (“f es O 
grande de g”). 


EJEMPLO 5 Uso de 0 grande 

(a) x + sen x = O(x) cuando x — * oo, ya que x + ^ en x < 2 para x suficientemente grande. 


(b) e x + x 2 = 0(e x ) cuando x —> oo ya que 


e x + x 


-> 1 cuando: 


(c) x = 0(e x ) cuando x —* oo ya que ^^Oa medida que x —>■ oo. 

Si analiza nuevamente la definicion, vera que/= o(g) implica/= 0(g) para funciones que 
son positivas para x suficientemente grande. Ademas, si/y g crecen a la misma razon, 
/= 0{g) y g=0(f) (ejercicio 11 ). 


Busqueda secuencial en comparacion con busqueda binaria 

En ciencias de la computacion, es frecuente que la eficiencia de un algoritmo se mida con- 
tando el numero de pasos que requiere una computadora para ejecutar el algoritmo. Puede 
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haber diferencias significativas en la manera en que los algoritmos disenados eficiente- 
mente realizan la misma tarea. Estas diferencias suelen describirse en notacion O grande. 
A continuacion se da un ejemplo. 

El Third New International Dictionary de Webster lista alrededor de 26,000 palabras 
que empiezan con la letra a. Una manera de saber si una palabra se encuentra en el diccio- 
nario consiste en recorrer la lista leyendo una palabra a la vez hasta que se localiza el ter- 
mino buscado o se determine que no esta. Este metodo, denominado busqueda secuencial, 
no aprovecha el que las palabras esten ordenadas alfabeticamente. 

Otro metodo para determinar si la palabra esta en el diccionario consiste en dividir la 
lista en dos (palabras mas, palabras menos) y buscar el termino en la mitad de la parte en 
donde es mas probable que este (gracias a que la lista esta ordenada alfabeticamente, sabe- 
mos cual de las mitades hay que examinar primero). Este metodo elimina aproximadamen- 
te 13,000 palabras en un solo paso. Si la palabra no se encuentra en el segundo intento, se 
divide otra vez en dos la mitad que la contiene. Se continua con este procedimiento hasta 
encontrar la palabra, dividiendo la lista en tantas mitades como sea necesario hasta que no 
queden palabras por revisar. /( 'uantas veces se tiene que dividir la lista para encontrar la 
palabra o saber que no se encuentra en ella? Cuando mucho 15 veces, ya que 

(26,000/2 15 ) < 1. 

Este metodo es, indudablemente, mejor que la busqueda secuencial, en la quiza se tengan 
que realizar 26,000 pasos. 

Para una lista de longitud n, un algoritmo de busqueda secuencial requiere del orden 
de n pasos para encontrar una palabra o determinar que no se encuentra en ella. Una bus¬ 
queda binaria, como se conoce al segundo metodo, requiere del orden de log 2 n pasos. La 
razon es que si 2 m ~ 1 < n < 2" ! , entonces m — 1 < log 2 « ^ m, y el tuimcro de particio- 
nes necesarias para reducir la lista a una palabra sera, cuando mucho, de m = \ log 2 n ], 
que es la funcion entera techo para log 2 n. 

La notacion O grande proporciona una manera compacta de decir esto. El numero de 
pasos en una busqueda secuencial en una lista ordenada es 0(n ); en el caso de una busqueda 
binaria, el numero de pasos es 0(log 2 n). En nuestro ejemplo hay una gran diferencia entre 
ambas posibilidades (26,000 contra 15), y esta solo puede aumentar de acuerdo con n, ya 
que n crece mas rapido que log 2 n cuando « —> oo (como en el ejemplo Id). 


EJERCICIOS 7.6 


Comparadones con la exponencial e x 

1. ^Cuales de las siguientes funciones crecen mas rapidamente que 
e x cuando x —* oo? ^Cuales crecen a la misma razon que e x l 


Comparadones con la potenda x 2 

3. ^Cuales de las siguientes funciones crecen mas rapidamente que 
x 2 cuando x —» oo? ^Cuales crecen a la misma razon que x 2 ? 


^Cuales crecen mas lentamente? 


^Cuales crecen mas lentamente? 


a. x + 3 

b. x 3 + sen 2 x 

a. x 2 + 4x 

b. x 5 — x 2 

c. Vx 

d. 4 X 

c. Vx 4 + X 3 

d. (x + 3) 2 

e. (3/2 Y 

f. e x ' 2 

e. x In x 

f. 2 X 

g- e*/2 

h. logiox 

g. x 3 e~ x 

h. 8x 2 

^Cuales de las siguientes funciones crecen mas rapidamente que 

4. ^Cuales de las siguientes funciones crecen mas rapidamente i 

e x a medida que x —■* oo? ^Cuales 

crecen a la misma razon que e x l 

x 2 a medida que x —> oo? ^Cuales 

crecen a la misma razon que 

^Cuales crecen mas lentamente? 


^.Cuales crecen mas lentamente? 


a. 10x 4 + 30x + 1 

b. xlnx — x 

a. x 2 + Vx 

b. 10x 2 

c. Vl + X 4 

d. (5/2 f 

c. x 2 e _x 

d. logio(x 2 ) 

e. 

f. xe x 

e. x 3 - x 2 

f. (l/lOV 

g. e cosx 

h. e x l 

g- (i.i Y 

h. x 2 + lOOx 
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Comparaciones con el logaritmo In x 

5. ^Cuales de las siguientes funciones crecen mas rapidamente que 
In x cuando x —* oo? <(Cuales crecen a la misma razon que In x? 
(.Cuales crecen mas lentamente? 


a. log 3 x b. In 2x 

c. In Vx d. Vx 


e. x 
g. 1/x 


f. 5 lnx 

h. e x 


6. ^.Cuales de las siguientes funciones crecen mas rapidamente que 
in x cuando x —» oo? ^Cuales crecen a la misma razon que in x? 
^Cuales crecen mas lentamente? 


a. log 2 (x 2 ) 
c. 1/Vx 
e. x — 2 lnx 
g. In (lnx) 


b. logio lOx 
d. 1/x 2 

f. e~ x 

h. In (2x + 5) 


Ordenamiento de funciones segun la razon 
de crecimiento 

7. Ordene las siguientes funciones con respecto a su crecimiento (de 
la mas lenta a la mas rapida) cuando x —» oo. 

a. e x b. x x 

c. (lnx)* d. e x ! 2 

8. Ordene las siguientes funciones con respecto a su crecimiento (de 
la mas lenta a la mas rapida) cuando x —* oo. 

a. 2* b. x 2 

c. (In 2)* d. e x 


0 grande y o pequena; orden 

9. ^Cierto o falso? Cuando x —* oo, 
a. x = o(x) 
c. x = 0(x + 5) 
e. e* = oie 2 *) 
g. lnx = o(ln2x) 


b. x = o(x + 5) 
d. x = 0(2x) 
f. x + lnx = 0(x) 
h. Vx 2 + 5 = O(x) 


10. ^Cierto o falso? Cuando x —» oo, 


a. 


1 

x + 3 





e. e* + x = 0(e x ) 
g. In (lnx) = O(lnx) 


d. 2 + cosx = 0(2) 

f. xlnx = o(x 2 ) 

h. In (x) = o(ln(x 2 + 1)) 


11. Demuestre que si las funciones positivas fix) y g(x) crecen a la 
misma razon a medida que x —» oo entonces / = O(g) y g = O(f). 


12 . ^,En que caso el polinomio f(x) es de orden menor que el polino- 
mio g(x) a medida que x —» oo? Justifique su respuesta. 


13. ^En que caso el polinomio f(x) es, a lo mas, del mismo orden que 
el polinomio g(x) a medida que x —» oo. Justifique su respuesta. 


14. iQue revelan nuestras conclusiones de la seccion 2.4 respecto de 
los llmites de funciones racionales, acerca del crecimiento relati- 
vo de polinomios cuando x —» oo? 


Otras comparaciones 

15. Investigue 

In (x + 1) In (x + 999) 

11m -:- y 11m ---. 

x —»oo lnx x->oo lnx 

Despues utilice la regia de l'Hopital para explicar sus hallazgos. 

16. (Continuation del ejercicio 15). Demuestre que el valor de 

In (x + a) 

11m --- 

x — >co lnx 

es el mismo, sin importar el valor que se asigne a la constante a. 
<(Que dice esto acerca de las razones relativas a las que crecen las 
funciones/(x) = ln(x + a) y g(x) = In x? 

17. Demuestre que A/ lOx + 1 y "\/x + 1 crecen a la misma razon 
conforme x —> oo, comprobando que ambas crecen a la misma ra¬ 
zon que Vx cuando x —* oo. 

18. Demuestre que Vr+r y Vx—x 2 crecen a la misma razon a 
medida que x —» oo, comprobando que ambas crecen a la misma 
razon que x 2 cuando x —> oo. 

19. Demuestre que e x crece mas rapidamente, cuando x —» oo, que x" 
para cualquier entero positivo n, incluso x 1,000-000 . (Sugerencia: 
^Cual es la n-esima derivada de x"?) 

20. La funcion e x sobrepasa a cualquier polinomio Muestre que 
e* crece mas rapidamente, cuando x —» oo, que cualquier polino¬ 
mio 

a„x n + a„- ix K_1 + • • • + a\x + ao. 

21. a. Demuestre que In x crece mas lentamente, cuando xoo, que 

x lln para cualquier entero positivo n, incluso x 1/1,000,00 °. 

Q b. Aun cuando los valores de x 171,000,000 sobrepasan finalmente a 
los de In x, hay que avanzar mucho en el eje x antes de que 
eso ocurra. Determine un valor de x, mayor que 1, para el que 
x w 000 000 > In x. Observe que cuando x > 1, la ecuacion 
lnx = x 1 / 1,000,000 es equivalente a In (lnx) = (lnx)/l,000,000. 

c. Incluso x 1/10 tarda mucho en sobrepasar In x. Experimente con 
la calculadora para hallar el valor de x donde las graficas de 
x 1/10 y In x se cruzan, es decir, donde In x = 10 In (In x). 
Localice el punto de interseccion entre potencias de 10 y 
aproxime el punto mediante particiones sucesivas en mitades. 

d. ( Continuation del inciso (c)). El valor de x donde In x = 10 
ln(lnx) es demasiado lejano para que lo identifiquen algunas 
calculadoras graficadoras y programas de computo para calcu- 
lar ralces. Intentelo con el equipo disponible y observe los 
resultados. 

22. La funcion in x crece mas lentamente que cualquier polino¬ 
mio. Demuestre que In x crece mas lentamente, cuando x —» oo, 
que cualquier polinomio no constante. 
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Algoritmos y busquedas 

23. a. Suponga que tiene tres algoritmos diferentes para resolver un 
mismo problema, y que el numero de pasos que requiere cada 
uno es del orden de alguna de estas funciones: 

nlog 2 /J, n 3 / 2 , «(log 2 «) 2 . 

^Cual de los algoritmos es mas eficiente a la larga? Justifique 
su respuesta. 

El b. Grafique juntas las funciones de la parte (a) para apreciar la 
rapidez con que crece cada una. 


24. Repita el ejercicio 23 con estas funciones: 

n, y/n log 2 n, (log 2 n ) 2 . 

25. Suponga que busca un elemento en una lista ordenada de un mi- 
llon de elementos. ^Cuantos pasos requerirla para localizarlo con 
una busqueda secuencial? con una binaria? 

26. Si busca un elemento en una lista ordenada de 450,000 elementos 
(que es el numero de terminos incluidos en el Webster's Third 
New International Dictionary), /.cuantos pasos requerirla para lo¬ 
calizarlo con una busqueda secuencial? con una binaria? 


7.7 


Funciones trigonometricas inversas 


Las funciones trigonometricas inversas surgen cuando queremos calcular angulos con base 
en las medidas de los lados de un triangulo. Tambien proporcionan antiderivadas utiles y 
aparecen con frecuencia en las soluciones de las ecuaciones diferenciales. En esta section 
se muestra de que manera se definen, grafican y evaltian estas funciones, como se calculan 
sus derivadas y por que aparecen como antiderivadas importantes. 


Definition de las inversas 

Las seis funciones trigonometricas basicas no son inyectivas (sus valores se repiten de ma¬ 
nera periodica). Sin embargo, podemos restringir sus dominios a intervalos en los que 
sean inyectivas. La funcion seno aumenta desde -1 en x = —tt/2 hasta 1 en x = tt/2. A1 
restringir su dominio al intervalo [—ir/2, tt/2] la hacemos inyectiva, de modo que tiene 
una inversa, sen -1 x (figura 7.16). Restricciones similares pueden aplicarse a los dominios 
de las seis funciones trigonometricas. 


Restriction de Los dominios para que las funciones trigonometricas sean inyectivas 


Funcion Dominio Rango 



x = sen y 

senx 

77 

2 

y = sen -1 * 

/ Dominio: -1 < * < 1 
Rango: - tt /2 < y < tt /2 


i 

I >. x 


-i 

i 

cos X 

1 

N>|3 




[-77/2, V2] 


[0, 77] 


[- 1 , 1 ] 


[- 1 , 1 ] 




\ COS * 

I 1 > 

0 

7r\ 77 

A ! 

: 


FIGURA 7.16 La grafica de y = sen 1 x. 
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tanx (—7r/2,7r/2) ( — 00 , 00 ) 



cotx (0,77) 


( — 00 , 00 ) 


y 

COtJC 


_I_L 

0 77 77 

2 " 

\! 


secx [0, 77 / 2 ) U ( 77 / 2 , 77] ( — 00 , — 1] U [1, 00 ) y 



esc x 


[- 77 / 2 , 0) U (0,77/2] ( — 00 , —1] U [1, 00 ) 



Como ahora estas funciones restringidas son inyectivas, tienen inversas, que denota- 
mos de la siguiente manera: 


y = 

sen -1 x 

cos -1 x 

tan -1 x 

cot -1 x 

sec -1 x 

0 

y = 

arcsen x 

y = 

0 

y = 

arccos x 

y = 

0 

y = 

arctan x 

y = 

0 

y = 

arccot x 

y = 

0 

y = 

arcsec x 

y = 

CSC -1 X 

0 

y = 

arccsc x 


Estas ecuaciones se leen “y igual al arco seno de x” o “v igual al arcsen x” y asi suce- 
sivamente. 
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PRECAUCION El -1 en las expresiones de la inversa significa “inversa”. No significa re- 
clproco. Por ejemplo, el reciproco de sen x es (sen x) _1 = 1/senx = cscx. 

Las graficas de las seis funciones trigonometricas inversas se muestran en la figura 
7.17. Podemos obtenerlas reflejando las graficas de las funciones trigonometricas restrin- 
gidas con respecto de la recta y = x, como en la seccion 7.1. A continuacion analizaremos 
con mas detalle estas funciones y sus derivadas. 


Dominio: -1 £ x < 1 Dominio: -1 £ x £ 1 

Rango: -2 £ y < H Rango: 0 £ y £ ir 


y 


y 


77 




2 


\ - 

- 77 


/ y = sen L x 

\ 

y = cos 

1 

/ , 

\ 

77 

v 

i 


\2 

L 

77 

1 

\ 


2 

-1 

1 


-l 


x 


X 


(a) 


(b) 


Dominio:—oo < x < oo Dominio: x ^ — 1 ox> 1 

Rango: - ^ < y < ^ Rango: 0 £ y < ir, y # TL 



Dominio: j£-1oi> 1 Dominio:-oo < x < 

Rango: <y< Rango: 0 < y < n 



(e) 


(f) 


FIGURA 7.17 Graficas de las seis funciones trigonometricas 
inversas basicas. 


Las funciones arco seno y arco coseno 

El arco seno de x es el angulo en [—tt/2, tt/2\ cuyo seno es x. El arco coseno es un angu- 
lo en [0, 7r] cuyo coseno es x. 
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El "arco" en arco seno y 
arco coseno 

La figura siguiente da una interpretation 
geometrica de y — sen -1 x y y = cos -1 x 
para angulos medidos en radianes, que 
estan en el primer cuadrante. Para un 
circulo unitario, la ecuacion s = rd se 
convierte en s = 6, por lo que los angulos 
centrales y los arcos que subtienden 
tienen la misma medida. Si x = seny, 
entonces, ademas de ser el angulo cuyo 
seno es x, y tambien es la longitud del 
arco sobre el circulo unitario que 
subtiende un angulo cuyo seno es x. Asi, 
llamamos a y “el arco cuyo seno es x”. 

y 


x 2 + y~ = 1 Arco cuyo seno es x 



DEFINICION Funciones arco seno y arco coseno 

y = sen -1 x es el numero en [—tt/2, 77-/2] para el que seny = x. 
y = cos -1 x es el numero en [0, tt\ para el que cos y = x. 


y y = sen x, - j < x < | 

Dominio: [— tt / 2 , n / 2 ] 
Rango: [-1, 1] 



y 

x = sen y 


y = sen -1 x 

,j- Dominio: [-1, 1] 

2 Rango: [-ir/2, ir/2] 


_l_L 

-1 / 0 1 

7r _ 

2 


x 


\ 


(a) 


(b) 


FIGURA 7.18 Las graficas de (a) y = sen*, — 7r/2 < x £ 7t/ 2, y (b) su inversa, 
y = sen -1 x. La grafica de sen -1 x, que se obtuvo por medio de una reflexion con 
respecto de la recta y = x, es una parte de la curva x = sen y. 


La grafica de y = sen 1 x (figura 7.18) es simetrica con respecto del origen (coincide con la 
grafica de x = sen y). Por lo tanto, el arco seno es una funcion impar: 

sen _1 (— x) = — sen -1 *. (1) 

La grafica de y = cos -1 x (figura 7.19) no tiene tal simetria. 



y = cos x, 0 ^ x < 77 


Dominio: [0, tt] 

1 

Rango: [-1, 1] 


\ 

M 1 > 

0 

7T\ 77 

-1 

- 2 


(a) 


y 



x = cos y 

77 



y = cos -1 * 


Dominio: [ 

77 

2 

1 

~ Rango: [ 

-1 0 

i 


(b) 


FIGURA 7.19 Las graficas de (a) y = cos x, 0 £ x < tt, y (b) su inversa, 
y = cos -1 x. La grafica de cos -1 x, que se obtuvo por medio de la reflexion 
con respecto de la recta y = x, es una parte de la curva x = cos y. 


Los valores conocidos de sen x y cos x pueden invertirse para determinar los valores 
de sen -1 x y cos -1 x. 
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EJEMPLO 1 VaLores comunes de sen 1 x 


X 

sen 1 x 

V3/2 

tt/2) 

V2/2 

7t/4 

1/2 

tt/6 

-1/2 

—tt/6 

-V2/2 

—tt/4 

-V3/2 

—tt/2) 


X 

cos 1 x 

V3/2 

tt/6 

V2/2 

tt/4 

1/2 

tt/2 

-1/2 

2tt/3 

-V2/2 

37t/4 

-V3/2 

577/6 



Los angulos pertenecen al primero y cuarto cuadrantes, ya que el rango de sen 1 x es 
[-77-/2, -tt/2], 

EJEMPLO 2 VaLores comunes de cos _1 x 




y 



FIGURA 7.20 cos 'xycos '(—x) son 
angulos suplementarios (as! que su suma 
es 7r). 



Los angulos pertenecen al primero y segundo cuadrantes, ya que el rango de cos 1 x es 

[0, t r]. 


Identidades que incluyen arco seno y arco coseno 

Como podemos ver en la figura 7.20, el arco coseno de x satisface la identidad 

cos~'x + cos _1 (—.x) = 7 t, (2) 


o 


cos -1 (—x) = 7 t — cos _1 x. (3) 

Ademas, con base en el triangulo de la figura 7.21, podemos ver que para x > 0, 

sen~'x + cos _1 x = tt/2. (4) 

La ecuacion (4) tambien se cumple para los demas valores de x en [-1, 1], pero no es posi- 
ble llegar a esta conclusion a partir del triangulo de la figura 7.21. Sin embargo, es una 
consecuencia de las ecuaciones (1) y (3) (ejercicio 131). 


FIGURA 7.21 sen 1 x y cos 1 x son angu¬ 
los complementarios (asi que su suma es 
tt/2). 


Inversas de tan x, cot x, sec x y esc x 

El arco tangente de x es un angulo cuya tangente es x. El arco cotangente de x es un angu- 
lo cuya cotangente es x. 
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y = tan l x 
Dominio: (—°o, °°) 
Rango: (-tt! 2, tt / 2 ) 




FIGURA 7.22 Grafica de y = tan l x. 


y = cot -1 * 
Dominio: (—<*>, °°) 
Rango: (0, tt) 



FIGURA 7.23 Grafica de y = cot l x. 


y = sec _1 x 

Dominio: \x\ > 1 

Rango: [0, tt / 2 ) U (it/2, tt] 


y 



77 



77 


1 

2 

\ > 

-1 

0 

1 


FIGURA 7.24 Grafica de y = sec 


DEFINICION Fundones arco tangente y arco cotangente 

y = tan -1 x es el numero { — tt/2, tt/2) para el que tan y = x. 
y = cot -1 x es el numero (0, tt) para el que coty = x. 


Utilizamos intervalos abiertos para evitar aquellos valores en donde la tangente o la cotan¬ 
gente esten indefinidas. 

La grafica de y = tan -1 x es simetrica con respecto del origen, ya que es una rama de la 
grafica x = tan y, que es simetrica con respecto del origen (figura 7.22). Desde el punto de 
vista algebraico, esto significa que 

tan -1 (— x) = — tan~'x; 

el arco tangente es una funcion impar. La grafica de y = cot -1 x no tiene tal simetria (figu¬ 
ra 7.23). 

Las inversas de las restricciones de sec x y esc x se eligen para que resulten en las fun- 
ciones graficadas en las figuras 7.24 y 7.25. 


PRECAUCION No hay consenso acerca de como se debe definir sec 1 x para valores ne¬ 
gatives de x. Aqui se eligieron angulos en el segundo cuadrante, entre tt/2 y tt . Con esta 
eleccion sec -1 x = cos -1 (1/x) y tambien se logra que sec -1 x sea una funcion creciente en 
cada intervalo de su dominio. Para x < 0, en algunas tablas se elige que sec -1 x tome valo¬ 
res en [—tt, —tt/2) y en algunos textos que los valores se tomen en [tt, 2>tt/2) (figura 
7.26). Estas elecciones simplifican la formula para determinar la derivada (nuestra formula 
necesita signos de valor absoluto), pero no se cumple la ecuacion sec -1 x = cos -1 (1/x). 
Con base en ello, podemos deducir la identidad 


sec 


x = cos 



7r 
2 


— sen 



(5) 


aplicando la ecuacion (4). 


V = csc _1 x 

Dominio: |jc| a 1 

Rango: [— ttI 2 , 0) U (0, tt / 2 ] 


y 



Dominio: \x\ > 1 
Rango: 0 ^ 



FIGURA 7.25 Grafica de 
y = esc ^ x. 


FIGURA 7.26 Hay varias elecciones logicas 
para la rama izquierda de y = sec -1 x. Con 
la opcion A, sec -1 x = cos -1 (1/x), una 
identidad util que se emplea en muchas 
calculadoras. 
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X 

tan 1 x 

V~3 

7t/3 

1 

tt/4 

V3/3 

77/6 

-V3/3 

—7t/6 

-1 

“77-/4 

-V3 

— 77-/3 


EJEMPLO 3 VaLores comunes de tan 1 x 




Los angulos se encuentran en el primero y cuarto cuadrantes, ya que el rango de tan 1 x es 
(-7t/ 2 > 7r /2) • 


EJEMI LO 4 Determine cos a, tan a, sec a, esc a y cot a si 

-l 2 

a = sen y. 



FIGURA 7.27 Si a = sen 1 (2/3), 
entonces los valores de las otras funciones 
trigonometricas de a pueden leerse de este 
triangulo (ejemplo 4). 


Solucion Esta ecuacion dice que sen a = 2/3. Dibujamos a como un angulo en un 
triangulo rectangulo con cateto opuesto 2 e hipotenusa 3 (figura 7.27). La longitud del 
otro cateto es 

V 2 (3 ) 2 — (2 ) 2 = y/ 9 — 4 = \/5. 

Agregamos esta informacion a la figura y luego, con base en el triangulo completo, lee- 
mos los valores que necesitamos: 

V5 t 2 

cos a = — 5 —, tan a = —sec a = 

3 V5 


3 3 , V5 

—esc a = tt, cot a = —r—. 

V5 2 2 


EJEMPLO 5 Determinar sec (tan 1 j). 

Solucion Hacemos 6 = tan _ 1 (x/3) (para darle un nombre al angulo), y dibujamos 0 en un 
triangulo rectangulo con 

tan 6 = cateto opuesto/cateto adyacente = x/3. 

La longitud de la hipotenusa del triangulo es 

Vx 2 + 3 2 = Vx 2 + 9. 



Por lo tanto. 


sec 



= sec 6 


Vx 2 + 9 


hipotenusa 

sec 6 — 


3 


adyacente 
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FIGURA 7.28 Diagrama para la 
correction del curso (ejemplo 6), con 
distancias redondeadas a la milla mas 
proxima (el dibujo no esta a escala). 


EJEMPLO 6 Correction deL curso 

Durante un vuelo de Chicago a San Luis, el piloto determina que el avion se ha desviado 
12 millas de su curso, como se muestra en la figura 7.28. Determine el angulo a para un 
curso paralelo al original, el curso correcto, el angulo b y el angulo de correction c = a + b. 

Solution 


a 


sen 


12 

180 


0.067 radianes 


3.8° 


b = sen 1 ~ 0.195 radianes ~ 11.2° 

62 

c = a + b ~ 15°. 





y = sen l x 
Dominio: -1 < x < 1 
Rango: -tv 12 < y < tv 12 

- > x 


\ 


FIGURA 7.29 Graficadey = sen l x. 


Derivada de y = sen 1 u 

Sabemos que la funcion x = sen y es diferenciable en el intervalo — 7 t/2 < y < tt/2 y que 
su derivada, el coseno, es positivo en dicho intervalo. Por lo tanto, el teorema 1 de la sec- 
cion 7.1 nos asegura que la funcion inversa y = sen -1 x es diferenciable en todo el intervalo 
-1 < x < 1. No podemos esperar que sea diferenciable en x = 1 o x = -1, ya que en esos 
puntos las tangentes a la grafica son verticales (vea la figura 7.29). 

Determinamos la derivada de y = sen -1 x aplicando el teorema 1 con /(x) = sen x y 
f^{x) = sen~'x. 


(r l y(x) 



Teorema 1 

nr\x)) 


i 

cos (sen -1 x) 

f'(u) = cos u 

1 

cos u = V 1 - 

\/1 — sen 2 (sen -1 x) 

1 

sen (sen -1 x) 

Vl - x 2 


Otra deduction: En lugar de aplicar directamente el teorema 1, podemos determinar la 
derivada de y = sen -1 x por medio de diferenciacion implicita como sigue: 


sen v = x 


^(seny) = 1 


dy 

C0S - V dx = 1 


y = sen 1 x <=^> sen y - - x 


Derivar ambos lados respecto de x 


Regia de la cadena 


dy = l 
dx cos y 


Podemos dividir, ya que cos y > 0 
para —tv/2 < y < tv/2. 


1 

Vi - x 2 


cosy = 


V1 — sen 2 _y 
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Sin importar cual deduccion utilicemos, es necesario que la derivada dc y = sen 1 x 
con respecto de x es 

^y-(sen -1 x) = — . 1 . 

dx vr^v 

Si u es una funcion diferenciable de x con \u\ < 1, aplicamos la regia de la cadena 
para obtener 


d / — i \ 

~r (sen u ) 
dx 


1 du 
Vl -U 2dx ’ 


I u | < 1 . 


EJEMPLO 7 


Aplicacion de la formula de La derivada 

Jt (seirl * 2) = ’ ^ (x2) 


2x 

Vl - x 4 


Derivada de y = tan 1 u 

Determinamos la derivada de v = tan -1 x aplicando el teorema 1 con/(x) = tan x y/ -1 (x) = 
tan -1 x. El teorema 1 puede aplicarse, ya que la derivada de tan x es positiva para 
— 77/2 < X < 7t/2. 


(/-')'(*) 


1 

nr\x)) 

1 

sec 2 (tan -1 x) 

1 

1 + tan 2 (tan -1 x) 

1 

1 + x 2 


Teorema 1 

/'(«) = sec 2 u 
sec 2 u = 1 + tan 2 u 
tan (tan -1 x) = x 


La derivada esta definida para todos los numeros reales. Si u es una funcion diferenciable 
de x, obtenemos la forma de la regia de la cadena: 


f (tan 1 u) 
dx 


1 du 

1 + n 2 dx' 


EJEMPLO 8 Una particula en movimiento 

Una particula se mueve a lo largo del eje x, de modo que su posicion en cualquier instante 
t & 0 es x(t) = tan -1 \ft. ^,Cual es la velocidad de la particula cuando t = 16? 


v(t) 


^-tan 1 \ft 
dt 


1 

l + (Vo 2 



_J_1_ 

1 + t 2 Vt 


Solucion 
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y = sec l x 



FIGURA 7.30 La pendiente de la curva 
y = sec -1 x es positiva, tanto para x < -1 
como para x > 1. 


Cuando t = 16, la velocidad es 


u( 16 ) 


_J_ 1 = 1 

1 + 16 '2Vl6 136 ' 


Derivada de y = sec 1 u 

Como la derivada de la sec x es positiva para 0 < x < tt/2 y n/2 < x < 77, el teorema 1 
nos dice que la funcion invcrsa y = sec -1 x, es diferenciable. En lugar de aplicar la formula 
del teorema 1 de manera directa, determinamos la derivada dc y = sec -1 x, |x| > 1, por 
medio de diferenciacion implicita y la regia de la cadena como sigue: 


y = sec 'x 
secy = x 


Relacion de la funcion inversa 


d_ 

dx 


(secy) 



Derivando en ambos lados. 


dy 

secy tany^- = 1 


Regia de la cadena 


dy = 1 

dx secy tany 


Ya que \x\ > l,y esta 
en (0, tt / 2 ) U ( tt / 2 , tt ) 
y secy tan y ^ 0. 


Para expresar el resultado en terminos de x, utilizamos las relaciones 
secy = x y tany = ±\/sec 2 y — 1 = ±Vx 2 — 1 

para obtener 

dy = + 1 

dx xVx 2 - 1 ' 

/.Podcmos hacer algo respecto del signo ±? En la figura 7.30 vemos que la pendiente de la 
graficay = sec -1 x siempre es positiva. En consecuencia, 

- six > 1 

- 1 

,— - six < —1. 

xVx 2 - 1 


+ ■ 


dx 


sec 1 x = < 


;V? 


Con el simbolo de valor absoluto podemos escribir una sola expresion que elimina la am- 
biguedad del signo “±”: 


d -1 
. sec x 
dx 


1 

|x| Vx 2 - 1 ' 


Si u es una funcion diferenciable de x con \ u\ > 1, tenemos la formula 


d / —\ \ 

^-(sec u) 
dx 


_ 1 _ du^ 

\u\Vu 2 - 1 dx ’ 


I u I > 1 . 
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Uso de La formula 


d 

dx 


sec 1 (5x 4 ) 


1 


|5x 4 |V(5x 4 ) 2 - 1 dx 
1 


(5x 4 ) 


5x 4 V25x 8 - 1 
4 


(20x J ) 


c\/ 25x 


1 


5x 4 > 0 


Derivadas de las otras tres 

Podriamos utilizar las mismas tecnicas para determinar las derivadas de las otras tres fun- 
ciones trigonometricas inversas, arco coseno, arco cotangente y arco cosecante, pero hay 
una forma mucho mas sencilla de lograrlo gracias a las identidades siguientes. 


Identidades de cofuncion inversa - funcion inversa 

cos -1 x = rr/2 — sen -1 x 
cot -1 x = ir/2 — tan -1 x 
esc -1 x = 7r/2 — sec -1 x 


En la ecuacion (4) vimos la primera de estas identidades. Las otras se deducen de ma- 
nera analoga. Es facil deducir que las derivadas de las cofunciones inversas son las negati- 
vas de las derivadas de las correspondientes funciones inversas. Por ejemplo, la derivada 
del cos -1 x se calcula como sigue: 

— sen -1 x^ 

= -|(sen- 1 x) 

—- : Derivada de arco seno 

VYY 


d / — i , d 
~r{ cos x) = ~r 
dx dx 


EJEMPLO 10 Una recta tangente a la curva del arco cotangente 
Determinar una ecuacion para la recta tangente a la grafica de y = cot -1 x en x 


Solucion Primero observamos que 

cot -1 ( — 1) = 7 t/2 — tan -1 (—1) = tt/2 — (—7r/4) = 37 t/4 . 


La pendiente de la recta tangente es 
dy i 


dx X= _ x 


1 + x 1 


1 


c = —1 


1 + (- 1) 2 


2 ’ 


- 1 . 


de modo que la recta tangente tiene la ecuacion y — 3 tt/4 = ( — l/2)(x + 1). 
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Las derivadas de las funciones trigonometricas inversas se resumen en la tabla 7.3 


TABLA 7.3 Derivadas de las funciones trigonometricas inversas 


1. 


2 . 


3 . 


4 . 


5 . 


6 . 


d( sen 1 

u ) 

du/dx 

dx 


Vl - w 2 ' 

d( cos -1 

u) 

du/dx 

dx 


Vl - m 2 ' 

d(tan 1 

u) 

du/dx 

dx 


1 + z< 2 

^(cor 1 

u) 

du/dx 

dx 


1 + z< 2 

d{ sec -1 

u) 

du/dx 

dx 


\u Vr/ 2 — 1 

d{ esc -1 

u ) 

—du/dx 

dx 


!/ Vm 2 — 1 


u I < 1 


\u\ < 1 


\u\ > 1 


\u\ > 1 


Formulas de integradon 

Las formulas de derivadas de la tabla 7.3 dan lugar a tres utiles formulas de integration 
que se incluyen en la tabla 7.4. Las formulas se verifican con facilidad derivando las fun¬ 
ciones del lado derecho. 


TABLA 7.4 Integrals evaluadas con funciones trigonometricas inversas 
Las siguientes formulas se cumplen para cualquier constante a 0. 


1. 

2 . 

3 . 


du 


V a 2 ■ 
du 

a 2 + m / 
du 


= sen 


l l u 


+ C 


1 . -i I u 
= 77 tan 1 — 


f I + C 


<V ir — 


1 -il u 
= 77 sec 77 


+ C 


(Valida para u 2 < a 2 ) 
(Valida para toda u) 

(Valida para u > a > 0) 


Las formulas de derivadas de la tabla 7.3 tienen a = 1, pero en casi todas las integra- 
ciones a ^ 1 y las formulas de la tabla 7.4 son mas utiles. 


EJEMPLO 11 

rV 3/2 


Uso de Las formulas de integrales 

■ \/f/2 


(a) 


dx 


/V2/2 Vl - X 2 


= sen 


= sen 


- V2/2 

2 


— sen 


(Vi 


77 77 _ 77 

y _ j ~ n 
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(b) 


(c) 


dx 


I o 1 + x 2 

rVi 


-1 

= tan~'x = tarT 1 (1) — tarT 1 (0) = — 0 = ^ 

.0 4 4 


1 V 2 


dx _ _l _ 7 T 77 _ 7T 

I 2 /V 3 xVx^L ~ SCC U/Vs " 4 6 “ 12 


EJEMPLO 12 Uso de La sustitucion y de La tabLa 7.4 


(a) 

(b) 




dx 


V9 - x 2 


V(3) 2 - x 2 


= sen 1 (j ) + C 


dx 


du 


V3 - 4x 2 


Va 2 — z< 2 


= ^ sen 1 (^ ) + C 


Formula 1 de la tabla 
7.4 con a = 3, u = x 


= V^3, u = 2xy du/2 = dx 


Formula 1 


- I-' (^' +c 


EJEMPLO 13 CompLetando eL cuadrado 
Evaluar 


c/x 


V4x - 


Solucion La expresion V4x — x 2 no coincide con ninguna de las formulas de la tabla 
7.4, por lo que primero reescribimos 4x -x 2 completando el cuadrado: 

4x - x 2 = -(x 2 - 4x) = -(x 2 - 4x 4- 4) + 4 = 4 - (x - 2) 2 . 

Luego sustituimos a = 2, u = x — 2 y du = dx para obtener 

dx / dx 


V4 


■x — x 


V4 - (x - 2) 2 

du 

Vfl 2 — M 2 


a = 2, u = x — 2 y du = dx 


— sen M ^ ) + C 


= sen 1 ( X 2 ^ I + C 


EJEMPLO 14 Completando eL cuadrado 
Evaluar 


dx 


4x 2 + 4x + 2 
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Solucion 


Completamos el cuadrado en el binomio 4x~ + 4x: 


4x z + 4x + 2 = 4(x z + x) + 2 = 41 x z + x + -r ) + 2 


— 4 ( x + ^ ] +1— {2x + 1) + 1. 


4 

4 


Evaluar 


dx 

4x 2 + 4x + 2 


dx 

(2.x + 1) - + 1 


1 / du 
2 J u 2 + a 2 


a = l, u = 2x + 1, 
y rfu/2 = etc 


1 

2 


-tan 1 
a 



+ C 


Formula 2 de la tabla 7.4 


= ^tan 1 (2x + 1) 4- C 


a = 1, u = 2x + 1 ■ 


EJEMPLO 15 Uso de La sustitucion 

Evaluar 



Solucion 



du/u 

V u 1 — a 2 
du 

ii\Ju 2 — a 2 


1 _i| u 

77 sec 11 - 


- + C 
a \ k - 


1 

V6 


sec 



u = e x , du = e x dx, 
dx = du/e x = du/u, 
a = V6 


Formula 3 de la tabla 7.4 


EJERCICIOS 7.7 


Valores comunes de las funciones 
trigonometricas inversas 

Utilice triangulos de referenda como los de los ejemplos 1 a 3 para 
determinar los angulos en los ejercidos 1 a 12. 


1. a. tan 1 1 

b. tan“'(-V3) 

c ' ( 7 k. 

2. a. tan 1 (— 1 ) 

b. tan _1 V3 

c ' “' (kf. 


3. 


4. 

5. 

6 . 



b -(7?) 
b - c “' ( 7 ?) 

b ' ‘ ( 7 k) 


-1 

c. sen I—-— I 
c. sen-' (30 

c. cos-' (30 

c. cos-' 
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7. a. sec *(— V2) b. sec 1 


8. a. sec 'V2 

9. a. csc -1 V2 


b. sec 


v) 

b. CSC-' (y|) 


c. sec -1 (-2) 
c. sec -1 2 
c. esc 1 2 


10. a. esc 1 (—V2) b. esc 1 c - csc 1 ( — 2) 


11. a. cot 1 (-1) 

12. a. cot ' (1) 


b. cot 1 (V3) c. cot 


-1 

V3 


b. cot 1 (—V3) c. cot 1 


Valores de funciones trigonometricas 

13. Dado que a = sen -1 (5/13), cos a, tan a, sec a, csc a ycota. 

14. Dado que a = tarT 1 (4/3), determine sen a, cos a, sec a, csc a 
y cot a. 

15. Dado que a = sec -1 ( — V5) , determine sen a, cos a, tan a, csc a 
y cot a. 

16. Dado que a = sec -1 ( — VT3/2), determine sen a, cos a, tana, 
csc a y cot a. 

Evaluacion de terminos trigonometricos 

y trigonometricos inversos 

Determine los valores en los ejercicios 17 a 28. 

1 (Vl 


17. sen cos 


19. tan I sen 1 ( — ^ 


18. sec cos 


2 1 / 20. cot I sen 1 f--™ 


21. csc (sec *2) + cos (tan 1 (— V3)) 

22 . tan (sec -1 1) + sen (csc -1 (-2)) 


23. sen I sen 1 ( - 4 ] + cos 1 ( - \ 


24. cot I sen 1 ( - 4 ) - sec 1 2 


25. sec (tan 1 1 + csc 1 1) 26. sec (cot 1 V3 + csc *(— 1)) 


27. sec 1 ( sec ( — — ] ] (La respuesta no es —tt/6.) 


28. cot 1 ( cot ( — - 7 - I I (La respuesta no es —ir/4.) 


Determinacion de expresiones trigonometricas 

Evalue las expresiones en los ejercicios 29 a 40. 


29. sec (tan 1 ^ 


30. sec (tan 1 2x) 


31. tan (sec 1 3 y) 32. tan ^sec 1 y 

33. cos(sen -1 x) 34. tan (cos -1 x) 

35. sen (tan -1 Vx 2 — 2x ), x a 2 

-1 x 


36. sen tan 


38. cos sen 


Vx 2 + 1 

-1 1 


37. cos ( sen 1 — 


39. sen sec 


-\x 


40. sen sec 


Limites 


-! ^ Vx 2 + 4 


Determine los limites en los ejercicios 41 a 48. (Si tiene duda, vea la 
grafica de la funcion). 


41. lim 

x-»r 

sen - 

1 X 

42. 11m cos 

x—*—l + 

1 X 

43. 11m 

x—>00 

tan -] 

l x 

44. lim tan -1 

x-»-oo 

‘x 

45. 11m 

x—>00 

sec - 

‘x 

46. lim sec - 

x—>-00 

‘x 

47. 11m 

csc - 

‘x 

48. lim csc - 

‘x 


Determinacion de derivadas 

En los ejercicios 49 a 70, determine la derivada de y con respecto de la 
variable apropiada. 

49. y - cos -1 (x 2 ) 50. y = cos -1 (l/x) 

51. y = sen -1 V2f 52. y = sen -1 (l - t) 

53. y = sec -1 (2s +1) 54. y = sec -1 5s 

55. y = csc -1 (x 2 + 1), x > 0 

56. y = csc -1 y 

57. y = sec -1 y, 0 < t < 1 58. y = sen -1 4- 

59. y = cot -1 Vf 60. y = cot -1 Vt — 1 

61. y = In (tan -1 x) 62. y = tan -1 (lnx) 

63. y = csc -1 ( e ‘) 64. y = cos -1 (e -1 ) 

65. y = sV 1 — s 2 + cos -1 s 66. y = Vs 2 — 1 — sec -1 s 


67. y = tan 'Vx 2 — 1 + csc 1 x, x > 1 

68. y = cot -1 — — tan -1 x 69. y = x sen -1 x + V 1 — x 2 

70. y = ln(x 2 + 4) - xtan -1 

Evaluacion de integrates 

Evalue las integrates en los ejercicios 71 a 94. 

dx __ / dx 


71. 


V9 - x 2 


72. 


Vl - 4x 2 
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73. 


75. 


77. 


79. 


81. 


83. 


85. 


87. 


88 . 


89. 


91. 


93. 


dx 


17 + x 2 
dx 


xV25x 2 - 2 
4 ds 


I o V4 - j 2 
f 2 dt 


I o 8 + 2d 

/’-'V/2 rfy 


-i yV4y 2 - 1 
r 3rfr 

Vl - 4(r - l) 2 

_ dx _ 

2 + (x - l) 2 

dx 


74. 


76. 


78. 


80. 


82. 


84. 


86 . 


dx 


9 + 3x 2 
r dx 
xV5x 2 - 4 
r3V ^ 4 & 


70 


V9 - 45 2 


dt 


- 2 4 + 3r 
f-^ 2 / 3 dy 
-2/3 y V9y 2 - 1 
f _ 6 dr _ 

V4 - (;• + l) 2 

f _ dx _ 

1 + (3x + l) 2 


(2.x - l)V(2x - l) 2 - 4 
dx 

(x + 3)V(x + 3) 2 - 25 


rw ^ 2 cos 8 d6 

-tt /2 1 + (sent/) 2 

rlnV3 x , 
e dx 


Jo 1 + e 
f ydy 

I VT^7 


90. 


92. 


94. 


1 17/4 esc 2 x dx 
ln/6 1 + (cotx) 2 

r /4 4 dt 


1 1 t(1 + In 2 /) 

f sec 2 ydy 


W 1 


tan y 


Evalue las integrales en los ejercicios 95 a 104. 


95. 

97. 

99. 

101 . 

103. 


dx 


V- 

x 2 + 4x - 3 

0 

6 dt 

1 V 3 

-2 t-t 2 


dy 

V- 

2y + 5 

•2 

8 dx 


h x 1 — 2x + 2 
/ dx 


96. 

98. 

100 . 

102 . 

104. 


dx 


\/2x — x 2 


6 dt 


1 1/2 V3 + 4 1 - 4 1 2 

[ dy 

I y 2 + 6y + 10 

/" 4 2 dx 


72 x“ — 6x + 10 
/ dx 


(x + l)\/x 2 + 2x ^ (x — 2)Vx 2 — 4x + 3 

Evalue las integrales en los ejercicios 105 a 112. 
r ? sm ~' x dx r '’ cos "‘- 


105. 

107. 

109. 

111 . 


/ Vl - x 2 

f (sen -1 x) 2 tfc 

/ VV7 

[ dy 

I (tan -1 y)(l + y 2 ) 

f 2 sec 2 (sec -1 x) dx 

IVi xVx 2 - 1 


106. 

108. 

110 . 

112 . 


Vl - x 2 


V tan 1 x dx 


1 + x 2 


V 


/ (sen ! y) V1 - y 2 
f 2 cos (sec -1 x) dx 

/ 2 /V 3 xVx 2 - 1 


Lfmites 

Determine los limites en los ejercicios 113 a 116. 


113. lim^ 11 ^ 

x —>0 x 


115. lim x tan 

X —*°o 


114. lim Vx2 ^ 1 
x->i + sec x 


116. lim 


2 tan 1 3X 2 


0 lx 2 


Formulas de integracion 

En los ejercicios 117 a 120, verifique las formulas de integracion. 

,, _ f tan -1 x , . 1 , ,, , tan -1 x , _ 

117. / - 2 —dx = lnx — — ln(l + x“)- - -F C 


118. / x 3 cos 1 5x dx = cos 1 5x + ^ 


x 4 dx 


4 J Vl - 25x 2 

U9. /(..-.)■* - - 2* + + C 

120 . J In ( a 2 + x 2 ) dx = x In (a 2 + x 2 ) — 2x + 2 a tan -1 y + C 

Problemas con valor inicial 

En los ejercicios 121 a 124, resuelva los problemas con valor inicial. 


121 . 


122 . 


1 


dy 

dx ~ Vl - x 2 

dy = 1 

dx x 2 + 1 


, V0) = 0 


- 1, v(0) = 1 


dv 1 

123. , = - , x > 1; v(2) = t r 

dx xV+T 


dy 1 

124. — = 


dx 1 + x 2 V1 — 

Aplicaciones y teoria 


>( 0 ) = 2 


125. Usted se encuentra en un salon de clases, sentado junto a una 
pared, mirando la pizarra que se encuentra al frente. Esta mide 
12 pies de largo y empieza a 3 pies de la pared que esta junto a 
usted. Demuestre que su angulo de vision es 


.-1 x , x 

a = cot — — cot — 


si usted esta a x pies de la pared de enfrente. 



x 
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126. La region que esta entre la curva_y = sec -1 x y el eje x, desde x = 1 
hasta x = 2 (como se ilustra aqui), se hace girar alrededor del eje 
y para generar un solido. ,[,Cual es el volumen del solido? 


y 

77 

3 ' 


y = sec 1 x 


127. La altura inclinada del cono que aparece aqul mide 3 m. ^Que 
tan grande debe ser el angulo senalado para maximizar el volu¬ 
men del cono? 



128. Determine el angulo a. 



129. Esta es una demostracion informal de que tan 1 1 + tan 1 2 
+ tan -1 3 = tt. Explique por que. 



130. Dos deducciones de la identidad sec 1 (— je) = tt - sec 1 x 

a. ( Geometrica ) Esta ilustracion prueba que sec _1 ( — x) = 
77 — sec -1 x. Trate de averiguar por que. 


y 


y = sec *x 




1 x 


b. (AIgebraica) Deduzca la identidad sec *(— x) = 77 — sec ’x 
combinando las dos ecuaciones siguientes, tomadas del texto: 

cos~’(— x) = 77 — cos~*x Ecuacion(3) 

seVx = cos _1 (l/ x ) Ecuacion(5) 

131. La identidad sen V + cos V = tt/2 La figura 7.21 estable- 
ce la identidad para 0 < x < 1. Con el proposito de establecerla 
para el resto del intervalo [-1, 1], verifique por medio de calculo 
directo que se cumple para x = 1, 0 y -1. Luego, para los valores 
de x en (-1, 0), haga x = -a, a > 0 y aplique las ecuaciones (1) y 
(3) a la suma sen _1 (-a) + cos~*(-a). 

132. Demuestre que la suma tan -1 x + tan -1 (1/x) es constante. 


^Cuales de las expresiones de los ejercicios 133 a 136 estan definidas 
y cuales no? Justifique sus respuestas. 


133. a. tan 1 2 

b. cos -1 2 

134. a. csV (1/2) 

b. esc 1 2 

135. a. sec~* 0 

b. sen _1 V2 

136. a. coC 1 (- 1/2) 

b. cos -1 (-5) 

137. (Continuation del ejercicio 125). Usted quiere colocar su silla 

en algun punto junto 

a la pared para maximizar su angulo de vi- 


sion a. que distancia respecto del frente del salon debe sen- 
tarse? 


138. ^,Cual es el valor de x que maximiza el angulo 6 que se muestra 
enseguida? ^Que tan grande es 6 en ese punto? Empiece demos- 
trando que 6 = tt — coC 1 x — cot -1 (2 — x). 


y 



139. ^Pueden ser correctas las integraciones en (a) y (b)? Explique. 
dx i 


Vl - x 2 


= sen 1 x + C 


b. 


dx 

Vl - x 2 


dx 

Vl - x 2 


= —cos 1 x + C 


140. i Pueden ser correctas las integraciones en (a) y (b)? Explique. 


a. 


dx 


dx 


Vl - x 2 


Vl - x 2 


= —cos 1 x + C 
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b. 


dx 


-du 


vr^v J vi - ( id ) 2 

du 

Vl - u 2 

= cos -1 u + C 
= cos -1 (— x) + C u = - x 


141. Utilice la identidad 


-l 77 -l 

esc u = 2 — sec u 


para deducir la formula de la tabla 7.3 para la derivada de esc 1 u 
con base en la derivada de sec -1 u. 

142. Deduzca la formula 


dy = 1 

dx l + x 2 


para la derivada de y = tan 1 x derivando ambos lados de la ecua- 
cion equivalente tan y = x. 

143. Utilice la regia de derivadas del teorema 1, seccion 7.1, para de¬ 
ducir 


d 

~r sec x 
dx 


1 

\x\Vx 2 - l' 


M > 1 . 


144. Utilice la identidad 


cot 1 u = -y — tan 1 u 

para deducir la formula para la derivada de cor 1 y de la tabla 7.3 
con base en la formula para la derivada de tan -1 u. 

145. ^Que tienen de especial las funciones 

f{x) = sen -1 * + x > 0 y g(x) = 2tan~'Vx? 

Explique. 

146. iQue tienen de especial las funciones 

f(x) - sen -1 1 y g{x) = tan -1 |? 

W+l 

Explique. 

147. Determine el volumen del solido de revolucion que se muestra a 
continuacion. 



148. Longitud de arco Determine la longitud de la curva 

y = Vl - x 2 , -1/2 < x < 1/2. 

Volumenes por rebanadas 

En los ejercicios 149 y 150, determine los volumenes de los solidos. 

149. El solido se encuentra entre los pianos perpendiculares al eje x, 
en x = — 1 y x = 1. Las secciones transversales perpendiculares al 
eje x son 

a. clrculos cuyos diametros se extienden de la curva y = 

— 1/Vl + x 2 a la curva y = 1/V1 + x 2 . 

b. cuadrados verticales, cuya base va de la curva y = 

— 1/Vl + x 2 a la curva y = 1/V 1 + x 2 . 

150. El solido se encuentra entre los pianos perpendiculares al eje x, 
en x = — V2/2 y x = V 2 / 2 . Las secciones transversales 
perpendiculares al eje x son 

a. clrculos cuyos diametros se extienden del eje x a la curva 
y = 2/V1 — x 2 . 

b. cuadrados cuyas diagonales van del eje x a la curva 
y = 2/V 1 - x 2 . 

Exploraciones con calculadora graficadora 
y software matematico 

151. Determine los valores de 

a. sec~* 1.5 b. csV(-1.5) c. coU 1 2 

152. Determine los valores de 

a. sec~'(-3) b. csV 1.7 c. coV (-2) 

En los ejercicios 153 a 155, determine el dominio y el rango de cada 
funcion compuesta. Luego grafique las composiciones en ventanas 
distintas. ^Tienen sentido las graficas resultantes en cada caso? Expli¬ 
que. Comente cualquier diferencia que vea. 

153. a ■ y — tan~*(tanx) b. y = tan(tan _1 x) 

154. a. y = sen~'(senx) b. y = sen(sen~*x) 

155. a. y = cos _1 (cosx) b. y = cos(cos _1 x) 

156. Grafiquey = sec(sec _1 x) = sec (cos _1 (l/x)). Explique lo que 
vea. 

157. La serpentina de Newton Grafique la serpentina de Newton, 
y = 4x/(x 2 + 1). Luego haga la grafica de y = 2 sen(2 tan -1 x) 
en la misma ventana de de su calculadora graficadora. ^.Que ob- 
serva? 

158. Grafique la funcion racional y = (2 — x 2 )/x 2 . Luego trace la 
grafica y = cos (2 sec -1 x) en la misma ventana. ^Que observa? 

159. Grafique /(x) = sen -1 x junto con sus primeras dos derivadas. 
Comente el comportamiento de/y la forma de su grafica en re- 
lacion con los signos y valores de /' y /" . 

160. Grafique/(x) = tan -1 x junto con sus primeras dos derivadas. Co¬ 
mente el comportamiento de /y la forma de su grafica en rela- 
cion con los signos y valores de /' y /" . 
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7.8 


Funciones hiperbolicas 


Las funciones hiperbolicas se forman por medio de combinaciones de dos funciones expo- 
nenciales, e x y e~ x . Las funciones hiperbolicas simplifican muchas expresiones matemati- 
cas y son importantes en muchas aplicaciones. Por ejemplo, se utilizan en problemas tales 
como la determinacion de la tension de un cable suspendido por sus dos extremos, como 
en el caso de los cables de energia electrica. Tambien desempeiian un papel importante en 
la determinacion de soluciones de ecuaciones diferenciales. En esta seccion haremos una 
breve introduccion a las funciones hiperbolicas, sus graficas y el calculo de sus derivadas, 
ademas de explicar por que aparecen como antiderivadas importantes. 


Partes par e impar de la funcion exponencial 

Recuerde las definiciones de funciones par e impar que se dieron en la seccion 1.4, asi co¬ 
mo las simetrias de sus graficas. Una funcion par satisface f(-x) = fix), mientras que una 
funcion impar satisface f(-x) = -f(x). Toda funcion/definida en un intervalo centrado en 
el origen, puede escribirse de manera unica como la suma de una funcion par y una fun¬ 
cion impar. La descomposicion es 

,, . fix) + /( x) f(x ) - f(-x) 
fix) = -^-H-~-• 


parte par parte impar 


Si escribimos e x de esta manera, obtenemos 


e* + cT* , e* - 

e* = -2- + -2-' 


parte par parte impar 


Las partes par e impar de e x , llamadas coseno hiperbolico y seno hiperbolico, respectiva- 
mente, son utiles por si mismas. Describen los movimientos de ondas en solidos elasticos 
y la distribucion de temperatura en aletas metalicas de enfriamiento. La linea central del 
Gateway Arch to the West en San Luis Missouri, Estados Unidos, es una curva ponderada 
de coseno hiperbolico. 


Definiciones e identidades 

Las funciones coseno hiperbolico y seno hiperbolico se definen mediante las primeras dos 
ecuaciones de la tabla 7.5. Esta tabla tambien lista las definiciones de tangente, cotangen- 
te, secante y cosecante hiperbolicos. Como veremos, las funciones hiperbolicas poseen 
varias similitudes con las funciones trigonometricas cuyo nombre comparten. (Vea tam¬ 
bien el ejercicio 84). 

Las funciones hiperbolicas satisfacen las identidades de la tabla 7.6. Salvo por dife- 
rencias de signo, son similares a las que conocemos para funciones trigonometricas. 

La segunda ecuacion se obtiene como sigue: 


2 senh x cosh x = 2 


e* - + e 


e 2x - e~ 2x 


= senh2x. 
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TABLA 7.6 Identidades para 
funciones hiperbolicas 

cosh 2 x — senh 2 x = 1 

senh 2x = 2 senh x cosh x 

cosh 2x = cosh 2 x + senh 2 x 

, ? cosh 2x + 1 
cosh x = -r- 


2 _ cosh2x — 1 


senlrx = 

z 

tanh 2 x = 1 — sech 2 x 
coth 2 x = 1 + csch 2 x 


TABLA 7.5 Las seis funciones hiperbolicas basicas 


FIGURA 7.31 


e* - e~ x 

Seno hiperbolico de x: senh x =-^- 


C X € 

Coseno hiperbolico de x: cosh x =-^— 


Tangente hiperbolica de x: tanh x = 


senh j 
coshx 


Cotangente hiperbolica de x: coth x = 


coshx 
senh j 


Secante hiperbolica de x: sech x = 


1 


coshx e x + e 


Cosecante hiperbolica de x: csch x = —, 

senh j 


- e 





2 

— i 

1 

\ 1 1 > y 

-2 -1 0 

2 


y = sech x 


(d) 


-2 


1/2 h 
y = csch x 


(e) 
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Las otras identidades se obtienen de manera similar, sustituyendo las definiciones de 
las funciones hiperbolicas y por medio de algebra. A1 igual que muchas funciones estan- 
dar, las funciones hiperbolicas y sus inversas se evaluan con facilidad con la ayuda de 
calculadoras que tienen teclas especiales o secuencias de teclas para ese proposito. 

Derivadas e integrates 

Toda vez que son combinaciones racionales de las funciones diferenciables e' y e~ x , las 
seis funciones hiperbolicas tienen derivadas en todos los puntos en donde esten definidas 
(tablas 7.7). Esta es una semejanza mas con las funciones trigonometricas. Las formu¬ 
las de las derivadas listadas en la tabla 7.7 conducen a las formulas de las integrales de la 


tabla 7.8. 


TABLA 7.7 Derivadas de funciones 
hiperbolicas 


TABLA 7.8 Formulas de integrales 
para funciones hiperbolicas 







Las formulas de derivadas se deducen a partir de la derivada de e u : 



Definicion de senh u 


e u du/dx + e 11 du/dx 


Derivada de e u 


2 


, dii 
cosh u ~r 
dx 


Definicion de cosh u 


Con esto se obtiene la primera formula de derivada. El calculo 



Definicion de csch u 


cosh u du 
senh 2 u dx 


Regia del cociente 


1 cosh u dll 
senh u senh u dx 


Reacomodando terminos 


— — CSCh U COth u ~r~ Definicion de csch u y coth u 

dx 


produce la ultima formula. Las otras se obtienen de manera similar. 
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EJEMPLO 1 Determinacion de derivadas e integrates 

(a) (tanh Vl + t 2 ) = sech 2 Vl = t 2 • (Vl + t 2 ) 

= — . t sech 2 VTT7 2 

Vl + r 2 

,,. / . , / cosh 5x , 1 / du 

(b) J oothSxdx = J senh5x dx = 5 J u 

= y In | m | + C = y In | senh 5x \ + C 


u = senh 5x, 
du = 5 cosh 5x dx 


(C) 


senh 2 x dx = 


1 cosh2x — 1 


dx 


(cosh 2x — 1) dx = 


1 


o 


senh 2x 


0.40672 


Tabla 7.6 


Evalue con una 
calculadora 


(d) 


fin 2 


4e x senh x dx 



[e 2 * - 2x]J, n2 = (e 2In2 - 2 In 2) - (1 - 0) 
4 - 2 In 2 - 1 


1.6137 


Funciones hiperbolicas inversas 

Las inversas de las seis funciones hiperbolicas basicas son muy utiles en integracion. 
Como d( senh x)/dx = cosh x > 0, el seno hiperbolico es una funcion creciente de x. De- 
notamos su inversa por 

y = senh -1 x. 

Para todo valor de x en el intervalo -oo < x < oo, el valor de y = senh -1 x es el numero cu- 
yo seno hiperbolico es x. Las graficas de_y = senh x y y = senh 1 x se muestran en la fi- 
gura 7.32a. 

La funcion v = cosh x no es inyectiva, como podemos ver al analizar la grafica en la 
figura 7.31b. Sin embargo, la funcion restringida y = coshx, x & 0 es inyectiva y, por lo 
tanto, tiene una inversa que se denota por 

y = cosh -1 x. 

Para todo valor de x > 1, y = cosh -1 x es el numero en el intervalo 0 < y < oc cuyo co- 
seno hiperbolico es x. Las graficas de y = cosh x, x & 0 y y = cosh -1 x se muestran en la 
figura 7.32b. 

Al igual que y = cosh x, la funcion y = sech x = 1 /cosh x no es inyectiva, pero su 
restriccion a valores no negativos de x tiene una inversa, denotada por 

y = sech -1 x. 

Para cada valor de x en el intervalo (0, 1], y = sech -1 x es el numero no negativo cuya se- 
cante hiperbolica es x. Las graficas de y = sech x, x > 0 y y = sech -1 x se muestran en 
la figura 7.32c. 
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y y = senh x y = x 



y y = cosh x, 




FIGURA 7.32 Graficas de seno, coseno y secante hiperbolicos inversos de x. Observe las simetrias con respecto 
de la recta y — x. 


La tangente, cotangente y cosecante hiperbolicas son inyectivas en sus dominios y, 
por lo tanto, tienen inversas, denotadas por 

y = tanh -1 x, y = coth -1 x, y = csch -1 x. 

Estas funciones se grafican en la figura 7.33. 



FIGURA 7.33 Graficas de tangente, cotangente y cosecante hiperbolicas inversas de x. 


TABLA 7.9 Identidades para Las 
funciones hiperbolicas inversas 

sech -1 x = cosh -1 ^ 

csch -1 x = senh -1 1, 

coth -1 x = tanh -1 J. 


Identidades utiles 

Las identidades de la tabla 7.9 se utilizan para obtener, con ayuda de una calculadora, los 
valores de sech -1 x, csch -1 x y coth -1 x, que solo dan cosh -1 x, senh -1 x y tanh 1 x. Estas 
identidades son consecuencia directa de las definiciones. Por ejemplo, si 0 < x s 1 , 
entonces 


sech 




_ 1 

cosh ^cosh -1 




x 
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por lo que 


cosh 1 



sech 1 x 


ya que la secante hiperbolica es inyectiva en (0, 1], 


Derivadas e integrates 

La mayor utilidad de las funciones hiperbolicas inversas radica en la integracion para re- 
vertir las formulas de derivadas de la tabla 7.10. 


TABLA 7.10 Derivadas de las fundones hiperbolicas inversas 


r/(senh 

1 u ) 

1 du 

dx 


Vl + u 2 dx 

r/(cosh - 

1 u ) 

1 du 

dx 


Vu 2 - 1 dx 

r/(tanh -1 

u) 

1 du 

dx 


1 — u 2 dx 

r/(coth -1 

u) 

1 du 

dx 


1 - i r dx ’ 

J(sech -1 

1 u) 

— du/ dx 

dx 


uV 1 — u 2 

J(csch -1 

1 u) 

—du/dx 

dx 


K Vl + U 2 


u > 1 


\u\ < 1 


I u I > 1 


0 < u < 1 


u ^ 0 


Las restricciones \u\ < 1 y \u\ > 1 en las formulas de la derivada de tanh -1 u y 
coth -1 u provienen de las restricciones naturales en los valores de estas funciones. (Vea las 
figuras 7.33a y b). La distincion entre \u\ < 1 y \u\ > 1 se vuelve importante cuando 
convertimos las formulas de derivadas en formulas de integrales. Si u < 1, la integral 
de 1/(1 — u 2 ) es tanh -1 u + C. Si | u\ > l, la integral es coth -1 u + C. 

En el ejemplo 2 se ilustra como se deducen las derivadas de las funciones hiperbolicas 
inversas, en donde calculamos t/lcosh 1 u)/dx. Las otras derivadas se obtienen por medio 
de calculos similares. 

Biografia historica 

Sonya Kovalevsky 

(1850-1891) 


EJEMPLO 2 Derivada del coseno hiperbolico inverso 

Demuestre que si u es una funcion diferenciable de x cuyos valores son mayores que 1, en- 
tonces 


~c!x ( c °sh 1 u ) 


1 iiu 

Vu 2 - 1 dx ' 
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Solucion Primero determinamos la derivada de v = cosh -1 x para x > 1 aplicando el teo- 
rema 1 con f(x) = cosh x y/ -1 (x) = cosh -1 x. El teorema 1 se puede aplicar porque la deri¬ 
vada de cosh x es positiva para x > 0. 


(rvw 


i 

/'(/ 1 (*)) 


Teorema 1 


i 

senh (cosh -1 x) 


/'(«) = senh u 


En resumen, 


_ 1 _ 

\/cosh 2 (cosh -1 x) — 1 


cosh 2 u — senh 2 u = 1, 
senhw = \/cosh 2 it — 1 


— . ~ cosh (cosh 1 a) = x 

Vx 2 - 1 


^(c°sh -1 x) 



Por ultimo, la regia de la cadena produce: 


d 

dx 


(cosh 1 u) 


1 du 

Vu 2 - 1 dx ' 


En lugar de aplicar directamente el teorema 1, como se hizo en el ejemplo 2, podriamos 
determinar la derivada de v = cosh 1 x, x > 1, por medio de diferenciacion implicita y la re¬ 
gia de la cadena: 


y = 

cosh 1 x 


X = 

coshy 

Ecuacion equivalente 

l = 

dy 

senh VTx 

Diferenciacion implicita 
respecto de x, y la regia 
de la cadena 

dy _ 

1 _ 1 

Ya que x > l,y > 0 

dx 

senhy Vcosh 2 y — 1 

y senh y > 0 


1 

cosh y = x 


Vx 2 - 1 


Con sustituciones adecuadas, las formulas de las derivadas de la tabla 7.10 conducen 
a las formulas de integracion de la tabla 7.11. Cada una de las formulas de la tabla 7.11 
puede verificarse derivando la expresion del lado derecho. 


EJEMPLO 3 Uso de La tabla 7.11 


Evaluar 


2 dx 


vT 


+ 4x 2 


l 
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Solucion La integral indefinida es 

/ 2 dx _ I dn 

Vs + 4x 2 J V a 2 + it 2 


= 2x, du = 2 dx, a = \/3 


= senh 1 I 77 ) + C 


Formula de la tabla 7.11 


= senh ( — 7 = ) + C. 


Por lo tanto, 


2 dx , -\ ( 2x 

-= senh 


/o V3 + 4x 2 


Vs 


= senh 


(A) 


senh 1 ( 0 ) 


= senh -1 - 0 « 0.98665. 


EJERCICIOS 7.8 


Valores de funciones hiperbolicas e identidades 

Cada uno de los ejercicios 1 a 4 da un valor de senh x o cosh x. Utilice 
las definiciones y la identidad cosh 2 - senh 2 = 1 para determinar los 
valores de las restantes cinco funciones hiperbolicas. 


1. senhx = — 4 
4 

17 

3. coshx = —, x > 0 


2. senhx = y 
13 

4. coshx = -y, x > 0 


Reescriba las expresiones de los ejercicios 5 a 10 en terminos de ex- 
ponenciales y simplifique los resultados tanto como sea posible. 

5. 2 cosh (In x ) 6. senh (2 In x) 

7. cosh 5x + senh 5x 8. cosh 3x — senh Sx 

9. (senhx + coshx) 4 

10 . ln(coshx + senhx) + ln(coshx — senhx) 
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11. Utilice las identidades 

senh (x + y) — senhx coshy + coshxsenhy 
cosh (x + y) = coshx coshy + senhx senhy 
para demostrar que 

a. senh 2 x = 2 senh x cosh x 

b. cosh 2 x = coslrx + senh 2 x. 

12. Utilice las definiciones de cosh x y senh x para demostrar que 

cosh 2 x — senh 2 x = 1 . 

Derivadas 

En los ejercicios 13 a 24 determine la derivada dey con respecto de la 
variable apropiada. 


2 senh (2 

, 1 
f 2 tanh y 


6 senh y 


14. 

2Vf tanh Vf 

16. 

in (senhz) 


18. 

sech 0(1 - 

in sech 0) 

20. 

in cosh v — 

1 ■> 

— tanh v 

22. 


18. y = In (cosh z) 


23. y = (x 2 + 1) sech (In x) 

(Sugerencia: Antes de derivar, exprese en terminos de exponen- 
ciales y simplifique). 

24. y = (4x 2 — l)csch(ln2x) 

En los ejercicios 25 a 36, determine la derivada de y con respecto de la 
variable apropiada. 


25. y = senh 1 Vx 

27. y = (1 - 0)tanh -1 0 

29. y = (1 - f) cotlT 1 Vf 


26. y = cosh 1 2Vx + 1 

28. y = (0 2 + 20) tanh -1 (0 + 1) 

30. y = (1 — f 2 )coth -1 f 


31. y = cos *x — xsech l x 32. y = lnx + V1 — x 2 sech 1 . 


33. y = csch 1 (y 


34. y = csch 1 2° 


35. y = senh 1 (tanx) 

36. y = cosh -1 (secx), 0 < x < 7r/2 

Formulas de integracion 

Verifique las formulas de integracion en los ejercicios 37 a 40. 

37. a. y sechxtfx = tan -1 (senhx) + C 
b. J sech x dx = sen -1 (tanh x) + C 
j x sech -1 xi = y sech -1 x — y V1 — x 2 + C 


38. 

39. 


x coth 1 x dx = 


x 2 - 1 


coth 1 x + y + C 


40. J tanh 1 x dx = x tanh 1 x + y In (1 — x 2 ) + C 

Integrates indefinidas 

Evalue las integrates de los ejercicios 41 a 50. 


41. / senh 2x dx 


42. / senh — dx 


43. / 6 cosh ( — — in 3 ) dx 44. / 4cosh(3x — in 2 ) dx 


45. / tanh y dx 


47. / sech 2 I x — i I dx 


49. 


sech Vf tanh V? r/t 

Vf 


46. J coth 

48. J csch 2 (5 — x) dx 

f csch (in f) coth (in t) dt 


Integrates definidas 

Evalue las integrates de los ejercicios 51 a 60. 


/‘In 4 

51. / cothxdx 

J In 2 

/ -In 2 

2e 0 cosh 0 d0 

In 4 


(*77-/4 


/* In 2 

52. / tanh 2x dx 

Jo 

rlnl 

54. I 4e~ d senh 0 dO 

(*77-/2 


55 . 


57 . 


cosh (tan 0) sec 2 6 d6 56. / 2 senh (sen 0) cos 0 dd 

-77/4 Jo 

f 2 cosh (In f) 


- dt 


/1 


59. J cosh 2 ) dx 


f A 8 cosh Vx 

58. / -,-dx 

ii Vx 

/■In 10 . 

60. J 4 senh 2 ) dx 


Evaluacion de funciones hiperbolicas 
inversas e integrates relacionadas 

Aun cuando su calculadora no cuente con teclas para funciones hiper¬ 
bolicas, podra evaluar las funciones hiperbolicas inversas expresando- 
las como logaritmos, tal como se muestra aqui. 
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Utilice las formulas del cuadro anterior para expresar los numeros en 
los ejercicios 61 a 66 en terminos de logaritmos naturales. 


satisface la ecuacion diferencial y la condicion inicial de que 
v = 0 cuando t = 0. 


61. senlT 1 ( — 5/12) 
63. tanh _1 (— 1/2) 
65. seclT 1 (3/5) 


62. cosh -1 (5/3) 

64. cotlT 1 (5/4) 

66. csclT 1 (— 1/V3) 


b. Calcule la velocidad Hmite del cuerpo, lim,^co v. 

c. Para un paracaidista que pesa 160 lb (mg = 160), el tiempo en 
segundos y la distancia en pies, un valor comun para k es 
0.005. ^Cual es la velocidad Hmite del paracaidista? 


Evalue las integrates de los ejercicios 67 a 74 en terminos de 

a. funciones hiperbolicas inversas. 

b. logaritmos naturales. 


78. Aceleraciones con magnitudes proporcionales al desplaza- 
miento Supongamos que, en el instante t, la posicion de un mo- 
vil que se desplaza sobre una recta coordenada es 

a. s = a cos kt + b sen kt 


r 2 V 3 


67. 


69. 


71. 


73. 


dx 


V4 + x 2 

dx 


1 5/4 1 ~ X 2 

dx 

/t/5 jtVl ~ 16x 2 
j n cos x dx 
Jo V 1 + sen 2 x 


68. j 

j */ 3 6 dx 

0 Vl + 9x 2 

70. 1 

f l/2 dx 


J 

0 1 - x 2 

72 'J 

f 1 dx 

1 xV4 + x 2 

7i 'j 

f e dx 

1 xVl + (lnx) 2 


Aplicaciones y teoria 

75. a. Demuestre que si una funcion/ esta definida en un intervalo 
simetrico con respecto del origen (de manera que/esta defini¬ 
da en -x siempre que este definida en x), entonces 


b. s = a cosh At + bsenhkt. 

Demuestre que en ambos casos la aceleracion d 2 s/dt 2 es propor- 
cional a s, pero en el primero el movil se dirige hacia el origen, 
mientras que en el segundo se aleja de el. 

79. Camion con remolque y la tractriz Cuando un camion con 
remolque vira en una esquina o en un cruce de caminos, sus ruedas 
posteriores describen una curva como la que se ilustra a continua¬ 
tion. (Esta es la razon por la que a veces las ruedas traseras suelen 
subirse a las aceras al dar la vuelta). Podemos hallar la ecuacion 
de esa curva si imaginamos las ruedas traseras como una masa M 
en el punto (1,0) sobre el eje x, unida por una varilla de longitud 
unitaria a un punto P, que representa la cabina del conductor, en 
el origen. Cuando el punto P sube por el eje y, arrastra a M. La 
curva descrita por M se llama tractriz (del latin tractum, arrastrar) 
y se puede probar que es la grafica de la funcion v =f(x) que re- 
suelve el problema con valor inicial 


s , , /to + /(-*) , /to -/(-*) 

/to = - 2 - + -2-■ (1) 

Luego compruebe que (f(x) + f(—x))/2 es par y que 
(/to — /(—*))/2 es impar. 

b. La ecuacion (1) se simplifica mucho si la propia/es (i) par o 
(ii) impar. ^Cuales son las nuevas ecuaciones? Justifique sus 
respuestas. 

76. Deduzca la formula senlT 1 x = In (x + Vi 2 + l), — 00 < x 
< 00 . Explique por que al deducirla se usa el signo mas con la 
raiz cuadrada, en lugar del signo menos. 

77. Caida libre Si un cuerpo de masa m que cae libremente desde 
el reposo encuentra una resistencia del aire proporcional al cua- 
drado de su velocidad, su velocidad a t segundos de iniciarse la 
caida satisface la ecuacion diferencial 

dv , 2 

m — = mg — kv , 

donde k es una constante que depende de las propiedades aerodi- 
namicas del cuerpo y de la densidad del aire. (Suponemos que la 
caida es lo suficientemente corta para que la variacion de la den¬ 
sidad del aire no afecte el resultado de manera significativa). 

a. Demuestre que 



Ecuacion diferencial: , =- , H- , 

dx xVl - x 2 V1 - x 2 
Condicion inicial: y = 0 cuando x — 1. 

Resuelva el problema con valor inicial para hallar la ecuacion de 
la curva. (Necesitara una funcion hiperbolica inversa). 


y 



80. Area Demuestre que el area de la region del primer cuadrante, 
acotada por la curva y = (1/a) cosh ax, los ejes coordenados y la 
recta x = b, es igual al area de un rectangulo de altura 1 /a y longi¬ 
tud s, donde s es la longitud de la curva de x = 0 a x = b. (Vea la 
figura siguiente). 
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y 



81. Volumen Una region del primer cuadrante esta acotada por 
arriba por la curva y = cosh x, por debajo por la curva y = senh x y 
por la izquierda y la derecha por el eje y y la recta x = 2, respecti- 
vamente. Determine el volumen del solido que se genera al hacer 
girar esa region alrededor del eje x. 

82. Volumen La region acotada por la curva y = sech x, el eje x y 
las rectas x = ± In a/ 3 se hace girar alrededor del eje x para ge- 
nerar un solido. <^Cual es el volumen del solido? 

83. Longitud de arco Determine la longitud del segmento de la 
curvay = (1/2) cosh 2x de x = 0 a x = In \Z~5. 

84. Lo hiperbolico en las funciones hiperbolicas Si no sabe por 
que las funciones que hemos estudiado se Hainan hiperbolicas, 
esta es larespuesta: asi como x — cos uyy= sen u han sido iden- 
tificados con los puntos (x, y) en el circulo unitario, las funciones 
x = cosh u y y = senh u se identifican con los puntos (x, y ) en la 
rama derecha de la hiperbola unitaria x 2 -y 2 = 1 . 



Como cosh 2 u — senh 2 u = 1, el punto 
(cosh u, senh u) se encuentra en la rama 
derecha de la hiperbola x 2 -y 2 — 1 para 
todo valor de u (ejercicio 84). 

Otra analogia entre funciones hiperbolicas y funciones circu- 
lares es que la variable u en las coordenadas (cosh u, senh u) para 
los puntos de la rama derecha de la hiperbola x 2 -y 2 = 1 es el do- 
ble del area del sector A OP de la figura siguiente. Para averiguar 
por que, siga estos pasos. 

a. Demuestre que el area A (u) del sector AOP es 

1 r cosh u 

A(u) = ^ cosh u senh u — J Vx 2 — \ dx. 


b. Derive ambos lados de la ecuacion del inciso (a) con respecto 
a u, para demostrar que 

A'(u) = j. 

c. Despeje A(u) en esta ultima ecuacion. ^Cual es el valor de 
A(0)7 ^Cual es el valor de la constante de integration C en su 
solution? Una vez hallada C, ^que puede decir acerca de la 
relation entre u y A(u)7 


y 



Una de las analogias entre las funciones hiperbolicas y circu- 
lares se muestra en estos dos diagramas (ejercicio 84). 

85. Superficie minima Determine el area de la superficie barrida 
por la curva y = 4cosh(x/4), —In 16 £ r £ In 81, al hacerla 
girar alrededor del eje x. 



Es posible demostrar que, de todas las curvas continuamente 
diferenciables que unen los puntos A y B en la figura, y = 4 
cosh (x/4) es la que genera la superficie de menor area. Si se su- 
merge una armazon de alambre rigido con los circulos extremos 
en A y B en una solution jabonosa, la pelicula que unira los circu¬ 
los al salir de la solution sera la misma que la generada por la 
curva. 

C 86. a. Halle el centroide de la curva y = cosh x, — In 2 £ x £ In 2. 

b. Evalue hasta dos decimales las coordenadas. Dibuje la curva 
y trace el centroide para mostrar su relation con ella. 
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Cables colgantes 

87. Imagine un cable, como los de telefono o telecable, que esta ten- 
dido entre dos soportes y cuelga libremente. El peso del cable por 
unidad de longitud es w y la tension horizontal en el punto mas 
bajo es un vector de longitud H. Si elegimos un sistema coordena- 
do para el piano del cable, en el cual el eje x sea horizontal, la 
fuerza de gravedad apuntara hacia abajo, el extremo positivo del 
eje y hacia arriba, y el punto mas abajo del cable se localizara en 
y = H/w sobre el eje y (vea la figura siguiente); entonces sera 
posible demostrar que la posicion del cable coincide con la grafi- 
ca del coseno hiperbolico 

H ,w 
y = ^7 cosh —x. 



En ocasiones, a este tipo de curvas se les denomina curvas de la 
cadena o catenarias, termino que proviene del latin catena, que 
significa cadena. 

a. Sea P(x, y) un punto arbitrario sobre el cable. La figura si¬ 
guiente ilustra la tension en P como un vector de longitud 
(magnitud) T, asi como tambien la tension H en el punto mas 
bajo A. Demuestre que la pendiente del cable en P es 

. , ,w 

tan® = ~r — senh —x. 
ax H 

b. Utilizando el resultado de la parte (a) y sabiendo que la ten¬ 
sion en P debe ser igual a H (el cable no se esta moviendo), 
demuestre que T= wy. En consecuencia, la magnitud de la 
tension en P(x, y) es exactamente igual al peso de y unidades 
de cable. 



88. (Continuation del ejercicio 87). La longitud del arco AP de la fi¬ 
gura del ejercicio 87 es s = (1/a) senh ax, donde a = w/H. De¬ 
muestre que es posible expresar las coordenadas de P en terminos 
de s como: 

x = ^senfT 1 as, y = ^ Is 2 + ^ • 

89. Comba y tension horizontal en un cable Los extremos de un 
cable de 32 pies de longitud y 2 lb/pie de peso estan sujetos al 
mismo nivel a postes ubicados a 30 pies de distancia uno del otro. 

a. Haga un modelo del cable con la ecuacion 

y = ^ cosh ax, -15 s x s 15. 

Utilice la informacion del ejercicio 88 para demostrar que a 
satisface la ecuacion 

16a = senh 15a. (2) 

FI b. Resuelva graficamente la ecuacion (2), estimando las coor¬ 
denadas de los puntos donde las graficas de las ecuaciones y 
= 16a y y = senh 15a se intersecan en el piano ay. 

c. Resuelva numericamente la ecuacion (2) para a. Compare es¬ 
ta solution con el valor que encontro en el inciso (b). 

d. Estime la tension horizontal del cable en su punto mas bajo. 

e. Utilizando el valor que encontro para a en el inciso (c), trace 
la grafica de la catenaria 

y = ^ cosh ax 

en el intervalo — 15 £ x £ 15. Estime la comba en el centra 
del cable. 


Capitulo Preguntas de repaso 


1. ^Que funciones tienen inversas? ^Como sabe si dos funciones/y 
g son inversas una de la otra? Proporcione ejemplos de funciones 
que sean (o no sean) inversas una de la otra. 

2 . 7 ,Como se relacionan los dominios, rangos y graficas de funcio¬ 
nes y sus inversas? De un ejemplo. 


3. ^Como es posible expresar (en ocasiones) la inversa de una fun- 
cion de x como una funcion de x? 

4. ^.En que circunstancias se puede asegurar que la inversa de una 
funcion es diferenciable? ^Como se relacionan las derivadas de / 

y r 1 ? 
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5. ^Que es la funcion logaritmo natural? ^.Cual es su dominio, rango 
y derivada? r.Que propiedades aritmeticas tiene? Comente su gra- 
fica. 

6. ^Que es la derivacion logarltmica? Proporcione un ejemplo. 

7. iQue integrales conducen a logaritmos? De ejemplos. ^Cuales 
son las integrales de tan x y cot x? 

8. ^Como se define la funcion exponencial e*? ^Cual es su dominio, 
rango y derivada? ^Que leyes de exponentes cumple? Comente su 
grafica. 

9. ^Como se definen las funciones a x y log a xl ^Existen restriccio- 
nes sobre al ,j,C6mo se relaciona la grafica de log„ x con la de In 
xl ^Es cierto que en realidad solo existe una funcion exponencial 
y una funcion logaritmo? 

10. Describa alguna de las aplicaciones de los logaritmos de base 10. 

11. iCual es la ley de cambio exponencial? ^Como puede deducirse 
con base en un problema con valor inicial? ^Cuales son algunas 
de las aplicaciones de esta ley? 

12. ^Como se comparan las razones de crecimiento de funciones po- 
sitivas cuando x —>* ool 

13. iQue papel desempenan las funciones e* y In x en las comparacio- 
nes de crecimiento? 

14. Describa la notation o pequena y O grande. Proporcione ejemplos. 


15. iQue es mas eficiente, una busqueda secuencial o una busqueda 
binaria? Explique. 

16. ('.Como se definen las funciones trigonometricas inversas? <^C6mo 
se pueden utilizar triangulos rectangulos para determinar los va- 
lores de estas funciones? Proporcione ejemplos. 

17. iQue son las derivadas de las funciones trigonometricas inversas? 
^.Corno son los dominios de las derivadas, en comparacion con los 
dominios de las funciones? 

18. iQue integrales llevan a funciones trigonometricas inversas? ^De 
que forma se amplla la aplicacion de estas integrales mediante la 
sustitucion y completar cuadrados? 

19. ^Cuales son las seis funciones hiperbolicas basicas? Comente sus 
dominios, rangos y graficas. ^Cuales son algunas de las identida- 
des que las relacionan? 

20. ^Cuales son las derivadas de las seis funciones hiperbolicas basi¬ 
cas? ^Cuales son las correspondientes formulas de integrales? 
^Que similitudes puede identificar respecto de las seis funciones 
trigonometricas basicas? 

21. ^Como se definen las funciones hiperbolicas inversas? Comente 
sus dominios, rangos y graficas. ,j,C6mo se pueden determinar, 
con ayuda de una calculadora, los valores de seclT 1 x, csciT 1 x y 
code 1 x para cosh -1 x, senlr 1 x y tanlT 1 xl 

22. ^Que integrales llevan de manera natural a las funciones hiperbo¬ 
licas inversas? 


Capitulo Ejercicios de practica 


Derivacion 

En los ejercicios 1 a 24, determine la derivada de y con respecto de la 
variable apropiada. 


1. y 

3. y 

5. y 
7 - y 
9. y 
11. y 
13. y 

15. y 

16. y 

18. y 

19. y 

20. y 


10e~* /5 


2 . 




4. 


in (sen 2 0) 6. 

log 2 ( x 2 /l ) 8. 

8 _/ 10 . 

5x 3 ' 6 12. 

(x + 2) x+1 14. 


sen 1 \/l — u 2 , 0 < u < 

“ r ‘(^)- " 
z cos -1 z — \/1 — z 2 

t tan -1 1 — ^in t 

(1 + ? 2 ) coC 1 2 1 


y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

l 

y 


x 2 e~ 2 ! x 

in (sec 2 6) 
log 5 (3x — 7) 
9 2 ‘ 

V2x-^ 

2(lnx)^ 2 


in cos 1 x 


21. y = z sec -1 z — \/z 2 — 1, z > 1 

22. y = 2Vx - 1 sec _I Vx 

23. y — esc 1 (sec 6), 0 < 8 < 77/2 

24. y = (1 + x 2 )e tan_ljc 

Derivacion logaritmica 

En los ejercicios 25 a 30, utilice la derivacion logaritmica para deter¬ 
minar la derivada de y con respecto de la variable apropiada. 


25. y 

27. y 

28. y 

29. y 


2(x 2 + 1) 

V 7 cos 2x 

(u + m- DV 

W - 2)(f + 3)J ' 

2u2“ 

Vu 2 + 1 

(sen 6)^ 


Integracion 


26. y = 


10 / 3x + 4 
2x - 4 


t > 2 


30. y = (lnx)V (In;t) 


Evalue las integrales en los ejercicios 31 a 78. 


31. / e* senje*) dx 


32. / e'eos (3e* — 2) dt 
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-l 


33. / e x sec 2 (e x - 7) dx 


34. / e y esc ( e y + 1) cot (e y + 1) dy 


35. / sec 2 (x)e tsnx dx 


37. 


dx 

3x - 4 


39. / tan — dx 


41. 


It 


Jo t 2 - 25 


- dt 


f tan (In n) 

43. / —dv 


45. 


(lnx) 


■dx 


47. / r esc 2 (1 + In r) Jr 


49. / jc3 x2 Jx 


51. ^ x Jx 


53 -/ + 

r-i 


55. J e~ (x+1) dx 

r In 5 

57. / e'(3e r + l)“ 3/2 Jr 
59. J j. (1 + 71nx)~'/ 3 Jx 

/" 3 (In (v + l)) 2 
6L /, „ + 1 


r 8 iog 4 e 

63. / —^J0 


65. 


67. 


69. 


71. 


73. 


f-3/4 


6 dx 


-3/4 V9 - 4x 2 
f 2 3 dt 


-2 4 + 3t 2 




vW - 1 

f ‘ 2 / 3 dy 


/Vz/3 |v|V9v 2 - 1 
f dx 

I V-2x - x 2 


36. / esc 2 xe cotx dx 


38. J - JL P^dx 

f i/4 

40. / 2 cot 7TX Jx 

J 1/6 

/*7r/6 , 

42. / ^^Jt 


-77/2 


1 — sen f 


44. 


dv 

v In u 


f In (x — 5) 

46. / --— dx 

J x ~ 5 

f cos (1 — In v) 

48. / - „-- 


50. / 2 tanx sec z x dx 


dv 


52. 


/1 


5x 


dx 


54 -i 


56. f e 2w dw 
J- In 2 

58. e e (e e - 1) 1/2 dd 


60. / —-^Jx 

■Je XV lnx 

62. / (1 + In f)t In t dt 


[ e 8 In 3 log 3 6 

64. / -„ dd 


66 . 


68 . 


70. 


72. 


74. 


- 1/5 


6 Jx 


-1/5 V4 - 25x 2 
r ’ 3 dt 


N 3 3 + f 2 
f 24 dy 


yVy 2 - 16 

• vWs dy 


' 2/V5 |\Ay 2 - 3 

f _ dx _ 

t V-x 2 + 4x - 1 


75. 


77. 


2 dv 


"l 


-2 u 2 + 4u + 5 
f dt 


(t + 1 )Vt 2 + 2t - 


76. 


78. 


3 Ju 


-1 4i> 2 + 4u + 4 

r _J?_ 

(3t + l)vV + 6t 


Resolution de ecuadones con terminos 
logarftmicos o exponenciales 

Despejejy en los ejercicios 79 a 84. 

79. 3- v = 2-*' +1 80. 4~ v = 3 J,+2 

81. 9e 2v = x 2 82. 3^ = 3 lnx 

83. In (y — 1) = x + In y 84. In (10 In y) = In 5x 

Evaluacion de Ifmites 

Determine los llmites en los ejercicios 85 a 96. 


85. 11m 


10* - 1 


x ->0 


^sen/t _ 1 

87. 11m =—z -r 1 

x-*o er - 1 

5-5 cosx 
89. lim —-- 

x—*o er — x — 1 

t — In (1 + 2 1) 
91. 11m -,-- 

f— 0 + t 2 


93. 11m ( v — 7 

i—»o + v t t 


95. 11m 1 + t 


86. 11m 


3 e - 1 


0 0 

r\— sen* 1 

88. 11m —j- - — 

x ->o er - 1 


4 - 4e T 
x—*o xe* 

sen 2 (7rx) 


90. 11m 

x->C 

92. 11m 

x^4 e*- 4 + 3 - 

94. 11m e~ 1/,v lny 

v—*0 + 


96. 11m ( 1 + — 

x-*0 + 


Comparacion de razones de crecimiento 
de funciones 

97. if crece mas rapido, mas lento o a la misma razon que g cuando 
x —» 00 ? Justifique sus respuestas. 

a. /(x) = log 2 x, g(x) = log 3 x 

b. /(x) = x, g(x) = x + - 

c. /(x) = x/100, g(x) = xe~ x 

d. /(x) = x, g(x) = tan -1 x 

e. /(x) = csc~'x, g(x) = 1/x 

f. /(x) = senhx, gix) = e x 

98. if crece mas rapido, mas lento o a la misma razon que g cuando 
x —» 00 ? Justifique sus respuestas. 

a. f(x) = 3-*, g(x) = 2T X 

b. fix ) = ln2x, gix) = lnx 2 

c. fix) — 10x 3 + 2x 2 , gix) = e x 

d. fix) = tan _1 (l/x), gix) = 1/x 

e. fix) = sen~*(l/x), g)x) = 1/x 2 

f. fix) = sechx, gix) = e~ x 
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99. ^Verdadero o falso? Justifique sus respuestas. 



c. x = o(x + lnx) d. In (lnx) = o(lnx) 

e. tan~*x = 0(1) f. coshx = 0(e x ) 

100. ^Verdadero o falso? Justifique sus respuestas. 



c. lnx = o(x +1) d. In2x = O(lnx) 

e. sec~'x =0(1) f. senhx = 0(e*) 


y 



110. El rectangulo de la ilustracion tiene un lado sobre el eje y positi- 
vo, otro sobre el eje x positivo, y su vertice superior derecho esta 
sobre la curva y = (lnx)/x 2 . i,Con que dimensiones alcanza el 
rectangulo un area maxima y cual es esa area? 


Teona y aplicaciones 

101. Ya que la funcion/(x) = e x + x es diferenciable e inyectiva, tiene 
una inversa diferenciable f l (x ). Determine el valor de df '/dx 
en el punto/(ln 2). 


102. Determine la inversa de la funcion /(x) = 1 + (l/x),x ^ 0. 
Demuestre despues que/ _1 (/(x)) = /(/ _1 (x)) = xyque 


df~ l 

dx 


f(x) 


1 

/'(*)' 


En los ejercicios 103 y 104, determine los valores maximo absoluto y 
minimo absoluto de cada funcion en el intervalo dado. 


103. y = xln2x — x, 


1 e 
2e’ 2 


104. y = 10x(2 — lnx), (0, e 2 ] 

105. Area Calcule el area bajo la curva y 

x= 1 ax = e. 

106. Area 


2(lnx)/x y el eje x, de 


a. Demuestre que el area que esta entre la curva y = 1/x y el 
eje x, de x = 10 a x = 20, es igual al area que esta entre la cur¬ 
va y el eje x, de x = 1 a x = 2. 

b. Demuestre que el area que esta entre la curva y = 1/x y el 
eje x, de ka, a kb, es igual al area que esta entre curva y el eje 
x, de x = a a x = b (0 < a < b, k > 0). 


107. Una particula viaja hacia arriba y a la derecha sobre la curva y = 
In x. Su coordenada x crece segun la razon ( dx/dt ) = Vx m/s. 
m/s. <',Cual es la razon de cambio de la coordenada ;’ en el punto 
(e\2)? 

108. Una nina se desliza por un tobogan cuya forma es la curva 
y = 9e~*/ 3 . Su coordenada y cambia segun la razon dy/dt = 
(-1/4)V9 - y pie/s. que razon cambia, aproximadamente, 
su coordenada x cuando llega a la parte inferior del tobogan en 
x = 9 pies? (Considere que e 3 es 20 y redondee la respuesta al 
pies/s mas cercano). 

109. El rectangulo de la ilustracion tiene un lado sobre el eje y positi¬ 

vo, otro sobre el eje x positivo y su vertice superior derecho esta 
sobre la curva y = . ^Con que dimensiones alcanza el rec¬ 

tangulo un area maxima y cual es esa area? 


0.2 

0.1 

~0 



1 


x 


111. Las funciones/(x) = In 5x y g(x) = In 3x difieren por una cons- 
tante. ^Cual es? Justifique su respuesta. 

112. a. Si (lnx)/x = (ln2)/2, ^tiene que serx = 2? 
b. Si (lnx)/x = — 2 ln2, ^.tiene que serx = 1/2? 

Justifique sus respuestas. 

113. El cociente (log 4 x)/(log 2 x) tiene un valor constante. ^Cual es? 
Justifique su respuesta. 

114. log v (2) en comparacion con log 2 (x) ( ',C6mo se compara /(x) 
= log x (2) con g(x) = log 2 (x)? Esta es una forma de averiguarlo: 

a. Utilice la ecuacion log a b = (lnb)/(lna) para expresar f(x) 
y g(x) en terminos de logaritmos naturales. 

b. Grafique juntas a/yag. Comente el comportamiento de/en 
relacion con los signos y valores de g. 

115. Grafique las siguientes funciones y por inspeccion visual locali- 
ce y estime los valores extremos, identificar las coordenadas de 
los puntos de inflexion, y determine los intervalos en donde las 
graficas son concavas hacia arriba y hacia abajo. Despues, con- 
firme sus estimaciones trabajando con las derivadas de las fun¬ 
ciones. 

a. y = (lnx)/Vx b. y = e ^ c. y = (1 + x)e~* 

116. Grafique/(x) = x In x. ^Le parece que la funcion tiene un valor 
minimo absoluto? Confirme su respuesta mediante calculo. 

117. <^Cual es la edad de una muestra de carbon vegetal, en la cual 
90% del carbono 14 original ha decaldo? 

118. Enfriamiento de una tarta En un plato hondo, una tarta cuya 
temperature interna era 220°F al ser sacada del horno, se deja 
enfriar en una terraza bien ventilada a 40°F. A los 15 minutos la 
temperature interna de la tarta es de 180°F. ^Cuanto tiempo mas 
tardara en enfriarse hasta llegar a 70°F? 

119. Ubicacion de una estacion solar Usted ha firmado un contra- 
to para construir una estacion solar al nivel del suelo, con alinea- 
cion este-oeste entre los dos edificios de la ilustracion. ^A que 
distancia del edificio mas alto debe ubicar la estacion para maxi- 
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mizar el numero de horas que recibira la luz solar el dla en que el 
sol pase directamente por arriba? Observe primero que 

n ,_1 X 50 - X 

6 = TT — cot — - cot - — -. 

oU 31) 

Encuentre despues el valor de x que maximiza 6. 



120. Un cable redondo para transmision submarina esta formado por 
un nucleo de alambres de cobre, forrado con un material aislante 
no conductor. Si x es la razon entre el radio del nucleo y el gro- 
sor del aislante, sabemos que la velocidad de la serial transmitida 
esta dada por la ecuacion v = x 2 In (1/x). Si el radio del nucleo 
es 1 cm, ^que grosor del aislante h permitira la mayor velocidad 
de transmision? 



Capi'tulo Ejercicios adicionales y avanzados 


Lfmites 


Determine los llmites en los ejercicios 1 a 6. 


1. 


3. 


5. 

6 . 

7. 


8 . 


lim / — 

1 Jo Vl - x 2 

11m (cos V5) 1/l 

x—>0 +V 


2. 11m - 

x-*oo - 


tan 1 1 dt 


4. lim (x + e x ) 2 ^ x 


11m 

H —>00 


11m 


1 

, 1 , 

...+ 1 

n + 

1 + n + 2 + 

2 n 

[e x ! n 

+ e 2/ " + • • • 

+ e (»-i)/» 


+ e" /n ) 


Sea A(t) el area de la region comprendida en el primer cuadrante 
y acotada por los ejes coordenados, la curva y = -e* y la recta 
vertical x = t, t > 0. Sea V(t) el volumen del solido generado al 
hacer girar la region alrededor del eje x. Determine los limites si- 
guientes. 

a. lim A(t) b. lim V(t)/A(t) c. lim V(t)/A(t) 

t-* oo t —»oo t— >o + 

Variacion de la base de un logaritmo 

a. Determine lim log a 2 cuando a —■ > 0 , I , 1 + y oo . 

b. Grafique y = log a 2 como una funcion de a en el intervalo 
0 < a < 4. 


12. Grafique /(x) = (senx) senjr en [0, 3 tt], Explique lo que ve en la 
grafica. 

13. Determine /'(2)si/(x) = e gix ^ y g{x) = J — 

14. a. Determine df/dx si 


/(x) 



dt. 


b. Encuentre/(0). 

c. i,Que puede concluir respecto de la grafica de/? Justifique su 
respuesta. 

15. La siguiente figura muestra una prueba informal de que 


tan 


+ tan 


TT 

J' 



D 

E 


Teona y ejemplos 

9. Determine el area entre las curvas y = 2(log2x)/x y y = 
2 (log4x)/x y el eje x, de x = 1 a x = e. ^Cual es la razon entre el 
area mayor y el area menor? 

El 10. Grafique /(x) = tan~*x + tan~*(l/x) para —5 £ x £ 5. Des¬ 
pues utilice calculo para explicar lo que ve en la grafica. ^Como 
esperaria que se comporte/fuera del intervalo [-5, 5]? Justifique 
su respuesta. 

11. ^Para quex> 0 se cumple = (x x ) xr ! Justifique su respuesta. 


^.Cual es el argumento? ( Fuente : "Behold! Sums of Arctan”, por 
Edward M. Harris. College Mathematics Journal, vol. 18, num. 2, 
marzo de 1987, pag. 141). 

16. Tt e < e 71 

a. ^,Por que la figura siguiente “demuestra” que ir e < e 7!r> . (Fuen¬ 
te: "Proof Without Words”, por Fouad Nakhil, Mathematics 
Magazine, vol. 60, num. 3, junio de 1987, pag. 165), 

b. La figura siguiente supone que /(x) = (In x)/x tiene un valor 
maximo absoluto en x = e. ^,Como saber si esto es verdad? 
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y 

In e 



In 7 t 

7 T 


0 



!\ e 7T 


I 

I NO ESTA A ESCALA 


17. Utilice la figura siguiente para demostrar que 


rirf 2 ^ r i 

sen x dx = „— / sen ~ l xdx. 



18. Desigualdad de Napier Estas son dos pruebas graficas de que 
b > a > 0 

Explique como se desarrolla cada una de ellas. 


In b — In a 1 

b b - a a- 



b. y 



0 a b 


(Fuente: Roger B. Nelson, Collage Mathematics Journal, vol. 24, 
num. 2, marzo de 1993, pag. 165). 


19. Descomposiciones par-impar 

a. Suponga que g es una funcion par de x y h es una funcion im- 
par de x. Demuestre que si g(x) + h(x) = 0 para toda x, enton- 
ces g(x) = 0 para toda x y h(x) = 0 para toda x. 

b. Utilice el resultado del inciso (a) para demostrar que si 
f(x) =f P (x) + fj(x) es la suma de una funcion par f P (x ) y una 
funcion impar fj(x), entonces 

/bW = (/(■*) + f(-x))/2yf 0 (x) = (/(*) - f(-x))/2. 

c. iQue significa el resultado del inciso (b)? 

20. Sea g una funcion diferenciable en todo intervalo abierto que con- 
tiene al origen. Suponga que g tiene las siguientes propiedades: 

g(x) + giy) 

i. g(x + y) = —-para todos los numeros reales x, 

1 - g(x)g(y) 

yyx+ y en el dominio de g. 

ii. 11m g(h) = 0 
h—* 0 

... ,, gw . 

111. lim —:— = 1 
h—*0 h 

a. Demuestre que g(0) = 0. 

b. Demuestre que g'(x) = 1 + [ g(x)] 2 . 

c. Determine g(x) resolviendo la ecuacion diferencial del inci¬ 
so (b). 

Aplicaciones 

21. Centro de masa Halle el centro de masa de un placa delgada 
con densidad constante que cubre una region localizada en el 
primero y cuarto cuadrantes y esta delimitada por las curvas 
y = 1/(1 +x 2 )yy= —1/(1 + x 2 )yporlasrectasx = 0yx= 1. 

22. Solido de revolucion La region que esta entre la curva 
y = 1/(2 Vx) y el eje x, de jc = 1/4 a x = 4, se gira sobre el eje 
x para generar un solido. 

a. Calcule el volumen del solido. 

b. Determine el centroide de la region. 

23. La regia del 70 Si utiliza la aproximacion In 2 ~ 0.70(enlugar 
de 0.69314...), puede deducir una regia practica que dice: “Para 
estimar cuantos anos tardara una suma de dinero en duplicarse 
cuando se invierte a r por ciento de interes compuesto continuo, 
divida r entre 70”. Por ejemplo, una suma invertida a 5% se dupli- 
cara al cabo de unos 70/5 = 14 anos. Si desea que se duplique en 
10 anos, tendra que invertir dicha suma a 70/10 = 7%. Demues¬ 
tre como se deduce la regia del 70. (“La regia del 72” es similar, 
pero usa 72 en lugar de 70 porque 72 tiene mas factores enteros). 

24. Caida libre en el siglo xiv A mediados del siglo xiv, Alberto 
de Sajonia (1316-1390) propuso un modelo para la caida libre, en 
el cual suponla que la velocidad de un cuerpo que cae es propor- 
cional a la distancia recorrida en la caida. Parecla razonable pensar 
que si un cuerpo habla caldo 20 pies, descenderla al doble de ve¬ 
locidad que otro que habla caldo 10 pies. Ademas, ninguno de los 
instrumentos disponibles en aquella epoca era lo suficientemente 
preciso para probar lo contrario. Hoy podemos ver que equivocado 
estaba el modelo de Alberto de Sajonia, si resolvemos el problema 
con valor inicial que esta impllcito en el. Resuelva el problema y 
compare graficamente su solucion con la ecuacion s =161 2 . Vera 
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que describe un movimiento que comienza demasiado lento, pero 
luego se vuelve tan rapido que deja de ser realista. 

25. Los mejores angulos para ramificaciones de vasos sanguineus 
y tuberias Cuando un tubo se ramifica en otro mas pequeno en 
un sistema de flujo, es posible que deseemos darle el angulo mas 
adecuado desde el punto de vista del ahorro de energia. Se podria 
requerir, por ejemplo, que la perdida de energia a causa de la fric¬ 
tion se minimice en la section AOB de la figura siguiente. En este 
diagrama, B es un punto dado al que debe tener acceso el tubo 
pequeno. A es un punto del tubo mas grande, corriente arriba de B 
y O es el punto donde se localiza la ramificacion. Una ley, debida 
a Poiseuille establece que, en un flujo no turbulento, la perdida de 
energia a causa de la friction es proporcional a la longitud del tra- 
yecto recorrido, e inversamente proporcional a la cuarta potencia 
del radio del tubo. Asi, la perdida a lo largo de AO es {kd\)/R A y a 
lo largo de OB es (kd 2 )/r 4 , donde k es una constante, d\ es la lon¬ 
gitud de AO, d 2 es la longitud de OB, R es el radio del tubo grande 
y r es el radio del tubo pequeno. Es necesario elegir el angulo 6 de 
modo que se minimice la suma de estas dos perdidas: 


L 



4- k 


d 2 



La perdida total L se puede expresar como una funcion de 8: 


L = 


a — b cot 8 
S* 


+ 


b esc 8 A 
r 4 ) 


a. Demuestre que el valor critico de 8 para el que dL/dd es igual 
a cero, es 


b. Si la razon entre los radios de los tubos es r/R — 5/6, estime 
el angulo de ramificacion optimo descrito en el inciso (a), re- 
dondeando al grado mas proximo. 

El analisis matematico que hemos descrito se usa tambien para 
explicar los angulos en que se ramifican las arterias en el cuerpo 
de un animal. (Vea Introduction to Mathematics for Life Scien¬ 
tists, segunda edition, por E. Batschelet [Nueva York: Springer- 
Verlag, 1976]). 

11 26. Analisis de sangre por grupos Durante la Segunda Guerra 
Mundial era necesario realizar analisis de sangre a grandes grupos 
de reclutas. Por lo general, se utilizan dos metodos para efectuar 
este tipo de analisis a N personas. Con el metodo 1, cada perso¬ 
na es analizada por separado. Con el metodo 2, las muestras de 
sangre de x personas se mezclan y se analizan como una sola 
muestra grande. Si el resultado obtenido es negativo, ese analisis 
sera suficiente para todas las x personas. Si el analisis resulta po- 
sitivo, se analizara por separado a cada una de las x personas, lo 
cual requerira en total x + 1 analisis. Usando el segundo metodo y 
la teoria de probabilidades, se puede demostrar que, en promedio, 
el numero total de analisis y sera 


En nuestro modelo hemos supuesto que AC — a y BC = b son lon¬ 
gitudes fijas. De esta forma tenemos las relaciones 

d\ + d 2 cosd = a d 2 sen 0 = b, 

por lo cual 

d 2 = b esc 8, 

d\ = a — d 2 cos 8 — a — b cot 8. 


y = n(i - 9 x + |). 

Con q = 0.99 y N— 1000, determine el valor entero de x que mini- 
miza y. Ademas determine el valor entero de x que maximiza y. 
(Este segundo resultado no es importante en la situacion real). El 
metodo de los grupos se utilizo en la Segunda Guerra Mundial, 
con un ahorro de 80% en comparacion con el metodo de analisis 
individuals, pero no con el valor de q dado. 

















Tecnicas de 
integraci6n 


INTRODUCCION El Teorema Fundamental relaciona las antiderivadas y la integral defi- 
nida. Evaluar la integral indefinida 


/ 


f(x ) dx 


es equivalente a determinar una funcion F tal que F'(x) = f(x ), y luego sumar una cons- 
tante arbitraria C: 


/ 


f(x) dx = F(x) + C. 


En este capltulo estudiaremos varias tecnicas importantes para determinar integrates 
indefinidas de funciones mas complicadas que las que hemos visto hasta el momenta. El 
objetivo de este capltulo es mostrar como cambiar integrates no conocidas por integrates 
que podamos reconocer, encontrar en una tabla o evaluar por medio de una computadora. 
Ademas se amplia la idea de la integral definida a integrates impropias para las que el 
integrando puede ser no acotado en el intervalo de integracion, o el intervalo mismo ya no 
es finito. 



Formulas basicas de integracidn 


Para auxiliarnos en la determinacion de integrates indefinidas, es util construir una tabla 
de formulas de integrates invirtiendo las formulas para derivadas, como lo hemos hecho 
en los capitulos anteriores. Luego trataremos de hacer corresponder la integral con la que 
nos enfrentemos con una de los tipos estandar. Usualmente esto incluye cierta cantidad de 
manipulaciones algebraicas, asi como el uso de la Regia de Sustitucion. 

Recuerde la regia de sustitucion que se comenta en la seccion 5.5: 



en donde u = g(x) es una funcion diferenciable cuyo rango es un intervalo / y/es conti- 
nua en I. El exito de la integracion suele depender de la habilidad que se tenga para reco¬ 
nocer que parte del integrando debe llamarse u para que uno tambien tenga da, de modo 
que pueda aplicarse una formula conocida. Esto significa que el primer requisite para te- 
ner exito en integracion es un completo dominio de las formulas de derivacion. 
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La tabla 8.1 muestra las formas basicas de integrates que hemos evaluado hasta ahora. 
En esta seccion presentamos varios metodos algebraicos o de sustitucion que nos ayudaran 
a utilizar esta tabla. A1 final del libro se presenta una tabla mas extensa; analizaremos su 
uso en la seccion 8.6. 



Con frecuencia tenemos que reescribir una integral para que coincida con una formula es- 
tandar. 


dx. 

9x + 1 


EJEMPIO 1 Simplification por sustitucion 
Evaluar 
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Solucion 


2x - 9 


Vx 2- 


- dx 


9x + 1 




u = X 2 - 9x + l, 
du = (2x - 9) dx. 


»(-v 2 > +1 

(- 1 / 2 ) + 1 

= 2 u l/2 + C 


Formula 4, de la tabla 
8.1, con n = —1/2 


= 2\/x 2 - 9x + 1 + C 


EJEMPLO 2 CompLetar eL cuadrado 
Evaluar 


/ 


dx 


\Z%x — x 2 


Solucion Completamos el cuadrado para simplificar el denominador: 

8x — x 2 = — (x 2 — 8x) = — (x 2 — 8x + 16 — 16) 

= — (x 2 — 8x + 16) + 16 = 16 — (x — 4) 2 . 


Entonces 


dx 


dx 


V8x - x 2 J Vl6 - (x - 4) 2 

/ du 

J X^a 2 — u 2 


= sen 


= sen 


i u 


i I £ 


+ C 

4 


+ C. 


a = 4, » = (x — 4), 
du = dx 


Formula 18 de la tabla 8.1 


EJEMPLO 3 DesarroLlo de una potencia y uso de una identidad trigonometrica 
Evaluar 

J (secx + tanx) 2 Jx. 

Solucion Desarrollamos el integrado y obtenemos 

(secx + tanx) 2 = sec 2 x + 2 secx tan x + tan 2 x. 

Los primeros dos terminos del lado derecho de esta ecuacion son conocidos; podemos in- 
tegrarlos de inmediato. Pero, /.que pasa con tan 2 x? Hay una identidad que la relaciona con 
sec 2 x: 


tan 2 x + 1 = sec 2 x, 


tan 2 x = sec 2 x — 1. 
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x — 3 

3x + 2)3x 2 — lx 
3x 2 + 2x 
—9x 

—9x — 6 
+ 6 


Reemplazamos tan 2 x por sec 2 x 
/ (secx + tan x) 2 dx 


/ 


obtenemos 

(sec 2 * + 2secxtanx + sec 2 x — l) dx 


= 2 sec 2 x dx + 2 sec x tan x dx — / 1 dx 


= 2tanx + 2secx — x + C. 


EJEMPLO 4 Eliminacion de una raiz cuadrada 
Evaluar 

vT + cos 4x dx. 

Solucion Utilizamos la identidad 

2 n 1 + COS 26 . , 2 n 

cos 0 =-^-> 0 1 + cos 26 = 2 cos 6 . 

Con 6 = 2x, esta identidad se transforma en 

1 + cos 4x = 2 cos 2 2x. 



De aqui que, 


n-/ 4 - rn/4 - 

V1 + cos 4 xdx = / V2 Vcos 2 2x dx 


= V2 

= 


rV 4 

| cos 2x | dx 

) 

V? = \u\ 

fTT/4 

cos 2x dx 

) 

En [0, 77-/4], cos 2x^0, 
de modo que | cos 2x | = 
cos 2x. 

sen 2x 

tt/4 

Formula 7, tabla 8.1, con 

2 

0 

u = 2xy du = 2 dx 


- 0 


2 ' 


EJEMPLO 5 Reduccion de una fraccion impropia 
Evaluar 


3x 2 — lx 
3x + 2 


dx. 


Solucion El integrando es una fraccion impropia (el grado del numerador es mayor o 
igual al grado del denominador). Para integrarlo, primero dividimos, obteniendo un co- 
ciente mas un residuo que es una fraccion propia: 


Por lo tanto, 

f 3x 2 — 7x 
/ 3x + 2 


dx = 


3x 2 - lx 
3x + 2 


- 3 + 


= x 


3 + 


3x + 2 


3x + 2 


dx = -^ -3x + 2 In 13x + 21 + C. 
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Biografia historica 

George David Birkhoff 
(1884-1944) 


Reducir una fraccion impropia por medio de la division de polinomios o, tambien 11a- 
mada, division larga (ejemplo 5) no siempre lleva a una expresion que podamos integrar 
de manera directa. En la seccion 8.5 veremos que hacer al respecto. 


EJEMPLO 6 Separacion de una fraccion 
Evaluar 


/ 


3x + 2 

Vl - x 


2 


dx. 


Solucion Primero separamos el integrando para obtener 


3x + 2 

Vl - x‘ 


dx = 3 


x dx 


VT^ 


+ 2 


dx 


Vl - x 2 ’ 


En la primera de estas nuevas integrales, sustituimos 
u = 1 — x 2 , du = — 2 x dx. 


x dx 

Vl - x 2 


= 3 


( — 1 / 2 ) du 


y 

du 


x dx = — ^ du. 


= -f -jj^ + Cj = —3 V 1 -x 2 + Ci 
La segunda de las integrales nuevas es una forma estandar, 

~ dx 


= 2 sen 1 x + C 2 . 


VT 


Combinando estos resultados y renombrando a Cj + C 2 como C se obtiene 


f 3 x + 2 dx = _ 3A /f 

J vr^v 


+ 2 sen 1 x + C. 


En el ultimo ejemplo de esta seccion calcularemos una integral importante por medio 
de la tecnica algebraica de multiplicar el integrando por una forma de 1 para cambiar el in¬ 
tegrando por otro que podamos integrar. 


EJEMPLO 7 Integral de y = secx / multiplicando por una forma de 1 
Evaluar 


sec x dx. 


Solucion 

/ , / , , / secx + tanx , 

/ sec xdx = / (secx)(l)ax= / secx # - ,—7 - dx 

/ / v ' / secx + tanx 


sec x + secx tanx 


secx + tanx 


-dx 


du 

u 


u = tanx + secx, 

du = (sec 2 x + sec x tan x) dx 


= In |m| + C = In I secx + tanx I + C. 
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El metodo del ejemplo 7, con cosecantes y cotangentes en lugar de secantes y tangen- 
tes, lleva a una formula paralela para la integral de la cosecante (vea el ejercicio 95). 


TABLA 8.2 IntegraLes de la secante y La cosecante 


1. / sec u du = In I seen + tanzrl + C 


2. / esc u du = —In Icsczz + cotwl + C 


Procedimientos para hacer coincidir integrales con formulas basicas 

Procedimiento 

Ejemplo 

Sustituir para 
simplificar 

2x — 9 . du 

Vx 2 - 9x + 1 Vn 

Completar el cuadrado 

V8x — x 2 = Vl6 — (x — 4) 2 

Usar una identidad ( 

sec x + tan x) 2 = sec 2 x + 2 sec x tan x + tan 2 x 

trigonometrica 

= sec 2 x + 2 sec x tan x 
+ (sec 2 x — 1) 

= 2 sec 2 x 4- 2 sec x tan x — 1 

Eliminar una raiz cuadrada 

V1 + cos 4x = V2 cos 2 2x = V2 cos 2x 

Reducir una fraccion 
impropia 

3x 2 — lx t 6 

3x + 2 ~ X J 3x + 2 

Separar una fraccion 

3x + 2 _ 3x | 2 

Vl - x 2 Vl - x 2 Vl - x 2 

Multiplicar por una forma de 1 

secx + tanx 
sqcx secx* , , 

secx + tanx 


sec 2 x + secx tanx 


secx + tanx 


EJERCICIOS 8.1 


Sustituciones basicas 

En los ejercicios 1 a 36, evalue cada integral por medio de sustitucion 
para reducirla a una forma estandar. 




sen v cos v dv 


4. 


cot 3 y esc 2 y dy 


1 . 


16x dx 

V8x 2 + 1 


2 . 


3 cos x dx 
V 7 1 + 3 sen x 


5. 


/ 16x dx 

lo 8x 2 + 2 


6 . 



sec 2 _z_ 

tanz 


dz 
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7. 


dx 


Vx (Vi + 1) 


9. / cot (3 — lx) dx 


11. / e e esc (e fl + 1) d8 


dx 


— Vx 


10. / esc (t tx — 1) dx 


12 . 


cot (3 + lnx) 


dx 


Identidades trigonometricas 

En los ejercicios 43 a 46, evalue cada integral por medio de identidades 
trigonometricas y sustituciones para reducirla a una forma estandar. 


43. J (secx + cot x) 2 dx 
45. / esc x sen 3x dx 


44. / (cscx — tanx) 2 rfx 


13. / sec ^ dt 


14. / xsec(x 2 — 5) dx 


46. / (sen 3x cos 2x — cos 3x sen 2x) dx 


i5. J esc (s - tt) ds 
rV\n 2 

17. I 2xe x dx 
19. j e tan ” sec 2 v dv 

21 . /,-*■* 

‘ 2 v "'dw 


23. 


25. 


27. 


29. 


/ 2l/tv 

f 9 du 
I 1+9 u 2 

r 1/6 dx 

10 Vl - 9x 2 

/ 2.J rfe 


vT^ 



x cos (lnx) 


16. / -\csc-)rrf0 

i 0 2 0 


18. J Z /2 (seny)e™y dy 


20 . 


dt 

~vT 

f 2 lnx 

22. ^dx 


24. / 10 2fl r» 


26. 


28. 


30. 


32. 


34. 


36. 


4 dx 


1 + (2x + l) 2 


dt 


'o V4 - 


2 r/x 


x\/l - 41n 2 ; 
dr 

rVr 2 - 9 
dy 


\/e 2y - 1 

lnxr/x 
x + 4xln 2 x 


Completar el cuadrado 

En los ejercicios 37 a 42, evalue cada integral completando el cuadra¬ 
do y utilizando una sustitucion para reducirla a una forma estandar. 


37. 


39. 


41. 


8 dx 


li x 2 — 2x + 2 

[ dt 

I \/—t 2 + At - 3 

f dx 

I (x + l)Vx 2 + 2x 


38. 


40. 


42. 


2 rfx 


/2 x 2 — 6x + 10 

[ de 

/ V20 - 0 2 


dx 


(x - 2)Vx 2 - 4x + 3 


Fracciones impropias 

Evalue cada integral en los ejercicios 47 a 52, reduciendo la fraccion 
impropia y utilizando una sustitucion (de ser necesario) para reducirla 
a una forma estandar. 


47. 


49. 


51. 


x + 1 


dx 


2x J 


. , dx 

IV2 X ~ 1 

f 4 1 3 - t 2 + 16 1 
I t 2 + 4 


dt 


48. 


50. 


52. 


-dx 


x 2 + 1 

r3 4x 2 - 7 
_i 2x + 3 




' 20 s - Id 2 + 16 

20-5 


dO 


Separation de fracciones 

Evalue cada integral en los ejercicios 53 a 56, separando la fraccion y 
utilizando una sustitucion (de ser necesario) para reducirla a una for¬ 
ma estandar. 


53. 


1 — x 

Vl - x 2 


dx 


54. f * + 2 Y^ dx 


55. 

J COS X 


2xVx — 1 
" 1/2 2 - 8x 


56. / - rfx 

Jo 1 + 4x 2 


Multiplicacion por una forma de 1 

Evalue cada integral en los ejercicios 57 a 62, por medio de la multi¬ 
plicacion de una forma de 1 y utilizando una sustitucion (de ser nece¬ 
sario) para reducirla a una forma estandar. 


57. / ,—;- dx 

/ 1 + senx 


58. / -—:- dx 

/ 1 + cosx 


59. 


61. 


1 


sec 0 + tan 6 


d0 


1 — secx 


dx 


60. 


62. 


1 


esc 6 + cot 0 


d0 


1 — cscx 


dx 


Eliminacion de raices cuadradas 

Evalue cada integral en los ejercicios 63 a 70, por medio de la elimina¬ 
cion de la raiz cuadrada. 


63. 


1 — cosx 


dx 


64. / Vl — cos 2 xdx 

Jo 
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65. 


67. 



+ cos 2 tdt 



— cos 2 d dd 



66 . 


68 . 

70. 


r o _ 

/ Vl + cos tdt 

V*1 — sen 2 0 r/f? 



b. Exprese f cot 5 0 r/0 en terminos de f cot 3 d dd. 

c. Exprese / cot 7 d dd en terminos de / cot 5 6 dd. 

d. Exprese / cot 2i+1 d dd, en donde k es un entero positivo, en 
terminos de / cot 2 * -1 d dd. 

Teona y ejemplos 


Miscelanea de integrates 

Evalue cada integral en los ejercicios 71 a 82, usando la tecnica que 
considere apropiada. 

/“ 37r/4 f‘ir/A 

71. / (cscx — cotx) 2 dx 72. / (secx + 4 cosx) 2 dx 
Jit/4 Jo 

73. J cos d esc (sen 6) dd 74. / ^1 + ^ cot (x + lnxjcfe 
75. / (cscx — secx)(senx + cos x) dx 


76. / 3 senh ( — + In 5 | dx 


77. 


79. 


6 dy 

Vy(l + v) 


78. 


7 rfx 


80. 


dx 

xV4x 2 - 1 
dx 


(x — l)\/x 2 — 2x — 48 J (2x + l)\/4x 2 + 4x 

dx 


81. / sec 2 t tan (tan t) dt 


82. 




+ x z 


87. Area Determine el area de la region acotada por arriba por 
y = 2 cos x, y por abajo por y = sec x, —tt/ 4 < x < tt/4 . 

88. Area Determine el area de la region “triangular” que esta acota¬ 
da por arriba y por abajo por las curvas y = esc x y y = sen x, 
tt/6 s x S tt/ 2 , y a la izquierda por la recta x = tt/6 . 

89. Volumen Determine el volumen del solido generado al hacer 
girar, alrededor del eje x, la region del ejercicio 87. 

90. Volumen Determine el volumen del solido generado al hacer 
girar, alrededor del eje x, la region del ejercicio 88. 

91. Longitud de areo Determine la longitud de la curva y = In 
(cos x), 0 £ x < -ir/3. 

92. Longitud de areo Determine la longitud de la curva y = In 
(sec x), 0 < x < ir/4. 

93. Centroide Determine el centroide de la region acotada por el 
eje x, la curva y = sec x y las rectas x = — ir/4, x = ir/4. 

94. Centroide Determine el centroide de la region acotada por el 
ejex, la curvay = cscx y las rectas x = ir/6,x = 5ir/6. 

95. La integral de esc x Repita, por medio de cofunciones, la de- 
duccion del ejemplo 7 para demostrar que 


Potencias trigonometricas 

83. a. Evalue / cos 3 d dd. (Sugerencia: cos 2 d = 1 — sen 2 d). 

b. Evalue / cos 5 d dd. 

c. Sin evaluar realmente la integral, explique como evaluarla 
f cos 9 d dd. 

84. a. Evalue f sen 3 d dd. (Sugerencia: sen 2 6 = 1 — cos 2 0). 

b. Evalue f sen 5 d dd. 

c. Evalue f sen 7 d dd. 

d. Sin evaluar realmente la integral, explique como evaluarla 
/ sen 13 d dd. 

85. a. Exprese f tan 3 d dd en terminos de / tan d dd. Despues 

evalue f tan 3 d dd. {Sugerencia: tan 2 d = sec 2 !? — 1). 

b. Exprese f tan 5 d dd en terminos de f tan 3 d dd. 

c. Exprese j tan 7 d dd en terminos de f tan 5 d dd. 

d. Exprese j tan 2 * +1 d dd, donde k es un entero positivo, en ter¬ 
minos de f tan 27-1 d dd. 

86. a. Exprese / cot 3 d dd en terminos de / cot d dd. Luego evalue 

f cot 3 d dd. {Sugerencia: cot 2 d = esc 2 d — 1). 


esc xdx = —In |cscx + cotx| + C. 

96. Uso de sustituciones diferentes Demuestre que la integral 

puede evaluarse con cualquiera de las sustituciones siguientes. 

a. u — l/(x + 1) 

b . u = ((x - 1 )/(x + 1 )) k para k = 1, 1/2, 1/3, -1/3, -2/3, 

y — i 

c. u = tan _1 x 

d. u = tan^'v/r e. u = tan -1 ((x — l)/2) 

f. u = cos -1 x g. u = cosh -1 x 

^Cual es el valor de la integral? ( Fuente: “Problems and Solu¬ 
tions”, College Mathematics Journal, volumen 21, numero 5, no- 
viembre de 1990, paginas 425-426). 
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Integracion por partes 


Como 


es claro que 


x dx = 2 x 1 + C 


x‘£/i = yx 3 + C, 


; dx ^ / x dx • / x dx. 


En otras palabras, la integral de un producto en general no es el producto de las integrales: 


f(x)g(x)dx no es igual a / f(x)dx • / g(x)dx. 


La integracion por partes es una tecnica para simplificar integrales de la forma 


f(x)g(x) dx. 


Esto es util cuando/puede diferenciarse repetidamente y g puede integrarse repetidamen- 
te sin dificultad. La integral 


/ 


xe x dx 


es un ejemplo de lo anterior, ya que f(x ) = x puede diferenciarse dos veces para convertir- 
se en cero, y g(x) = & puede integrarse de manera repetida sin dificultad. La integracion 
por partes tambien se aplica a integrales como 


e' sen x dx 


en las que cada parte del integrando vuelve a aparecer despues de diferenciaciones e inte- 
graciones sucesivas. 

En esta seccion describiremos la integracion por partes y mostraremos como aplicarla. 


Regia del producto en forma de integral 

Si/yg- son funciones diferenciables de x, la regia del producto establece que 

[f{x)g(x)] = f'(x)g(x ) + /(x)g'(x). 

En terminos de integrales indefinidas, esta ecuacion se transforma en 

j U(x)g{x)] dx = J [/'(x)g(x) + f{x)g'(x)]dx 
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dx 


[/(x)g(x)] dx = / f'(x)g(x)dx+ / f(x)g'{x)dx. 


Reacomodando los terminos de esta ultima ecuacion, obtenemos 


/(x)g'(x) dx = / [/(x)g(x)] c/x - / f'(x)g(x) dx 


lo que nos lleva a la formula de integration por partes 


j /(x)g'(x) dx = f(x)g(x) 

~ J f'(x)g{x) dx 

(1) 

En ocasiones es mas facil recordar la formula si la escribimos en forma diferencial. Sea 
u =/(x) y v = g(x). Entonces du = /'(x) dx y dv = g'(x) dx. Utilizando la regia de susti- 
tucion, la formula de integracion por partes se transforma en 

Formula de integracion por partes 



J u dv = uv — 

J v du 

(2) 


Esta formula expresa una integral, f udv, en terminos de una segunda integral, 
f v du. Con una election adecuada de u y v, la segunda integral podria ser mas facil de 
evaluar que la primera. Para utilizar la formula, puede haber varias elecciones posibles pa¬ 
ra u y dv. Los siguientes ejemplos ilustran la tecnica. 


EJEMPLO 1 Integracion por partes 
Entonces 


x cos x dx. 


Utilizamos la formula / u dv = uv — / v du con 


Entonces 


u = x, dv = cos x dx, 

du = dx, V = senx. La antiderivada mas sencilla de cos x 


xcosxdx = xsenx — / sen x dx = xsenx + cosx + C. 


Examinemos las opciones disponibles para u y dv en el ejemplo 1. 


EJEMPLO 2 Revision del ejemplo 1 
Para aplicar integracion por partes a 


x cos x dx 


u dv 
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tenemos cuatro posibles opciones: 

1 . Hacer u = 1 y dv = xcos xdx. 2 . Hacer u = xy dv = cos xdx. 

3 . Hacer u = xcosxy dv = dx. 4. Hacer u = cosxyc/u = xdx. 

Examinemos cada una de ellas. 

La opcion 1 no es conveniente, porque desconocemos como integrar dv = x cos x dx 
para obtener v. 

La opcion 2 funciona bien, como vimos en el ejemplo 1. 

La opcion 3 nos lleva a 

u = x cos x, dv = dx, 

du = (cosx — xsenx) dx, v = x, 


y a la nueva integral 



(x cos x — x 2 sen x) dx. 


Esta integral es peor que la integral con la que iniciamos. 
La opcion 4 nos lleva a 


u = cos x, dv = x dx, 

du = —sen xdx, v = x 2 /2, 


por lo que la nueva integral es 


/ 



x 2 , 

2 sen x dx. 


que tambien es una peor integral. 

El objetivo de la integracion por partes es pasar de una integral J udv que no sabe- 
mos como evaluar, a una integral f v du, que si podamos evaluar. Por lo general, elija pri- 
mero que dv sea tan semejante como sea posible al integrando, incluyendo a dx, de mane- 
ra que la integracion sea mas sencilla; u es la parte restante. Tenga en cuenta que la 
integracion por partes no siempre funciona. 


EJEMPLO 3 Integral del logaritmo natural 
Determine 


In x dx. 


SoLucion Como f In xdx puede escribirse como [ lnx* 1 dx, utilizamos la formula 
f udv = uv — f v du con 

U = lnx Se simplifica cuando se deriva dv = dx Facil de integrar 


du = y dx. 


La antiderivada mas sencilla 


Entonces 


/ 


In x dx = x In x 


x • y dx = x In x — 


dx = x lnx — x + C. 


A veces, tenemos que utilizar la integracion por partes mas de una vez. 
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EJEMPLO 4 Uso repetido de La integration por partes 
Evaluar 



Solution Con u = x 2 , dv = e x dx, du = 2x dx, y v = e x , tenemos 


/ 



xe x dx. 


La nueva integral es menos complicada que la original, ya que el exponente de x se redujo 
en 1. Para evaluar la integral de la derecha, nuevamente integramos por partes con 
u = x, dv = e x dx. Entonces du = dx, v = e x , y 


De aqui que, 


/ 


xe x dx = xe x 


e x dx = xe x — e x + C. 



xe x dx 


= x 2 e x — 2xe x + 2e x + C. 


La tecnica del ejemplo 4 funciona para cualquier integral J x' l e x dx en la que n es un 
entero positivo, ya que al diferenciar x" se llegara, tarde o temprano, a cero, y la integracion 
de e x es sencilla. Mas adelante en esta seccion hablaremos de esto con mas detalle, cuando 
analicemos la integracion tabular. 

Integrates como la del ejemplo siguiente aparecen en ingenieria electrica. Su evalua- 
cion requiere dos integraciones por partes, seguidas por un despeje de la integral desco- 
nocida. 


EJEMPLO 5 Despejar una integral desconocida 
Evaluar 


e x cos x dx. 


Solucion Sean u = e x y dv = cos x dx. Entonces du = e x dx, v = senx, y 


e x cos x dx = e x sen x — 


e x sen x dx. 


La segunda integral es como la primera, salvo que tiene sen x en lugar de cos x. Para eva- 
luarla, utilizamos integracion por partes con 

u = e x , dv = sen xdx, v = —cosx, du = e x dx. 


Entonces 


A cosxi ix = e A senx — I —e'cosx — / (—cos x)(e x dx) 


= e x senx + e A cosx — / e x cos xdx. 
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Ahora la integral desconocida aparece en ambos lados de la ecuacion. Sumando la integral 
a ambos lados y agregando la constante de integracion se obtiene 



e x cos xdx = e x senx + e x cosx + C i. 


Dividiendo entre 2 y renombrando la constante de integracion se obtiene 


, , e x sen x + e x cos x , „ 

e cos xdx = -^-b C . 


Integracion por partes para integrates definidas 

La formula de integracion por partes de la ecuacion (1) puede combinarse con la parte 2 
del Teorema Fundamental para evaluar por partes integrales definidas. Suponiendo que /' 
y g' son continuas en el intervalo [a, b\, la parte 2 del Teorema Fundamental da 


Formula de integracion por partes para integrales definidas 


f(x)g’(x) dx = f(x)g(x) I - / f'(x)g(x) dx 


(3) 



A1 aplicar la ecuacion (3), por lo regular utilizamos la notacion u y v de la ecuacion 
(2), ya que es mas facil de recordar. A continuacion se da un ejemplo de ello. 

EJEMPLO 6 Determination del area 

Determinar el area de la region acotada por la curva y = xe x y el eje x, de x = 0 a x = 4. 
Solucion La region aparece sombreada en la figura 8.1. Su area es 

f 4 

/ xe x dx. 

Jo 

Sea u = x, dv = e x dx, v = — e x y du = dx. Entonces, 


(—e *) dx 


FIGURA 8.1 La region del ejemplo 6. 


= [—4e~ 4 - (0)] + J e~ x dx 
= - 4e - 4 - e - x14 


= - 4e - 4 - e- 4 - (—e u ) = 1 - 5e~ 


0.91. 


Integracion tabular 

ITemos visto que las integrales de la forma f f(x)g{x) dx, en las que/puede diferenciarse 
de forma repetida hasta volverse cero y g puede integrarse varias veces sin dificultad, son 
candidatas naturales para integrarse por partes. Sin embargo, si se requieren muchas repe- 
ticiones, los calculos pueden volverse pesados. En situaciones como esta, existe una mane- 
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ra de organizar los calculos para ahorrar una gran cantidad de trabajo. Se denomina inte¬ 
gration tabular y se ilustra en los ejemplos siguientes. 


EJEMPLO 7 Uso de integration tabular 
Evaluar 


/ 


x 2 e x dx. 


Solution 


Con /(x) = x 2 yg(x) = e x , listamos: 


/( x) y sus derivadas 


g(x) y sus integrales 

x 2 -___ 

(+) 


2x '—. 

(-) 


2 - 

(+) 


0 




Combinamos los productos de las funciones conectadas por las flechas de acuerdo con los 
signos de operation que estan arriba de las flechas, para obtener 


/ 


x 2 e x dx = x 2 e x 


— 2xe x + 2e x + C. 


Compare esto con el resultado del ejemplo 4. 

EJEMPLO 8 Uso de integration tabular 
Evaluar 


/ 


sen x dx. 


Solution Con/(x) = x 3 yg(x) = senx, listamos: 


f(x) y sus derivadas 


g(x) y sus integrales 

x 3 . 

( + ) 

senx 

3x 2 

(-) 

——^ 

—cosx 

6x —____ 

( + ) 

——^ 

—senx 

6 

n — 

(-) 

^ cosx 

\J ^ OL/ll A 


Nuevamente combinamos los productos de las funciones conectadas por las flechas de 
acuerdo con los signos de operation que estan arriba de las flechas, para obtener 


x 3 sen x dx = —x 3 cosx + 3x 2 senx + 6xcosx — 6 senx + C. 
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Los ejercicios adicionales, al final de este capitulo, muestran como la integracion ta¬ 
bular puede utilizarse cuando ninguna de las dos funciones,/y g, puede diferenciarse de 
manera repetida hasta hacerse cero. 


Resumen 


Cuando no funciona la sustitucion, intente integracion por partes. Inicie con una integral 
en la que el integrando sea el producto de dos funciones. 



(Recuerde que g puede ser la funcion constante 1, como en el ejemplo 3). Haga coincidir 
la integral con la forma 

J u dv 

eligiendo dv como la parte del integrando que incluye a dx y a/(x) o g(x). Recuerde que 
debe ser capaz de integrar con facilidad dv para obtener v, y asi obtener el lado derecho de 
la formula 



Si la nueva integral, en el lado derecho, es mas complicada que la original, intente una 
eleccion diferente para u y dv. 

EJEMPLO 9 Una formula de reduccion 

Obtenga una formula de “reduccion” que exprese la integral 

/ C0S " lA 

en terminos de una integral de una potencia menor de cos x. 

Solution Podemos considerar a cos" x como cos" -1 x • cosx. Entonces hacemos 


u = cos” *x y dv = cos xdx. 


de modo que 


du = (n — 1) cos" 2 x(—sen xdx) y 


v = senx. 


De aqui que 


/ 


cos"xdx = cos" 'xsenx + (n — 1) / sen 2 xcos” 2 xdx 


I 


cos" 'xsenx + (n — 1) / (1 — cos 2 x) cos" 2 xdx. 


.I 


cos" 'xsenx + {n — 1) / cos" 2 xdx — (n — 1) / cos"xdx. 


'/ 


■/ 


Si sumamos 
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a ambos lados de esta ecuacion, obtenemos 

nfcos- x d x = cos-‘ x sco x + („-!)/ cort*. 

Despues dividimos todo entre n, y el resultado final es 

cos'^'xsenx , n — 1 


cos n xdx = 


+ n I cos" 2 x dx. 


Esto nos permite reducir el exponente del cos x en 2, de manera que esta formula resulta 
muy util. Cuando n es un entero positivo, podemos aplicar la formula de manera repetida 
hasta que la integral que queda sea 

J cos xdx = sen* + C o / cos"x* = / * = - + C. 

EJEMPLO 10 Uso de una formula de reduction 
Evaluar 

/ cos 3 xdx. 


Solucion Con base en el resultado del ejemplo 9, 

/ 3 , cos 2 x sen x .21 , 

/ cos x ax = -;- 1 — / cos x dx 


1 2 i 2 „ 

= ycos xsenx + -^-senx + C. 


EJERCICIOS 8.2 


Integracion por partes 

Evalue las integrates de los ejercicios 1 a 24. 


13. / (x 2 — 5 x)e x dx 


14. / (r 2 + r + l)e r dr 


1 . / xseni^dx 


3. / t 2 cos tdt 


5. J xln x dx 
7. ^ tan -1 y dy 


9. x sec 2 x dx 


2 . d cos 77 d dd 


4. x 2 sen x dx 


6 . J x 2 In xdx 
8 . J sen y dy 


10. / 4xsec 2 2xdx 


15. J x 5 e x dx 

17. J3 /2 d 2 sen26 dd 

19. [ tssc^tdt 

J 2/Vi 

21. / e e sen 8 dd 


16. / t 2 e 4, dt 


f v/2 . 

18. / jr cos 2x dx 
Jo 

r 1/V2 

20 . / 2 x sen 1 (x 2 ) dx 


22 . / e y cos ydv 


11 . / x 2 e x dx 


12 . J p 4 e- p dp 


23. / e Zv cos 3x dx 


24. / sen 2 x dx 
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Sustitucion e integracion por partes 

Evalue las integrates en los ejercicios 25 a 30, usando una sustitucion 
antes de la integracion por partes. 


25. 

J e V3 * l9 ds 

26. 

/ x \/1 — xdx 

Jo 

27. 

P 7/3 , 

/ x tan x dx 

Jo 

28. 

j In (x + x 2 ) dx 

29. 

J sen(lnx)(fe 

30. 

J z(lnz) 2 dz 


Teoria y ejemplos 

31. Calculo de un area Determine el area de la region acotada por 
la curva y = x sen x y el eje x (vea la figura siguiente) para 

a. 0 £ t £ 77 1). 77 X 277 C. 277 £ X £ 377. 

d. ^Ve algun patron? ^Cual es el area entre la curva y el eje x 
para mr < x £ (n + 1 )tt, n es un entero no negativo arbitra- 
rio? Justifique su respuesta. 

y 


10 

y = x sen x 


A 

5 

/ \ 


\ - 

0 

7t\ /27T 3 7T 

-5 

\J 


32. Calculo de un area Determine el area de la region acotada por 
la curva y = x cos x y el eje x (vea la figura siguiente) para 

a. 77/2 < x ^ 377/2 b. 377/2 < x ^ 577/2 

C. 577/2 £ X £ 777/2. 

d. ^Ve algun patron? iCual es el area entre la curva y el eje x 
para 



n es un entero positivo arbitrario? Justifique su respuesta. 


y 



33. Calculo de un volumen Determine el volumen del solido gene- 
rado al hacer girar, alrededor del eje x, la region en el primer cua- 
drante acotada por los ejes coordenados, la curva y = e* y la recta 
x = In 2 alrededor de la recta x = In 2. 

34. Calculo de un volumen Determine el volumen del solido gene- 
rado al hacer girar la region en el primer cuadrante acotada por 
los ejes coordenados, la curva y = e~ x , y la recta x = 1 , alrededor 

a. del eje y. b. de la recta x= 1. 

35. Calculo de un volumen Determine el volumen del solido ge- 
nerado al hacer girar la region en el primer cuadrante acotada 
por los ejes coordenados, la curva y = cosx, 0 < x < tt/2, al¬ 
rededor 

a. del eje y. b. de la recta x = tt/2. 

36. Calculo de un volumen Determine el volumen del solido gene- 
rado al hacer girar la region acotada por el eje x y la curva 
y = x sen x, 0 < x < 77 , alrededor 

a. del eje y. b. de la recta x = 77. 

(Vea la grafica del ejercicio 31). 

37. Valor promedio Una fuerza de retardo, simbolizada en la figu¬ 
ra por el amortiguador, reduce el movimiento de un resorte al que 
se ha aplicado un peso, de modo que la posicion de la masa en el 
instante t es 

y = 2e~‘ cos t, (a 0. 

Determine el valor promedio de y en el intervalo 0 £ t £ 277. 



38. Valor promedio En un sistema masa-resorte-amortiguador co- 
mo el del ejercicio 37, la posicion de la masa en el instante t es 

y = 4e~'(sen? - cost), t— 0. 


Determine el valor promedio de y en el intervalo 0 £ t £ 277. 
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Formulas de reduccion 

En los ejercicios 39 a 42, utilice integration por partes para establecer 
la formula de reduccion. 

j *«»,*-*•«**-,j *-'«*,* 

40 . «.- + ■/' x-'ocx* 

41. / x"e“dr = 


Utilice la formula 


42. J (In xfdx = x(lnx)" - nj (In x) n l dx 

Integracion de funciones inversas 

La integracion por partes conduce a una regia para la integracion de 
inversas que, por lo regular, proporciona buenos resultados: 


/ \x)dx= / yf'(y) dy 


y = r\x\ x = f(y) 
dx = f'(y)dy 


e , s. / /•/ \ , Integracion por partes con 

= yf(y)~ J f(y)dy 

= xf~\x) - J /(v) dy 

La idea es tomar la parte mas complicada de la integral, en este caso 
f l (x) , y simplificarla en primer lugar. Para la integral de In x, tenemos 


lnxcfo = / ye y dy 


y = lnx, x = e y 
dx = e y dy 


= ye y — e y + C 
= xlnx — x + C. 


Para la integral de cos 1 x, tenemos 


/ cos-4* 


y = cos x 


= xcos — seny + C 
= xcos~*x — sen(cos~*x) + C. 


J f '(x) dx = xf *(x) - J f(y) dy y = / ‘(.r) (4) 

para evaluar las integrales en los ejercicios 43 a 46. Exprese su res- 
puesta en terminos de x. 


cos x dx 

43. 

f sen 1 x dx 

44. 

a * 0 

45. 

j sec -1 x dx 

46. 


44. J tan x xdx 
46. / log 2 xdx 


Otra forma de integrar f~ l {x) (por supuesto, cuando /“* es inte- 
grable) consiste en utilizar integracion por partes con u = f l (x) y 
dv = dx para reescribir la integral de como 


J f \x)dx = xf '(x) - j x f \x)^jdx. 


(5) 


Los ejercicios 47 y 48 comparan los resultados de utilizar las ecuacio- 
nes (4) y (5). 

47. Las ecuaciones (4) y (5) dan formulas diferentes para la integral 
de cos -1 *: 

,. | COS-4* = «»»-'« - sen (cos— X) + C Ecn.d0„,4, 

b. J cos 1 x dx = x cos 1 x - Vl - x 2 + C Ecuaci6n(5) 

^Pueden ser correctas ambas integraciones? Explique. 

48. Las ecuaciones (4) y (5) dan formulas diferentes para la integral 
de tan -1 x: 

a. j tan^'xtfe = a' tan 1 x — In sec (tan -1 x) + CEcuacion(4) 

b. j tan ~ l xdx = xtan^'x — In \/1 + x 1 + C Ecuacion(5) 

^.Pueden ser correctas ambas integraciones? Explique. 

Evalue las integrales en los ejercicios 49 y 50 con (a) la ecuacion (4), 
y (b) con la ecuacion (5). En cada caso, verifique su respuesta diferen- 
ciandola respecto de x. 


49. / senh 1 x dx 


50. / tanh 1 x dx 


8.3 


Integracion de funciones racionales por medio de fracriones parciales 


En esta seccion mostraremos como expresar una funcion racional (un cociente de polino- 
mios) como una suma de fracciones mas sencillas, denominadas fracciones parciales, que 
son faciles de integrar. Por ejemplo, la funcion racional (5x — 3)/(x 2 — 2x — 3) puede 
reescribirse como 


5x - 3 = 2 3 

x 2 — 2x — 3 x+1 x — 3 ’ 
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que puede verificarse de manera algebraica colocando las fracciones del lado derecho con 
un denominador comun, (x + 1) (x - 3). La habilidad adquirida para escribir funciones ra¬ 
cionales como tal suma tambien es util en otros contextos, por ejemplo cuando se utilizan 
ciertos metodos de transformation para resolver ecuaciones diferenciales. Para integrar la 
funcion racional (5x — 3)/(x + 1) (x — 3) en el lado izquierdo de nuestra expresion, sim- 
plemente sumamos las integrales de las fracciones del lado derecho: 

/ (x + 5 1)(x-3)^ = / jh dx + I ^3 dx 

= 2 In |x + 11 + 3 In |x — 31 + C. 

El metodo para reescribir funciones racionales como una suma de fracciones mas sen- 
cillas se denomina metodo de las fracciones parciales. En el caso del ejemplo anterior, 
consiste en determinar las constantes Ay B tales que 


x 


2 



A 

x + 1 



(1) 


(Suponga por un momenta, que no sabe siA = 2yB = 3 funcionaran). A las fracciones 
A/(x + 1) y B/(x — 3) les llamamos fracciones parciales, ya que sus denominadores so¬ 
lo son parte del denominador original, x 2 - 2x - 3. Decimos que Ay B son coeficientes 
indeterminados hasta que encontremos valores adecuados para ellos. 

Para determinar Ay B, primero eliminamos las fracciones de la ecuacion (1), obte- 
niendo 


5x — 3 = A(x — 3) + B(x + 1) = (A + B)x - 3A + B. 

Esto sera una identidad en x, si y solo si los coeficientes de potencias iguales de x en los 
dos lados son iguales: 


A + B = 5, —3^4 + B = -3. 

A1 resolver este sistema de ecuaciones, se obtiene A = 2 y B = 3. 


Descripcion general del metodo 

El exito al escribir una funcion racional f(x)/g{x) como una suma de fracciones parciales 
depende de dos cosas: 

• El grado de f (x) debe ser menor que el grado de g(x ). Esto es, la fraccion debe ser pro- 
pia. Si no es asi, divida/(x) entre g(x) y trabaje con el residuo. Vea el ejemplo 3 de esta 
seccion. 

• Debemos conocer los factores de g(x). En teoria, cualquier polinomio con coeficientes 
reales puede escribirse como un producto de factores lineales con coeficientes reales y 
factores cuadraticos con coeficientes reales. En la practica, puede ser dificil obtener es¬ 
to s factores. 

A continuacion veremos como determinar las fracciones parciales de una fraccion propia 
/(x)/g(x) cuando se conocen los factores de g(x). 
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Metodo de las fracciones parciales (f(x)/g(x) propia) 

1. Sea x — r un factor lineal de g(x). Suponga que (x - r) m es la potencia mas 
grande de x - r que divide a g(x). Entonces, para este factor, asigne la suma 
de las m fracciones parciales: 

A i A2 A m 

--1---h • • • H--- 

* “ r (x - r) 2 (x - r) m ■ 

Haga esto para cada factor lineal distinto de g(x). 

2. Sea x 2 +px + q un factor cuadratico de g(x). Suponga que (x 2 +px + q) n es 
la potencia mas grande de este factor que divide a g(x). Entonces, para este 
factor, asigne la suma de las n fracciones parciales: 

B\x + Ci Bix + C 2 B n x + C„ 

x 2 + px + q ( x 2 + px + q) 2 (x 2 + px + q) n 

Haga esto para cada uno de los factores cuadraticos distintos de q(x) que no 
pueda factorizarse en factores lineales con coeficientes reales. 

3. Haga la fraccion original f(x)/g(x) igual a la suma de todas estas fracciones 
parciales. Elimine las fracciones de la ecuacion resultante y reacomode los 
terminos en potencias decrecientes de x. 

4. Iguale los coeficientes de potencias correspondientes de x y resuelva las 
ecuaciones resultantes para los coeficientes indeterminados. 


EJEMPLO 1 Factores Lineales distintos 
Evaluar 

r x 2 + 4x + 1 _, 

J (x- l)(x + l)(x + 3 ) 

por medio de fracciones parciales. 

Solucion La descomposicion en fracciones parciales tiene la forma 

x 2 + 4x + 1 _ A B C 

(x — l)(x + l)(x + 3 ) x— 1 x+l x + 3 ‘ 

Para encontrar los valores de los coeficientes indeterminados A, B y C, eliminamos las 
fracciones y obtenemos 

x 2 + 4x + 1 = A(x + l)(x + 3 ) + B(x — l)(x + 3 ) + C(x — l)(x + 1) 

= (A + B + C)x 2 + (4 A + 2 B)x + (3 A -3 B - C). 

Los polinomios en ambos lados de la ecuacion anterior son identicos, por lo que iguala- 
mos los coeficientes de potencias iguales de x, obteniendo: 

Coeficiente de x 2 : A + b + C = 1 

Coeficiente de x 1 : 4A + 2B = 4 

Coeficiente de x°: 3A - 33 - C = 1. 
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Hay varias formas de resolver el sistema de ecuaciones lineales para las incognitas A, By 
C, incluyendo la eliminacion de variables, o el uso de una calculadora o una computadora. 
Sin importar el metodo que se use, la solucion es A = 3/4 ,B = 1/2 y C = —1/4. En 
consecuencia, tenemos 


+ 4x + 1 


(x — l)(x + l)(x + 3) 


dx 



|In |x — 1| + 


dx 

2 x + 1 4 x + 3 J 

j In |x + 11 — ^ In |x + 31 + K, 


donde K es la constante arbitraria de integracion (para evitar confusion con el coeficiente 
indeterminado C). ■ 


EJEMPLO 2 Un factor lineaL repetido 


Evaluar 


6x + 7 
(x + 2) 2 


dx. 


Solucion Primero expresamos el integrando como una suma de fracciones parciales 
con coeficientes indeterminados. 


6x + 7 _ A _ B 

(x + 2) 2 x + 2 (x + 2) 2 

6x + 7 = A ix + 2) + B Multiplicar ambos lados por (x + 2) 2 . 

= Ax + (2 A + B) 


A1 igualar coeficientes de potencias correspondientes de x se obtiene: 


A = 6 y 
Por lo tanto, 


2A A B = 12 AB=1, 


A = 6 


6x + 7 
(x 4- 2) 2 


dx = 


x + 2 (x + 2) 2 
dx 


dx 


= 6 / y ^ — 5 / (x + 2) 2 dx 


B = -5. 


= 6 In |x + 21 4- 5(x + 2)~‘ 4- C 


EJEMPLO 3 Integracion de una fraccion impropia 
Evaluar 



Solucion Primero dividimos el numerador entre el denominador para obtener un polino- 
mio mas una fraccion propia. 

2x 

x 2 — 2x — 3)2x 3 — 4x 2 — x — 3 
2x 3 — 4x 2 — 6x 


5x - 3 
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Despues escribimos la fraccion impropia como un polinomio mas una fraccion propia. 

2x 3 — 4x 2 — x — 3 ~ . 5x — 3 

-^- = 2x H-;- 

x 2 — 2x — 3 x 2 — 2x — 3 

En el ejemplo inicial encontramos la descomposicion de la fraccion del lado derecho en 
fracciones parciales, por lo que 



= x 2 + 2 In | x + 11 + 3 In | x — 31 + C. 


Un polinomio cuadratico es irreducible si no podemos escribirlo como un producto de 
dos factores lineales con coeficientes reales. 


EJEMPLO 4 Integracion con un factor cuadratico irreducible en eL denominador 


Evaluar 


—2x + 4 


(x 2 + l)(x — l) 2 


r dx 


por medio de fracciones parciales. 


Solucion El denominador tiene un factor cuadratico irreducible y un factor lineal repe- 
tido, asi que escribimos 

—2x + 4 _ ^4x + B C _ D . . 

(x 2 + l)(x — l) 2 x 2 + 1 x — 1 (x — l) 2 

Eliminando las fracciones de la ecuacion se obtiene 

—2x + 4 = (Ax + B){x - l) 2 + C(x - l)(x 2 + 1) + ^(x 2 + 1) 

= (A + C)x 3 + (—2 A + B - C + D)x 2 

+ (A - 2B + C)x + (B - C + D). 

A1 igualar coeficientes de terminos semejantes se obtiene 

Coeficientes de x 3 : 0 = A + C 

Coeficientes de x 2 : 0 = —2 A + B — C + D 

Coeficientes de x 1 : —2 = A — 2B + C 

Coeficientes de x°: 4 = B — C + D 

Resolvemos estas ecuaciones de manera simultanea para determinar los valores de 4. B. C 
Y D: 

— 4 = ~2A, A = 2 Restar la cuarta ecuacion de la segunda. 

C = ~A = — 2 De la primera ecuacion 

A = 2 y C = — 2 en la tercera ecuacion. 


B = 1 

D =4- B +C=l 


De la cuarta ecuacion 
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Sustituimos estos valores en la ecuacion (2), obteniendo 

—2x + 4 2x + 1 2 1 


+ 


(. X 2 + l)(x — l) 2 X 2 + 1 x 1 (x — l) 2 
Por ultimo, usando el desarrollo anterior podemos integrar: 


—2x + 4 


(x 2 + l)(x — l) 2 


: dx = 


2x + 1 
x 2 + 1 


2x 


+ 


1 


+ 

X 2 + 1 x z + 1 


= In (x 2 + 1) + tan 


- 1 (x ~ l ) 2 

1 2 


dx 


1 


+ 


1 


2 In I x — 1 


(x - l) 2 

, 1 


dx 


+ 


EJEMPLO 5 Un factor cuadratico irreducible repetido 
Evaluar 

/ dx 

J x(x 2 + l) 2 ' 

Soludon La forma de la descomposicion en fracciones parciales es 

1 _ A Bx + C Dx + E 

x(x 2 + l) 2 “ x x 2 + 1 (x 2 + l) 2 

Multiplicando porx(x 2 + l) 2 , tenemos 

1 = A(x 2 + l) 2 + {Bx + C)x(x 2 + 1) + {Dx + E)x 

= A{x 4 + 2x 2 + 1) + B{x 4 + x 2 ) + C(x 3 + x) + Dx 2 + Ex 

= {A + B)x 4 + Cx 3 + (2 A + B + D)x 2 + (C + E)x + A 

Si igualamos coeficientes, obtenemos el sistema 

A + B = 0, C = 0, 2A + B + D = 0, C + E = 0, A = 1 

Resolviendo este sistema se obtiene A = 1, B = -1, C= 0, D = -l yE=0. Asi, 


dx 


x(x 2 + l) 2 


u 


+ 


x 2 4- 1 (x 2 + l) 2 


dx 


dx 

x 

dx 

x 


x dx 
x 2 + 1 


l du 1 


x dx 


(x 2 + l) 2 


du 

,.2 


u = 
du = 


= In |x| - ^ln \u\ + ^ + K 


= In I x I — \ In {x 2 + 1 ) H- ^ -h K 

11 2 2{x 2 + 1) 


* 1 

= In . 1 ' ^ -- + K. 

Vx 2 + 1 2CX 2 + 1) 


C. a 


if ^ 
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Biografia historica 

Oliver Heaviside 
(1850-1925) 


Metodo de "elimination" de Heaviside para factores lineales 

Cuando el grado del polinomio /(x) es menor que el grado de g(x) y 

g(x) = (x ~ n)(x - r 2 ) • ■ ■ (x - r n ) 

es un producto de n factores lineales distintos, cada uno elevado a la primera potencia, 
existe una manera rapida de desarrollar f{x)/g(x) por medio de fracciones parciales. 


EJEMPLO 6 Uso del metodo de Heaviside 
Determine A, B y C en el desarrollo de fracciones parciales 

_ x 2 + 1 _ = A B C 

(x - l)(x - 2)(x -3) x-l x-2 x-3' 


(3) 


Solucion Si multiplicamos ambos lados de la ecuacion (3) por (x - 1), obtenemos 

x 2 + 1 B(x - 1) C(x - 1) 

(x - 2)(x - 3) A x - 2 x - 3 


y haciendo x = 1, la ecuacion resultante proporciona el valor de A: 

(l) 2 + 1 

(1 - 2)(1 - 3) = A + ° + °’ 

A = 1. 


Asi, el valor de A es el numero que habriamos obtenido si hubieramos eliminado el factor 
(x - 1) en el denominador de la fraccion original 


_ x 2 + 1 _ 

(x — l)(x — 2)(x — 3) 


( 4 ) 


y evaluamos el resto en x = 1: 

A = 


(l) 2 + 1 


(x - 1 ) (1 - 2 )( 1 - 3 ) (-!)(- 2 ) 


= 1 . 


Eliminado 


De manera similar, determinamos el valor de B en la ecuacion (3), eliminando el factor 
(x - 2) en la expresion (4) y evaluando el resto en x = 2: 


B = 


( 2) 2 + 1 


(2 - 1) (x - 2) (2 - 3) 


U)(-l) 


= -5. 


Eliminado 


Por ultimo, C se determina eliminando (x - 3) en la expresion (4) y evaluando el resto en 
x= 3: 


C = 


(3) 2 + 1 


10 


(3 - 1)(3 - 2) (x - 


( 2 ) 0 ) 


= 5. 


t 

Eliminado 
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Metodo de Heaviside 

1. Escribir el cociente con g(x ) en forma factorizada: 

fix) = _ fix) _ 

gix) (x - r{){x - r 2 ) ■ • • (x - r„) ' 

2. Eliminar uno a uno los factores (x - r,) de g(x), reemplazando cada vez to- 
das las x no eliminadas por el numero r v Esto produce un numero A, para 
cada ralz / 

= _ fin) _ 

1 in - r 2 ) ■ ■ ■ in - r n ) 

= _ fin) _ 

(r 2 - n)in - n) ■ ■ ■ ( r 2 - r n ) 

A = _ M _ 

(r n ~ n)[r n - r 2 ) ■ ■ ■ (r n - r n -\) 

3. Escribir el desarrollo de la fraccion parcial de f(x)/g(x) como 

fix) = Ai A 2 A„ 

g(x) (x - n) (x - r 2 ) (x - r n ) ' 


EJEMPLO 7 Integracion con el metodo de Heaviside 


Evaluar 


x + 4 


x 3 + 3x 2 


lOx 


dx. 


Solucion El grado de f(x) = x + 4 es menor que el grado de g(x) =x 3 + 3X 2 - lOx y, con 
g(x) factorizada, 


x + 4 _ x + 4 _ 

x 3 4- 3x 2 — lOx x(x — 2)(x + 5) 


Las ralces de g(x) son r, = 0, r 2 = 2y r 3 = -5. Determinamos 


A i 


x 


0 + 4 

(0 - 2)(0 + 5) 


4 

(~2)(5) 


2 

5 


t 

Eliminado 


a 2 


2 + 4 
(x - 2) (2 + 5) 


6 

(2)(7) 


3 

7 


Eliminado 


a 2 


— 5 + 4 


(-5)( —5 - 2) (x + 5) 


-1 

(-5H-7) 


35 ' 


Eliminado 


























578 Capi'tulo 8: Tecnicas de integration 


Por lo tanto. 


x + 4 2 3_ 1 

x(x — 2)(x + 5) 5x 7(x — 2) 35(x + 5) ’ 


+ 4 


x(x — 2)(x + 5) 


dx = —~p In 


+ - \n \x - 21 


" 35 ln 


+ 51 + C. 


Otras formas de determinar los coeficientes 

Otra forma de determinar las constantes que aparecen en las fracciones parciales es deri- 
var, como en el ejemplo siguiente. Otro metodo mas consiste en asignar valores numericos 
seleccionados a x. 


EJEMPLO 8 Uso de derivation 
Determinar A, B y C en la ecuacion 


x - 1 = A B C 

(x + l) 3 X + l ( x + 1)2 (x + l) 3 ' 


Solution Primero eliminamos las fracciones: 

x - 1 = A(x + l) 2 + B(x + 1) + C. 

La sustitucion x = - 1 muestra que C = -2. Despues derivamos ambos lados respecto de x, 
obteniendo 

1 = 2 A(x + 1) + B. 

La sustitucion x = - 1 muestra que B = 1. Nuevamente derivamos para obtener 0 = 2A, lo 
cual muestra que A = 0. De aqui que, 

x - 1 _ I_ 2 

(x + l) 3 (x + l) 2 (x + l) 3 

En algunos problemas, la asignacion de valores pequenos ax, tales como x = 0, ± 1, ±2, 
para obtener ecuaciones enA,By C, proporciona una alternativa rapida frente a otros me- 
todos. 


EJEMPLO 9 Asignacion de valores numericos a x 
Determinar A, B y C en 


_ x 2 + 1 _ = A B C 

(x - 1 )(x - 2)(x -3) x-l x — 2 x — 3- 


Solucion Elimine las fracciones para obtener 

x 2 + 1 = A(x — 2)(x — 3) + B(x — l)(x — 3) + C(x — l)(x — 2). 
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Despues haga x = 1, 2, 3 sucesivamente para determinar A, B y C: 

x = 1: (l) 2 + 1 = A(- 1)(—2) + B( 0) + C(0) 

2 = 2 A 
A = 1 

x = 2: (2) 2 + 1 = A( 0) + fi(l)(-l) + C(0) 

5 = -B 
B = -5 

x = 3: (3) 2 + 1 = A( 0) + fi(0) + C(2)(l) 

10 = 2C 
C = 5. 

Conclusion: 

* 2 + 1 _ 1 _ 5 5 

(x - l)(x — 2)(x -3) x - 1 x-2 x - 3 ' 


EJERCICIOS 8.3 


Desarrollo de cocientes en fracdones pardales 

Desarrolle los cocientes en los ejercicios 1 a 8 por medio de fraccio- 
nes parciales. 


1 . 

3. 

5. 

7. 


5x - 13 


(x — 3)(x — 2) 
x + 4 
(x + l) 2 

z + 1 
z 2 (z ~ 1) 

f 2 + 8 
t 1 — 5t + 6 


2 . 


4. 


6 . 


5x - 7 
x 2 — 3x + 2 
2 x + 2 
x 2 — 2x + 1 
z 

z 3 — z 2 — 6z 


8 . 


f + 9 
f 4 + 9f 2 


Factores lineales no repetidos 

En los ejercicios 9 a 16, exprese los integrandos como suma de frac- 
ciones parciales y evalue las integrales. 


9. 


11 . 


13. 


15. 


dx 


1 - x 2 


x + 4 


J x" + 5x — 6 

r s ydy 

A y 2 - 2y - 3 
f dt 

/ t 3 + t 2 - 2t 


-dx 


10 . 

12 . 


dx 


x 2 + 2x 
2 x + 1 


x“ — 7x + 12 
y + 4 

14. / ^ dy 

J 1/2 y + y 

16. [ x + 3 dx 

J 2x 3 - 8x 


- dx 


Factores lineales repetidos 

En los ejercicios 17 a 20, exprese los integrandos como una suma de 
fracdones parciales y evalue las integrales. 


17. 


x 3 dx 


/o x 2 + 2x + 1 


18. 


x 3 dx 


-l x" — 2x + 1 


19. 


dx 


(x 2 - l) 2 


20 . 


x 2 dx 


(x — l)(x 2 + 2x + 1) 


Factores cuadraticos irreducibles 

En los ejercicios 21 a 28, exprese los integrandos como una suma de 
fracdones pardales y evalue las integrales. 


21 . 


dx 


!o (x + l)(x~ + 1) 


f y 2 + 2y + 1 

J (y 2 + l ) 2 y 

2s + 2 

W + DU - D J 


22. 

J i P + t 

. . f 8x 2 + 8x + 2 , 

24. / —;—,- dx 


(4x 2 + l) 2 


25. 


r ds 26. 


■s 4 + 81 
s(s 2 + 9) 2 


ds 


27. / 2^+58^86 + 4 ^ 


(. 9 2 + 26 + l) 2 


6 4 - 4fl 3 + 20 2 - 36 + 1 

( 6> 2 + l ) 3 


28. 


d6 


Fracciones impropias 

En los ejercicios 29 a 34, realice la division larga del integrando, es- 
criba la fraccion propia como una suma de fracdones pardales y lue- 
go evalue la integral. 

29. / 2x ~ ~ — + 1 dx 30. [ * 4 dx 

J x 2 - x J x 2 - 1 


31. 


33. 


9x 3 - 3x + 1 


dx 32. 


16x 3 


- dx 


‘ y* + y 2 z 1 

y 3 +y 


dy 


34. 


4x 2 - 4x + 1 

2 / 

y 3 - y 2 + y - 1 


dy 
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Evaluation de integrates 

Evalue las integrates de los ejercicios 35 a 40. 


48. Determine la coordenada x, con dos decimales, del centroide de 
esta region. 


35. 

37. 

39. 

40. 


e 1 dt 


36. 


38. 


e 2 ' + 3e‘ + 2 
cos ydy 

sen 2 v + seny — 6 
‘ ( x — 2) 2 tan _1 ( 2x ) — 12x 3 — 3x 
(4x 2 + l)(x — 2) 2 

’ (x + l) 2 tan _1 (3x) + 9x 3 + x 


’ e 4 ' + 2e 2 ' - e‘ 

e 2 ‘ + 1 


dt 


sen 6 dO 


s 2 6 + cos 0 — 2 


dx 


(9x 2 + l)(x + l) 2 


dx 


Problemas con valor inicial 

Resuelva los problemas con valor inicial en los ejercicios 41 a 44, pa¬ 
ra x como una funcion de t. 


41. (t 2 - 3t + 2) <J f = 1 (t > 2), x(3) = 0 

dt 

42. (3 1 4 + 4 1 2 + 1 ) C j t = 2V3, x( 1) — -ttV3/4 

dx 

43. (f 2 + 2t) = 2x + 2 {t, x > 0), x( 1 ) = 1 

dt 

44. (? + 1)^ = x 2 + 1 (t > —1), x(0) = ir/4 


Aplicaciones y ejemplos 

En los ejercicios 45 y 46, determine el volumen del solido generado al 
hacer girar, alrededor del eje que se indica, la region sombreada. 

45. El eje x 



46. El ejey 



tfl 47. Determine, con precision de dos decimales, la coordenada x del 
centroide de la region en el primer cuadrante acotada por el eje x, 
la curva y = tan -1 x y la recta x = \/3. 


y 



Qj 49. Difusion social En ocasiones, los sociologos utilizan la frase 
“difusion social” para describir la manera en que la information 
se difunde en una poblacion. La informacion puede ser un rumor, 
una moda cultural o una noticia acerca de una innovacion tecno- 
logica. En una poblacion suficientemente grande, el numero de 
personas x que conocen la informacion se trata como una funcion 
diferenciable del tiempo t, y la velocidad de difusion, dx/dt, se su- 
pone que es proporcional al numero de personas que conocen la 
informacion por el numero de personas que la desconocen. Esto 
lleva a la ecuacion 


~dt = kx ( N ~ x } > 

en donde N es el numero de personas que conforman la poblacion. 

Suponga que t esta en dias, k = 1/250, y que dos personas 
inician un rumor en el instante t = 0 en un poblacion de N — 1000 
personas. 

a. Determine a x como una funcion de t. 

b. ^,En que momento la mitad de la poblacion ha escuchado el ru¬ 
mor? (Aqui es cuando el rumor se propaga mas rapidamente). 

50. Reacciones q m micas de segundo orden Muchas reacciones 
qulmicas son el resultado de la interaccion de dos moleculas que 
sufren un cambio para producir un nuevo producto. La velocidad 
de la reaccion comunmente depende de las concentraciones de las 
dos clases de moleculas. Si a es la cantidad de sustancia Ay b es 
la cantidad de sustancia B en el instante t = 0, y si x es la cantidad 
de producto en el instante ?, entonces la velocidad de formation de 
x puede expresarse por medio de la ecuacion diferencial 

= k(a — x)(b — x), 
dt 

o 

_L_* = ky 

{a — x){b — x) dt 


en donde k es una constante para la reaccion. Integre ambos lados 
de esta ecuacion para obtener una relation entre x y t, (a) si a = b, 
y (b) si a # b. En cada caso, suponga que x = 0 cuando t = 0. 


51. Una integral que relaciona a tt eon la aproximacion 22/7 

fl x 4 (x - l) 4 


a. Evaluar 


- dx. 


x z + 1 

b. ^Que tan buena es la aproximacion de tt ~ 22/7? Determi- 
f 22 


nelo expresando 


7 


— it 1 como un porcentaje de tt . 
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c. Grafique la funcion y = --para 0 < x £ 1. Expe- 

x + 1 

rimente con el rango en el eje y entre 0 y 1, luego entre 0 y 
0.5, y despues disminuya el rango hasta que la grafica pueda 
verse. ^Que concluye acerca del area que esta debajo de la 
curva? 


52. Determine el polinomio de segundo grado P(x) tal que P(0) = 1, 
P'{ 0) = Oy 


P(x) 


x\x - l) 2 


,dx 


es una funcion racional. 


8.4 


Integrates trigonometricas 


Las integrales trigonometricas incluyen combinaciones algebraicas de las seis funciones 
trigonometricas basicas. En principio, siempre podemos expresar tales integrales en termi- 
nos de senos y cosenos, pero con frecuencia es mas sencillo hacerlo con otras funciones, 
como en la integral 

J sec 2 xdx = tanx + C. 

La idea general es utilizar identidades para transformar las integrales en integrales con las 
que sea mas facil trabajar. 


Productos de potencias de senos y cosenos 

Iniciamos con integrales de la forma: 

/ Se »"«OS", A , 

donde my n son enteros no negativos (positivo o cero). Podemos separar el trabajo en tres 
casos. 

Caso 1 Si in es impar, escribimos m como 2k + I y utilizamos la identidad sen 2 x = 1 
- cos 2 x para obtener 

sen'"x = sen 2A+1 x = (sen 2 x) A senx = (1 — cos 2 x) k senx. (1) 

Despues combinamos en la integral el sen x, que esta solo, con dx, y hacemos sen x dx 
igual a —d (cosx). 

Caso 2 Si m es par y n es impar en f sen'" x cos” x dx , escribimos n como 2k + 1 y utili¬ 
zamos la identidad cos 2 x = 1 - sen 2 x para obtener 

cos" x = cos 2/ ‘ +1 x = (cos 2 x) k cosx = (1 — sen 2 x) A ' cosx. 

Luego combinamos el cos x, que esta solo, con dx, y hacemos cos x dx igual a £/(sen x). 
Caso 3 Si m y n son pares en f sen” 1 x cos”x dx, sustituimos 


2 i — coszx 
sen x = -^-, 


cos 2 x = 


i -t- cos zx 


para reducir el integrando a uno con potencias menores de cos 2x. 

A continuacion presentamos algunos ejemplos que ilustran cada caso. 


EJEMPLO 1 me s impar 

Evaluar 


I 


sen 3 xcos 2 x<ix. 


( 2 ) 
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Solucion 


EJEMPLO 2 
Evaluar 

Solucion 



EJEMPLO 3 
Evaluar 


sen 3 x cos 2 x dx = I sen 2 xcos 2 xsenxr/x 


2 „ „„„2 . 


= / (1 — cos 2 x) cos 2 x (— d (cosx)) 


= / (1 — u z ){u z )(—dii) 


u — COSX 


= / {u 4 — u 2 ) du 


u^_ _ j/_ r 

5 3 


cos 5 x cos 3 x 


+ C. 


m es par y n es lmpar 


cos 5 x dx. 


cos 4 xcosxr/x = j (1 — sen 2 x) 2 af(senx) 
(1 — u 2 ) 2 du 


m = 0 


it = sen x 


= / (1 — 2 u l + m 4 ) du 


u — 2 «+yzr + C= senx — ysen 3 x + ysen 5 x + C. 


m y n son pares 


sen 2 x cos 4 x dx. 


2 4 , it 1 — cos 2x \ / 1 + cos 2x \2 , 

sen x cos xdx = / (-^- ] 1-^-) dx 


(1 — cos2x)(l + 2cos2x + cos 2 2 x) dx 


= ^ J (1 + cos 2x — cos 2 2x — cos 3 2x) dx 
= ^ [x + ^sen2x — J (cos 2 2x + cos 3 2x)dx]. 


Solucion 
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Para el termino que incluye a cos 2 2x utilizamos 


cos 2 2xdx = \ (1 + cos 4x) dx 


1 


2 i x + ^sen4x ). 


Para el termino cos 3 2x, tenemos 

/ cos 3 2 x dx = / (1 — sen 2 2x) cos 2x dx 


Se omite la constante de inte- 
gracion hasta el resultado final. 


u = sen2x, 
du = 2 cos 2x dx 


= f / (1 — w 2 ) dw = ( sen 2x — y sen 3 2x 


Nuevamente 
se omite C. 


Combinando todo y simplificando, obtenemos 


f 2 4 , 1 ( 

/ sen xcos xdx = I x 


^ sen 4x + y sen 3 2x ) + C. 


Elimination de raices cuadradas 

En el ejemplo siguiente, utilizamos la identidad cos 2 6 = (1 + cos20)/2 para eliminar 
una raiz cuadrada. 

EJEMPLO 4 Evaluar 


f 77/4 /- 

/ V1 + cos 4x dx. 
Jo 


Para eliminar la raiz cuadrada utilizamos la identidad 


2 n 1 + COS 29 , , ™ T 2 n 

cos 9 = -~-, o 1 + cos 2 9 = 2 cos 9. 


Con 9 = 2x, esto se transforma en 


1 + cos 4x = 2 cos 2 2x. 


Por lo tanto, 

/*7t/4 


p-tt/ 4 


7t/4 


\/1 + cos 4x dx = / V 2 2 cos 2 2x dx = / \ // 2V / cos 2 2xt/x 


r7r/4 rir/4 

= V 2 / | cos 2x | Jx = V2 / cos 2x <ix 

7o do 

= V2 


cos 2x > 0 
en [0, 7 t/4] 


sen 2x 


17/4 V 2 V 2 

= ^[1 - 0 ] - V - 


Integrates de potencias de tan x y sec x 

Sabemos como integrar la tangente, la secante y sus cuadrados. Para integrar potencias 
mayores, utilizamos las identidades tan 2 x = sec 2 - 1 y sec 2 x = tan 2 x + 1 e integramos por 
partes, cuando sea necesario, para reducir las potencias grandes a potencias menores. 
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EJEMPLO 5 Evaluar 


tan 4 x dx. 


Solution 


J tan 4 x dx = J tan 2 x • tan 2 x dx = J tan 2 x* (sec 2 x — 1 ) dx 
= J tan 2 x sec 2 xdx — J tan 2 x dx 
= J tan 2 x sec 2 xdx — J (sec 2 x — l) dx 
= J tan 2 x sec 2 x dx — J sec 2 xdx + J dx. 

En la primera integral, hacemos 

u = tan x, du = sec 2 x dx 

y tenemos 

f , 1 , 

/ U dll = y U + C i. 

Las integrales restantes estan en forma estandar, de manera que 


tan 4 x dx = ytarnx — tanx + x + C. 


EJEMPLO 6 Evaluar 

J sec 3 x dx. 

Solucion Integramos por partes, usando 

u = secx, dv = sec 2 xdx, v = tanx, du = secxtanxr/x. 

Entonces 

J sec 2 xdx = secx tanx — J (tan x)( secx tan xdx) 

= secxtanx — / (sec 2 x — 1) sec xdx tan 2 .v = sec 2 .v - l 


= secxtanx + J sec xdx — J sec 2 xdx. 
Combinando las dos integrales de secante cubica se obtiene 

2 / sec 3 x dx = sec x tan x + / sec x dx 
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sec 3 x dx = ^secxtanx + ^ln 


secx + tanxl + C. 


Productos de senos y cosenos 

Las integrates 


sen mx sen nx dx, 


sen mx cos nx dx 


cos mx cos nx dx 


surgen un muchos lugares en donde se aplican las funciones trigonometricas a problemas 
de matematicas y ciencia. Podemos evaluar estas integrates mediante integration por par¬ 
tes, pero en cada caso se requieren dos integraciones por partes. Es mas sencillo utilizar 
las identidades 


sen mx sen nx = ^ [cos ( m — n)x — cos (m + n)x\, 


senmxcosnx = y [sen (m — n)x + sen(rw + n)x], 


cos mx cos nx = j t cos ( m ~~ n ) x + cos ( m + n)x]. 


(3) 

( 4 ) 

(5) 


Estas identidades provienen de las formulas de la suma de angulos para las funciones se- 
no y coseno (seccion 1.6) y proporcionan funciones cuyas antiderivadas son faciles de 
encontrar. 


EJEMPLO 7 Evaluar 


Solucion 


sen 3x cos 5x dx. 


De acuerdo con la ecuacion (4), con m = 3 y n = 5, obtenemos 
/ sen 3x cos 5x dx = j I [sen(—2x) + sen 8.v] dx 


(sen 8x — sen 2x) dx 


cos 8x cos 2x . r 

16 4 L ' 


EJERCICIOS 8.4 _ 

Productos de potencias de senos y cosenos 

Evalue las integrates de los ejercicios 1 a 14. 

r-/2 I 1 * x 

1. / sen' x dx 2. / sen 5 „ dx 

Jo Jo z 


[■tt/2 

3. / cos 3 x dx 
J-tt/2 

(‘tt/2 


fir/6 

4. / 3 cos 5 3x dx 


[■tt/2 r tt/2 

5. / sen 7 y dy 6. / 

Jo Jo 


7 cos 7 1 dt 
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7. 

[TT 

/ 8 sen 4 x dx 

Jo 

8. 

9. 

r-n/4 

/ 16 sen 2 x cos 2 x dx 

J tt/4 

10. 

11. 

j-TT/2 

/ 35 sen 4 x cos 3 x dx 

Jo 

12. 

13. 

[tt/4 

J 8 cos 3 20 sen 20 dO 

14. 


8 . / 8 cos 4 2i tx dx 


Integrates con raices cuadradas 

Evalue las integrates de los ejercicios 15 a 22. 


15. 


1 — cosx 


dx 


“• L ^ — cos 2x dx 

is. Vi - cos 2 o de 

rTT/4 -_ rn/4 -- 

19. / VI + tan 2 xrfx 20. / Vsec 2 x — 1 

J—tt/4 J—tt/4 


17. j \/ 1 — sen 2 1 dt 

77-/4 


— 1 dx 


tt/4 
r 77-/2 


21 . 


0 A/1 — cos 28 dd 22. / (1 — cos 2 /j 3 / 2 dt 


Potencias de tan x y sec x 

Evalue las integrates de los ejercicios 23 a 32. 


23. / 2 sec 3 x dx 

J-tt/3 

rv/4 

25. I sec 4 0 dO 

t-Trft 

27. / esc 4 0 dO 

Jtt/4 

fn/4 

29. / 4 tan 3 x dx 


[ 17/3 , 

31. / cot xdx 

Jtt/6 


24. j e x sec 3 e x dx 
rir/n 


26. 


3 sec 4 3x dx 


Jo 


28. / 3 esc 4 ^ dO 


30. 


/ Tt/2 
1"tt/4 

/ 1 

/ 7774 


6 tan 4 x rfx 


r-n/2 

32. / 8 cot 4 1 dt 

Jtt/4 


Productos de senos y cosenos 

Evalue las integrales de los ejercicios 33 a 38. 


33. / sen 3x cos 2x dx 


7t/2 


34. 


sen 2x cos 3x dx 



[■ n 


r^/ 2 

35. 

/ sen 3x sen 3x dx 

36. 

/ sen x cos x dx 


J-rr 


Jo 


rrr 


/■■n/2 

37. 

/ cos 3x cos 4x dx 

38. 

/ cos x cos lx dx 


Jo 


J -it/2 


Teorfa y ejemplos 

39. Area de una superficie Determine el area de la superficie ge- 
nerada al hacer girar el arco 

x = t 2/ \ y = t 2 /2, 0 < t < 2, 

alrededor del eje x. 

40. Longitud de arco Determine la longitud de la curva 

y = ln(cosx), 0 £ x £ w/3. 

41. Longitud de arco Determine la longitud de la curva 

y = In (sec x), 0 < x < tt/4. 

42. Centro de gravedad Determine el centro de gravedad de 
la region acotada por el eje x, la curva y = sec x y las rectas 
x = —tt/4,x = ir/4. 

43. Volumen Determine el volumen generado, al hacer girar un ar¬ 
co de la curva y = sen x alrededor del eje x. 

44. Area Determine el area entre el eje x y la curva y = \/1 + cos 4x, 
0 £ X £ 77. 

45. Funciones ortogonales Se dice que dos funciones fyg son or- 

rb 

togonales en un intervalo a < x £ b si J a /(x)g(x) dx = 0 . 

a. Demuestre que sen mx y sen nx son ortogonales en cualquier 
intervalo de longitud 2tt, siempre y cuando my n sean ente- 
ros y m 2 # n 2 . 

b. Demuestre to mismo para cos mx y cos nx. 

c. Demuestre los mismo para sen mx y cos nx, incluso si m = n. 

46. Serie de Fourier Una serie finita de Fourier esta dada por la 
suma 

N 

f( x ) ~ 2 a « Sen nX 

n= 1 

= a\ senx + fl 2 sen2x + • • • + on sen Nx 
Demuestre que el w-esimo coeficiente, a„„ esta dado por la formula 
1 

a m = — / /(x) sen mx dx. 


8.5 


Sustituciones trigonometricas 


Las sustituciones trigonometricas pueden ser eficaces para transformar integrales que in- 
cluyen V a 2 — x 2 , V a 2 + x 2 y V'x 2 — a 2 en integrales que podamos evaluar de manera 
directa. 
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0 

TT 


2 



_I_L 

-1 0 1 


FIGURA 8.3 Arco tangente, arco seno y 
arco secante de x/a, graficados como 
funciones de x/a. 


Tres sustituciones basicas 

Las sustituciones mas comunes son x = a tan 0,x = a sen 0 y x = a sec 9. Provienen de los 
triangulos de referencia de la figura 8.2. 

Conx = a tan 9, 

a 2 + x 2 = a 2 + a 2 tan 2 9 = a 2 ( 1 + tan 2 9) = a 2 sec 2 9. 

Con x = a sen 9 , 

a 2 — x 2 = a 2 — a 2 sen 2 9 = a 2 ( 1 — sen 2 9) = a 2 cos 2 9. 

Conx = a sec 9, 

x 2 — a 2 = a 2 sec 2 9 — a 2 = a 2 (sec 2 9 — 1) = a 2 tan 2 0. 



FIGURA 8.2 Triangulos de referencia para las tres sustituciones basicas, 
identificando los lados etiquetados con xy a para cada sustitucion. 


Queremos que cualquier sustitucion que utilicemos en una integracion sea reversible, 
de manera que podamos restituirla a su variable original. Por ejemplo, si x = a tan 9, desea- 
mos poder hacer 9 = tan -1 (x/a) despues de realizar la integracion. Si x = a sen 9, deseamos 
poder hacer 9 = sen -1 (x/a) cuando hayamos terminado la integracion, y de manera simi¬ 
lar para x = a sec 9. 

Como sabemos, de acuerdo con la seccion 7.7, las funciones en estas sustituciones so¬ 
lo tienen inversa para ciertos valores de 9 (figura 8.3). Para que se pueda revertir, 


x = atanO requiere 
x = a sen 9 requiere 

x = a sec 9 requiere 



con 


-f < « < f. 


con 


2 2 ’ 


con 


0<d<y Si | > 1, 

< 

f<0=S7T Si f<-l. 


Para simplificar los calculos con la sustitucion x = a sec 9, restringiremos su uso a 
integrales en las que x/a & 1. Esto colocara a 9 en [0, tt/2) y hara que tan 9 > 0. Despues 
tendremos Vx 2 — a 2 = V a 2 tan 2 9 = \a tan 9\ = a tan 9 , sin valores absolutos, siem- 
pre y cuando 


EJEMPLO 1 Uso de La sustitucion x = a tan 9 


Evaluar 


/ 


dx 

V4 + x 2 ' 
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Solucion 



Entonces 


FIGURA 8.4 Triangulo de referencia para 
x = 2 tan # (ejemplo 1): 

tan# = y 

y 


sec 6 = 


V4 + x 2 
2 


Hacemos 

x = 2 tan#, dx = 2 sec 2 0d0, — y < 0 < y, 

4 + x 2 = 4 + 4 tan 2 # = 4(1 + tan 2 #) = 4 sec 2 #. 


dx 


V4 + x 2 J V4 sec 2 # 
= / sec # d# 


2 sec 2 # d# / sec 2 # J# 
/ I sec #I 


= In I sec # + tan # I + C 


V4 + x 2 x 
2 + 2 


+ C 


= In 

= In I V 4 + x 2 + x I + C ; . 


\/sec 2 0 = | sec 01 


sec 0 > 0 para - — < 0 < y 


De la figura 8.4 


Tomando C' = C — In 2 


Observe como expresamos In | sec # + tan # | en terminos de x: dibujamos un triangulo de 
referencia para la sustitucion original x = 2 tan # (figura 8.4) y obtenemos las razones del 
triangulo. 


EJEMPLO 2 Uso de la sustitucion x = a sen # 
Evaluar 


Solucion Elacemos 

x = 3 sen #, 
9 - x 2 = 9 

Entonces 


/ 


x 2 dx 

V9 - x 2 ’ 


dx = 3 cos # dO, — y < # < y 
9 sen 2 # = 9(1 - sen 2 #) = 9 cos 2 #. 


* 

V9 - x 2 

FIGURA 8.5 Triangulo de referencia para 
x = 3 sen 0 (ejemplo 2): 

a x 

sen# = — 



y 


cos # = 


V9 



t 2 dx 


V9~ 


f 9 sen 2 # • 3 cos # d# 
J 13 cos#| 

= 9 J sen 2 # dO 

1 — cos 2# 


= ^ 

= 9 
2 


# 


2 

sen 2# 


d# 

+ C 


= 2 (0 ~ sen ^ cos #) + C 


, -i x x 
= sen — v 




cos 0 > Opara — < 0 < — 


sen 26 = 2 sen 0 cos 0 


+ C Figura 8.5 


9 -l X X. /2 2 i ^ 

= ^ sen J - 2 V 9 - x + C. 


3 
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EJEMPLO 3 Uso de La sustitucion x = a sec 9 


Evaluar 



Solution Primero reescribimos el radical como 



para poner el radical en la forma x 2 - a 2 . Despues sustituimos 



x = j sec 9, dx = j sec 9 tan 9 



-^r(sec 2 0 - 1 ) = ^ tan 2 0 
y | tan 6 1 = y tan 9. 

Con estas sustituciones, tenemos 



d9, 0 < 9 < j 


tan 0 > 0 para 
0 < 0 < w/2 


FIGURA 8.6 Six = (2/5)sec 6, 

0 < 0 < ir/2, entonces 6 = sec _1 (5x/2), 
y podemos leer los valores de las otras 
fiinciones trigonometricas de 0 de este 
triangulo rectangulo (ejemplo 3). 


dx 


dx 


V25x 


5V?" 


(4/25) 


(2/5) sec 9 tan 9 d9 
5 -(2/5) tan 9 


). / sec 9 d6 = In | sec 9 + tan 9 \ + C 


= 5 ln 


5x 

2 


V25x 2 


+ C. 


Figura 8.6 


En ocasiones una sustitucion trigonometrica nos puede ayudar a evaluar una integral 
que tiene una potencia entera de un binomio cuadratico, como en el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO 4 Determinacion del volumen de un soLido de rotacion 

Determine el volumen del solido generado al hacer girar, alrededor del eje x, la region aco- 
tada por la curva y = 4/(x 2 + 4), el eje x y las rectas x = 0 y x = 2. 


Solucion Hacemos un bosquejo de la region (figura 8.7) y utilizamos el metodo de los 
discos: 


V = / 7 T[R(x)f dx = 1 677 


dx 


(x 2 + 4 ) 2 


R(x) = 


x 2 + 4 


Para evaluar la integral, hacemos 


x = 2 tan 0, dx = 2 sec 2 9 d9, 9 = tan 


1 

2 ’ 


+ 4 = 4 tan 2 9 + 4 = 4(tan 2 9 + 1) = 4 sec 2 0 
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y 




FIGURA 8.7 La region (a) y el solido (b) del ejemplo 4. 



(figura 8.8). Con estas sustituciones, 
r2 


FIGURA 8.8 Triangulo de referencia para 
x = 2 tan d (ejemplo 4). 


V= 16t r 


dx 


/o (x 2 + 4) 2 


^tt/4 


= 167T 


2 sec' 6 d8 

.2 a\2 


I o (4 sec 2 6) 


^tt/A 


= 1677 


2 sec' 6 d6 


f *7r/4 


o 16 sec 4 0 J 

tt/4 

(1 + cos 26) d6 = 


2 cos 2 0 dO 


0 + 


sen 20 


7t/4 

Jo 


— + - 
4 2 


4.04. 


0 = 0 cuando x = 0; 

6 = 77/4 cuando x = 2 


2 cos 2 0=1+ cos 20 


EJEMPLO 5 Determinacion del area de una elipse 
Determine el area acotada por la elipse 


y 



FIGURA 8.9 

ejemplo 5. 


La elipse 



= 1 del 


Ya que la elipse es simetrica respecto de ambos ejes, el area total A es cuatro 
veces el area en el primer cuadrante (figura 8.9). Resolviendo la ecuacion de la elipse para 
y & 0, obtenemos 


o 


y _ . x 2 _ a 2 - x 2 
b 2 a 2 a 2 


= 77 V a 2 — x 2 0 s x s 
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El area de la elipse es 


A = 4 


4 Va 2 — x 2 dx 


= 4 


b 


tt/2 


a cos 0 • a cos 0 dO 


7t/2 


= 4a/j 

= 4a6 

= lab 
= lab 


cos 2 0 d6 


t'lr/l 


1 + cos 10 


dO 


0 + 


sen 10 


t /2 


f+0-0 


x = a sen 6, dx = a cos 6 d6, 
6 = 0 cuando x = 0; 

6 = 77/2 cuando x = a 


= TTClb. 

Si a = b = r, obtenemos que el area de un circulo de radio r es w 2 


EJERCICIOS 8.5 


Sustituciones trigonometricas basicas 

Evalue las integrales de los ejercicios 1 a 28. 


1 . 


3. 


5. 


dy 


V9 + v 2 

f~ dx 
-2 4 + x 2 

f 312 dx 

0 V9 77 


2 . 


4. 


6 . 


3 dy 


Vl + 9 y 2 


dx 


I o 8 + 2 x 2 


01/2V2 


2 ftx 


Vl - 4x 2 


7. J V25 - t 2 dt 8 . j Vl - 9 t 2 dt 

f dx 7 f 5 dx ^ 

' J V~A7=49’ X 2 J V25V^’ * 5 


, Vy 2 - 49 f Vy 2 - 25 

11. / - 77 -fty, y > 1 12. / - 7 -ftv, y > 5 




V 


13. / -x > 1 14. x > 1 

J xWx 2 - 1 J x 3 Vx 2 - 1 


15. 


17. 


19. 


x 3 cfc 


Vx 2 + 4 

r __8 dw__ 

w 2 V4 — w 2 

rV3 ^ 2 4x 2 dx 


16. 


dx 


t 2 Vx 2 + 1 


18. [ ^ 9 W dw 

J w 


1 0 (1 - X 2 ) 3 / 2 


20 . 


dx 


dx 


1 0 (4 - x 2 ) 3 ^ 2 


x 2 dx 


21 . / , x > 1 22. / . cn , x > 1 

J (x 2 - 1) 3/2 J (x 2 - l) 5 / 2 


23. 


25. 


27. 


(1 - x 2 ) 3 / 2 


ftx 


X 

8 dx 


(4x 2 + l ) 2 
u 2 ftu 

(1 - vv 2 


24. 


26. 


28. 


(1 -x 2 ) 1 / 2 


dx 


x 

6 eft 


(9t 2 + l) 2 

(1 - W 2 


dr 


En los ejercicios 29 a 36, utilice una sustitucion apropiada y despues 
una sustitucion trigonometrica para evaluar las integrales. 


29. 

31. 

33. 

35. 


* In 4 t j, 

e dt 


1 0 Ve 2f + 9 


-1/4 


2 dt 


/ 1/12 Vt + 4 tVt 


dx 


xVx 2 - 1 

x dx 

Vx 2 - 1 


30. 


32. 


34. 


36. 




I In (3/4) (1 + e 2 V 2 

r dy 

'1 y V 1 + (In y ) 2 
/ dx 


1 + x 2 
dx 

vT 7 


Problemas con valor inicial 

Resuelva los problemas con valor inicial de los ejercicios 37 a 40 para 
y como una funcion de x. 

dy 


37. x-^ = Vx 2 - 4, x > 2 , y( 2 ) = 0 
- dy 


38. Vx 2 - 9^- = 1, x > 3, y(5) = In 3 


39. (x 2 + 4 )^ = 3, y(2) = 0 

40. (x 2 + l) 2 ^ = Vx 2 + 1 , y( 0 ) = 1 
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Aplicaciones 

41. Determine el area de la region en el primer cuadrante que esta 
acotada por los ejes coordenados y la curva y = V9 — x^/3. 

42. Determine el volumen del solido generado al hacer girar, alrede- 
dor del eje x, la region en el primer cuadrante acotada por los ejes 
coordenados, la curva y = 2/( 1 + x 2 ), y la recta x = 1. 


Por ultimo, x = 2 tan 1 z, por lo que 


, 2 dz 

ax = - 

1 + z- 


Ejemplos 


(^) 


La sustitucion z = tan (x/2) 

La sustitucion 


z = tan^ (1) 

reduce el problema de integration de expresion racional en sen x y cos 
x a un problema de integration de una funcion racional de z. Esto a su 
vez puede integrarse por medio de fracciones parciales. 

De la siguiente figura 



vemos la relation 


x senx 

tan - = ——-. 

2 1 + cosx 


Para ver el efecto de la sustitucion, calculamos 


cosx = 2 cos 2 (^ ) — 1 = —z -1 

V 2 / sec 2 (x/2) 


1 + tan 2 (x/2) 


- 1 = 


1 + z 2 


- 1 


1 - z 2 
1 + z 2 


( 2 ) 


y 


„ x x „ sen (x/2) 

sen x = 2 sen ^ cos ^ = 2- . . . • cos 

2 2 cos(x/2) 


= 2tanf' 


\ 2 tan (x/2) 

sec 2 (x/2) 1 + tan 2 (x/2) 


2 z 

senx = -r . 

1 + z 2 


(3) 


1 

1 + cosx 


dx = 


1 + z 2 2 dz 
2 1 +Z 2 


= / dz = z + C 


= tan ( ^ | + C 


b. 


1 


2 + senx 


dx = 


1 + z 2 


2 dz 


2 + 2z + 2z 1 + z 2 


dz 

z 2 + z + 1 
du 


dz 


(z + (1/2)) 2 + 3/4 


= d tan 1 ( ^ I + C 


2 _] 2z + 1 

vf an ^VT 


+ c 


2 .1+2 tan (x/2) 

tan - - ' + C 

V3 V3 


Utilice las sustituciones de las ecuaciones (1) a (4) para evaluar las 
integrales de los ejercicios 43 a 50. Integrales como estas surgen en 
el calculo de la velocidad angular promedio del eje secundario de una 
junta universal, cuando los ejes primario y secundario no estan ali- 
neados. 


43. 


45. 


47. 


49. 


dx 


1 — senx 


f* TT j/2 


dx 


1 + senx 


f* TT /2 


dd 


2 + cos 0 
dt 

sen t — cos t 


44. 


46. 


48. 


50. 


dx 


1 + senx + cosx 


(*7t/2 


dx 


/ 7r/3 


1 — cosx 


r>2ir/3 


cos 6 dd 


J tt/2 


sen 8 cos 0 + sen 6 


cos tdt 
1 — cos t 


Utilice la sustitucion z = tan (8/2) para evaluar las integrales de los 
ejercicios 51 y 52. 


51. / sec 8 dd 


52. / esc 8 dd 
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Tablas de integrales y sistemas de algebra por computadora (SAC) 


Como hemos estudiado, las tecnicas basicas de integracion son la sustitucion y la integra¬ 
cion por partes. Aplicamos estas tecnicas para transformar integrales no conocidas en inte¬ 
grales cuyas formas reconocemos o podemos encontrar en una tabla. Pero, ,',dc donde vienen 
las integrales que conforman las tablas? Vienen de la aplicacion de sustituciones e integra¬ 
cion por partes, de la diferenciacion de funciones importantes que aparecen en la practica 
o en aplicaciones. El resultado se coloca en una tabla (como hicimos al crear la tabla 8.1). 
Cuando una integral coincide con una integral de la tabla o puede transformarse en una de 
tales integrales con alguna combinacion de algebra, trigonometria, sustitucion o algun otro 
calculo apropiado, el resultado puede utilizarse para resolver el problema de integracion 
que se tenga. 

Los sistemas de algebra por computadora (SAC), conocidos tambien con el nombre 
generico de software matematico, tambien pueden usarse para evaluar una integral, si es 
que tal sistema esta disponible. Sin embargo, es conveniente tener en cuenta que existen 
muchas funciones relativamente sencillas, como sen(x 2 ) o 1/ln x, en las que incluso los 
sistemas de computo mas poderosos son incapaces de encontrar formulas explicitas para 
la antiderivada, ya que no existen tales formulas. 

En esta seccion analizaremos como utilizar tablas y sistemas de algebra por compu¬ 
tadora para evaluar integrales. 

Tablas de integrales 

Al final de este libro, despues del indice, se ofrece una tabla de integrales. (Tablas mas 
extensas aparecen en antologias como CRC Mathematical Tables, que contienen miles de 
integrales). Las formulas de integracion se establecen en terminos de constantes a, b, c, m, 
n, etcetera. Por lo regular estas constantes toman cualquier valor real y no necesitan ser 
enteros. Las restricciones ocasionales en sus valores se indican en las formulas. Por ejem- 
plo, la formula 5 requiere que n A -1, y la formula 11 que n V 2. 

En las formulas se supone que las constantes no toman valores que impliquen la di¬ 
vision entre cero ni la extraccion de raices pares de numeros negativos. Por ejemplo, la 
formula 8 supone que a A 0, y las formulas 13(a) y (b) no pueden utilizarse, a menos que b 
sea positiva. 

En los ejemplos 1 a 5 de esta seccion, las integrales pueden evaluarse por medio de 
manipulacion algebraica, sustitucion o integracion por partes. A continuation se ilustra 
como determinar las integrales utilizando la tabla de integrales. 

EJEMPLO 1 Determinar 


J x(2x + 5) 1 dx. 

Utilizamos la formula 8 (no la 7, la cual requiere que n A -1): 


/ 



Con a = 2 y b = 5, tenemos 



EJEMPLO 2 Determinar 
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Utilizamos la formula 13(b): 


dx 


J xVax + b Vb 
Con a = 2 y b = 4, tenemos 
/ dx 


In 


V* ax + b — Vb 


Vax + b + Vb 

\hx + 4 - V4 


+ C, si b > 0. 


tV2x + 4 V4 


In 


V2x + 4 + V4 


+ C 


= 2 ln 


V2x + 4 - 2 


V2x + 4 + 2 


+ C. 


La formula 13(a), que requiere b < 0, no es adecuada para el ejemplo 2. Sin embargo, si lo 
es para el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 3 Determinar 


dx 


J x\/2x — 4 
Utilizamos la formula 13(a): 

f dx _ 2 

J xVax - b Vb 

Con a = 2 y b = 4, tenemos 

1 dx 2 


tan H J aX , h + C. 


cV2x - 4 V4 


tan 1 A ^ ^ + C = tan 1 ^ ^ + C. 


EJEMPLO 4 Determinar 




J x 2 V2x — 4 

Solucion Iniciamos con la formula 15: 

f dx _ _ \/ ax + b _ a_ f dx 

J x 2 \/flx + b 

Con a = 2 y b = -4, tenemos 

/ dx 


hx 2b J xVax + b 


c 2 V2x - 4 


V2x - 4 2 


r/x 


4x 2 ‘ 4/ xV2x - 4 


+ C. 


+ C. 


Despues utilizamos la formula 13(a) para evaluar la integral del lado derecho (ejemplo 3), 
para obtener 

f dx V2x — 4 ,l,-i lx — 2 „ 

' - - -f t tan ‘ / —r-1- C. 


2 V2x - 4 4x 


EJEMPLO 5 Determinar 


x sen 1 xdx. 
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Utilizamos la formula 99 
/ x" serT 1 ax dx = 


x" +1 

sen ax 


t" +1 dx 


n + 1 


n + Vl - a 2 x 2 ’ 


n A — 1. 


Con n = 1 y a = 1, tenemos 

/ i , x 2 -i if x 2 dx 

x sen xdx = sen x — w — . . 

2 2 J VT^fc 2 

La integral del lado derecho se encuentra en la tabla como la formula 33: 

dx = Vsen -1 if.) — JrxVa 2 — x 2 + C. 


V a 2 — x 2 


Con a = 1, 


—= V e n 1 x — ^-xV 1 — x 2 + C. 

Vl - x 2 2 2 


El resultado combinado es 


i x 

: sen x dx = sen x — 


x~ _i l/l-i 
~2 sen x ~ 2 \ 2 Sen x 


- ^xVl - X 2 + C 


^— ^sen V + ^xVl — x 2 + C '. 


Formulas de reduccion 


El tiempo que se requiere para integracion por partes repetida en ocasiones se puede redu- 
cir aplicando formulas como 


tan n xdx = 


- 1 


tan" - 


tan" 2 xdx 


(1) 


(In x)" dx = x(lnx)" — 


(In 


c)" 1 dx 


( 2 ) 


/ 


sen" x cos'” x dx = — 


sen" 'xcos^’x 


n — 1 


sen" 2 xcos m x dx (n ^ — m). 

(3) 


Formulas como estas se denominan formulas de reduccion, ya que reemplazan una inte¬ 
gral con alguna potencia de una funcion, por una integral de la misma forma pero con la 
potencia de menor grado. A1 aplicar tal formula de repetidamente, se puede expresar la in¬ 
tegral original en terminos de una potencia suficientemente baja, que puede evaluarse de 
manera directa. 


EJEMPLO 6 Uso de una formula de reduccion 
Determinar 
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Solucion Aplicamos la ecuacion (1) con n = 5 para obtener 


tan 5 xdx = -7 tan 4 x — / tan 3 x dx. 


Despues aplicamos de nuevo la ecuacion (1), con n = 3, para evaluar la integral que queda: 
/ tan 3 xdx = \tan 2 x - f tan xdx = |tan 2 x + In Icosxl + C. 


El resultado combinado es 


tan 5 xdx = -7 tan 4 x — 4 tan 2 x — In I cos x I + C'. 


Como sugiere su forma, las formulas de reduccion se deducen por medio de integracion 
por partes. 

EJEMPLO 7 Deduccion de una formula de reduccion 
Demostrar que, para cualquier entero positivo n, 


(In x) n dx = x(lnx)" — n / (In x) n 1 dx 


Utilizamos la formula de integracion por partes 


1 . dv = uv — / v du 


con 


-1 dx 


u = (lnx)", du = «(lnx) H 1 dv = dx, v = x, 

para obtener 

J (In x) n dx = x(lnx)" — nj (lnx )" -1 dx. 

A veces pueden utilizarse dos formulas de reduccion en el mismo problema. 
EJEMPLO 8 Determinar 


sen 2 x cos 3 x dx. 


Solucion 1 Aplicamos la ecuacion (3) con n = 2 y m = 3 para obtener 


sen 2 x cos 3 xdx = — 


senxcos x 
2 + 3 


+ 


1 


2 + 3 


sen 0 x cos 3 x dx 


sen x cos 4 x , 1 f 3 , 

=-j-r y / cos x dx. 

Podemos evaluar la integral que queda con la formula 61 (otra formula de reduccion): 

/ „ , cos" _1 ax sen ax , n — 1 / „_2 7 

/ cos ax dx = - na - 1 - jj — / cos axdx. 
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Con n = 3 y a = 1, tenemos 


3 , cos x sen x , 2 


cos 3 xdx = 


+ y / cos x dx 


cos 2 x sen x , 2 


+ ysenx + C. 


El resultado combinado es 


sen“ x cos 3 xdx = 


sen x cos 4 x . 1 /cos 2 x sen x , 2 


+ 


+ ysenx + C 


sen x cos 4 x . cos 2 x sen x .2 . 

- 5 -+-Is-+ Is senx + C . 


Solucion 2 La ecuacion (3) corresponde a la formula 68 de la tabla, pero hay otra formu¬ 
la que podrlamos utilizar, la formula 69. Con a = 1, la formula 69 da 


„ m , sen" +1 xcos m x x , m — 1 
sen x cos x dx = -r - ;—--f 


m + n 

En nuestro caso, n = 2 y m = 3, de modo que 


m + n 


sen"xcos'" 2 xdx. 


2 3 , sen 3 x cos 2 x ,2 f r , 

sen x cos xdx = -^-1- y / sen x cos x dx 


sen x cos x ^ 2 ( sen x 


+ C 


sen 3 x cos 2 x 


+ 


15 


sen 3 x + C. 


Como podemos ver, es mas rapido al utilizar la formula 69, pero a menudo no podemos 
saber de antemano como resultaran las cosas. No destine demasiado tiempo a buscar la 
“mejor” formula. Solo encuentre una que funcione y proceda. 

Tambien observe que las formulas 68 (solucion 1) y 60 (solucion 2) llevan a respuestas 
que se ven diferentes. Esto es frecuente con integrales trigonometricas y no debe causar 
consternacion. Los resultados son equivalentes y podemos utilizar el que mas nos guste. ■ 


Integrates no elementales 


El desarrollo de computadoras y calculadoras que encuentran antiderivadas por medio de 
manipulacion simbolica, ha llevado a un interes renovado por la determinacion de que 
antiderivadas pueden expresarse como una combinacion finita de funciones elementales 
(las funciones que hemos estudiado) y cuales no. Las integrales de funciones que no tie- 
nen antiderivadas elementales se denominan integrales no elementales. Para su evalua- 
cion se requieren series infinitas (capitulo 11), o metodos numericos. Ejemplo de estas 
ultimas es la funcion error (conocida como erf y cuyo proposito es medir la probabilidad 
de errores aleatorios) 


e integrales como 


erf(x) = 


dt 


7 T JO 


sen x 2 dx 


y 


A/i + x 4 dx 
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que surgen en ingenieria y fisica. Estas y varias otras, como 

- I 1 


-j^r dx. 


e {e > dx, 


lnx 


dx, 


In (In x) dx, / Se f? X dx. 


I v ^ 


sen 2 x dx, 0 < k < 1 , 


parecen tan sencillas que nos sentimos tentados a averiguar como se calculan. Sin embargo, 
se puede demostrar que no hay forma de expresar estas integrates como combinaciones fi- 
nitas de funciones elementales. Lo mismo se aplica a integrates que puedan transformarse 
en las anteriores por sustitucion. De acuerdo con el Teorema Fundamental del Calculo, 
parte 1, todos los integrandos de arriba tienen antiderivadas, ya que son continuos. Sin 
embargo ninguna de sus antiderivadas es elemental. 

Ninguna de las integrates que se le pedira evaluar en este capitulo entra en esta cate- 
goria, pero es posible que encuentre integrates no elementales en otros contextos. 


Integracion con un software matematico 

Una de las capacidades mas importantes de los sistemas de software matematico es la inte¬ 
gracion simbolica. Esto se realiza con un comando para integrar, especifico para cada 
sistema particular (por ejemplo, int en Maple, Integrate en Mathematica). 


EJEMPLO 9 Uso de un software matematico con una funcion decLarada 
Suponga que quiere evaluar la integral indefinida de la funcion 

f{x) = x 2 Va 2 + x 2 . 

Por medio de Maple, primero se define o declara la funcion: 

> /:= x a 2 * sqrt {a A 2 + x A 2 ); 

Despues se utiliza el comando para integrar sobre/, identificando la variable de inte¬ 
gracion: 

> int(/, x ); 

Maple da la siguiente solucion: 

^x(a 2 + x 2 ) 3 / 2 — |a 2 xV?^Kx 2 — ^-a 4 ln(x + Vfl 2 + x 2 ). 


Para averiguar si la respuesta puede simplificarse, introduzca 

> simplify(%); 


Maple da: 


^ a 2 x\/a 2 + x 2 + x 3 \/a 2 + x 2 — -^a 4 ln(x + \/a 1 + x 2 ) . 

Si queremos la integral definida para 0 s x < tt/2 , podemos utilizar el formato 

> int(/, x = O..Pi/2); 

Maple (version 5.1) dara como resultado la expresion 

tt 7r(4rz 2 + 7r 2 )* 3 / 2 ^ — ^r-a 2 7r'V / 4a 2 + 7r 2 + ^ a 4 In (2) 
o4 jZ o 

— ^a 4 ln (77 + \/ 4 a 2 + tt 2 ) + ^a 4 ln(a 2 ). 
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Tambien se puede hallar la integral definida para un valor particular de la constante a: 

> a:= 1; 

> int (f,x = 0..1); 

Maple da esta respuesta numerica 

|V2 + ita(V2- l). 


EJEMPLO 10 Uso de un software matematico sin definir La funcion 
Utilice un software matematico para determinar 

J sen 2 x cos 3 x dx. 

Solucion En Maple introducimos 

> int ((sin A 2)(x) * (cos A 3)(x), x ); 

(recuerde escribir sin en lugar de sen, ya que este tipo de software admite los comandos en 
ingles; asimismo, recuerde que las respuestas se dan tambien en dicho idioma) 
y obtenemos 


5 


sin(x) cos(x) 4 + 


15 


cos(x) 2 sin(x) + 


J2_ 

15 


sin(x). 


EJEMPLO 11 El software matematico podria no dar una solucion en forma cerrada 
Utilice un software matematico para determinar 


(cos l ax) 2 dx. 


Solucion Con Maple, introduzca 

> int((arccos(a *x)) A 2, x); 
y Maple responde con la expresion 


arccos(flx) 2 dx. 


con lo que indica que no tiene una solucion en forma cerrada. En el capitulo 11 veremos 
como el desarrollo en serie puede ayudar a evaluar integrales como esta. 


En los distintos paquetes de software matematico, la forma en que se procesan las in- 
tegraciones varia. En los ejemplos 9 a 11 utilizamos Maple 5.1. Mathematica habria dado 
resultados un poco diferentes: 

1. En el ejemplo 9, dada 

In [1J:= Integrate [x A 2 * Sqrt [a A 2 + x A 2], x] 

Mathematica da 

Out [1]= Va 2 + x 2 ^^ — ^a 4 Log[x + y/a 2 + x 2 ] 

sin tener que simplificar un resultado intermedio. La respuesta es parecida a la formu¬ 
la 22 en las tablas de integrales. 
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2. La respuesta de Mathematica para la integral 

In [2]:= Integrate [Sin [x] A 2 * Cos [x] A 3, x] 

del ejemplo 10 es 


Sin [x] i 


1 


Out [2]= —Sin [3 x] — gQ Sin [5 x] 

que difiere de la respuesta de Maple y de las respuestas que se dieron al ejemplo 8. 
3. En el caso de la integration 

In [3]’:= Integrate [ArcCos [a * x] A 2, x] 
del ejemplo 11, Mathematica da el siguiente resultado, siempre y cuando a A 0: 


Out [3]= —2x — 


2\/1 — a 2 x 2 ArcCos [a x] 


+ x ArcCos [a x]~ 


Aunque los paquetes de software matematico son muy poderosos y nos pueden ayudar a 
resolver problemas dificiles, cada uno de ellos tiene sus propias limitaciones. Incluso existen 
situaciones en donde un software matematico puede hacer mas complicado un problema 
(en el sentido de producir una respuesta extremadamente dificil de utilizar o interpretar). 
Ademas, observe que ni Maple ni Mathematica dan como respuesta una constante arbitra- 
ria +C. Por otro lado, con un poco de reflexion matematica de su parte, puede reducir el 
problema a otro que sea mas facil de resolver. En el ejercicio 111 se presenta un ejemplo 
de lo anterior. 


EJERCICIOS 8.6 


Uso de tablas de integrates 

Utilice la tabla de integrates de la parte final del libro para evaluar las 
integrales de los ejercicios 1 a 38. 


1 . 


3. 


5. 


7. 


9. 


dx 

xVx — 3 
x dx 


J Vx - 2 
J x\/2x — 3 dx 


V9 - 4x 


dx 


11 . 


13. 


dx 


xVl + x 2 


V4 - x 2 


dx 


2 . 


4. 


6 . 


8 . 


/ dx 
x\/x + 4 

/ x dx 
(2x + 3) 3 / 2 

/ 47l + 5), ' ! ' i 
/ dx 


f,v^7d, . 0 ,/ 


x 2 V4x - 9 
dx 


Vx — x 2 


12 . 


14. 


dx 


xVl - x 2 


Vx 2 - 4 


dx 


15. J V25 — p 2 dp 16. J q 2 \Zl5 — q 2 dq 


17. 


19. 


21 . 


23. 


25. 


27. 


29. 


dr 


V4 - r 


de 

5 + 4 sen 26 
e 2t cos 3 1 dt 

x cos -1 x dx 
ds 

(9 - s 2 ) 2 
' V4x + 9 , 

~a - * 


31. / x 2 tan x xdx 


33. / sen 3x cos 2x dx 


18. 


20 . 


22 . 


ds 


\Zs 2 - 2 
dd 

4 + 5 sen 26 
e~ 21 sen 4 1 dt 


24. / x tan 1 x dx 


26. 


28. 


30. 


32. 


de 


(2 - e 2 ) 2 
V9x - 4 

x 2 

V3 1 + 9 


dx 


dt 


tan 'x 


dx 


34. / sen 2x cos 3x dx 
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35 J 

f 8 sen 4 1 sen ^ dt 

36 J 

f 1 * J 

' sen — sen — dt 

m.j 

f esc 5 xdx 

n. j 

37 -J 

f 0 0 

' cos 2 cos ^ dd 

3S.j 

f cos j cos 78 dd 

71 u 

f 16x 3 (lnx) 2 dx 

r -J 


sec 5 x dx 
(lnx) 3 dx 


Sustitucion y tablas de integrales 

En los ejercicios 39 a 52, utilice una sustitucion para cambiar la inte¬ 
gral por una que pueda encontrar en la tabla. Despues evalue la in¬ 
tegral. 


39- / X f t X V dx 

J (x 2 + l ) 2 


41. j sen 1 \fxdx 
Vr 


43. 


dx 


40. 

42. 

44. 


x 2 + 6x 
(x 2 + 3) 2 

- l Vx 


dx 


cos 


v5 

W 7 " 


45. 


Vl - X J Vx 

. J cot f V1 — sen 2 t dt, 0 < t < ir/2 


dx 


- dx 


46. 


48. 


50. 


dt 


tan fV4 — sen 2 t 
cos 8 dO 
V5 + sen 2 # 

3 dy 


47. 


49. 


dy 


yV 3 + (lny) 2 
3 dr 


Vl + 9 y 2 

52. J tan -1 Vyrfy 


V9 r 2 - 1 

51. / cos 1 Vr dx 


Uso de formulas de reduccion 

Utilice las formulas de reduccion para evaluar las integrales en los 
ejercicios 53 a 72. 


53. J sen 5 2x dx 
55. j 8 cos 4 2-77 tdt 
57. J sen 2 28 cos 3 28 dO 
59. J 2* »W,„, 
61. J 4 tan 3 2 xdx 
63. J 8 cot 4 t dt 
65. J 2 sec 3 ttx dx 
67. / 3 sec 4 3x dx 


54. / sen 5 ^ d8 


56. / 3 cos 5 3 v cfy 


58. / 9 sen 3 0 cos 3 / 2 8 dd 


60. 

62. 

64. 

66 . 

68 . 


csc 2 y cos 5 y rfy 


tan 4 ( — | dx 


4 cot 3 2 1 dt 


I esc 3 f dx 

esc 4 y <7(9 


Potencias de x multiplicadas por exponenciales 

Evalue las integrales en los ejercicios 73 a 80, utilizando las formulas 
103 a 106 de la tabla. Estas integrales tambien se pueden evaluar por 
medio de la integration tabular (section 8.2). 


73. J xe 3x dx 

„ / a** 

77 7 i12 ’ 4 ' 

79. / xrr* dx 


74. J xe 2x dx 

76 7' v ‘* 

78. / x 2 2~ x dx 


80. / x2 V2x dx 


Sustitucion con formulas de reduccion 

Evalue las integrales de los ejercicios 81 a 86; primero haga una sus¬ 
titucion (quiza trigonometrical y despues aplique una formula de re¬ 
duccion. 


81. J e'sec 3 ( e‘ - 1 ) dt 

83. ^ 2 Vx 2 + 1 dx 
f 2 (? - 1V 2 


82. 

84. 

86 . 


esc 3 V0 


r/0 


I Ve 

l"^/ 2 dy 

to (1 - V) 5/2 

/•1/V3 


dt 


o (t 2 + l ) 7 / 2 

Funciones hiperbolicas 

Utilice la tabla de integrales para evaluar las integrales en los ejerci¬ 
cios 87 a 92. 


87. J ^ senh 5 3x dx 
89. J x 2 cosh 3x dx 
91. / sech 7 x tanh x dx 


88 . J C -°^^dx 


90. / x senh 5x dx 


92. / csch 3 2x coth 2x dx 


Teoria y ejemplos 

Los ejercicios 93 a 100 hacen referenda a la tabla de integrales del fi¬ 
nal del texto. 

93. Deduzca la formula 9 por medio de la sustitucion u — ax+ b para 
evaluar 

[ --- xdx. 

J (ax + b) 2 

94. Deduzca la formula 17, por medio de una sustitucion trigonome- 
trica, para evaluar 

/ dx 


(a 2 + x 2 ) 2 
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95. Deduzca la formula 29, usando una sustitucion trigonometrica, 
para evaluar 


J V a 1 — x 2 dx. 


96. Deduzca la formula 46, usando una sustitucion trigonometrica, 
para evaluar 

f _ dx _ 

J x 2 V x 2 — a 2 

97. Deduzca la formula 80 evaluando 

J x " sen ax dx 

mediante integracion por partes. 

98. Deduzca la formula 110 evaluando 

I x " 

mediante integracion por partes. 

99. Deduzca la formula 99 evaluando 

mediante integracion por partes. 

100. Deduzca la formula 101 evaluando 


x” tan 1 ax dx 


b. Evalue la integral. 


y 


— Varilla medidora 



107. ^Cual es el mayor valor que 



puede tener para cualesquiera valores de a y 6? Justifique su 
respuesta. 


108. ^Cua! es el mayor valor que 



puede tener para cualesquiera valores de a y 6? Justifique su 
respuesta. 


mediante integracion por partes. 

101. Area de una superficie Determine el area de la superficie ge- 
nerada al hacer girar, alrededor del eje x, la curva y = \/x 2 + 2, 

0 < x < V2. 

102. Longitud de arco Determine la longitud de la curva y = x 2 , 

0 < x <V3/2. 

103. Centroide Halle el centroide de la region en el primer cua- 
drante determinada por la curva y = l/\/x + 1 y la recta x = 3. 

104. Momento respeeto del ejey Una placa delgada de densidad cons- 
tanteS= 1 ocupa la region acotada por la curva y = 36/(2x + 3) 
y la recta x = 3 en el primer cuadrante. Determine el momento de 
la placa respeeto del ejey. 

105. Utilice la tabla de integrates y una calculadora para determinar, 
con dos decimales, el area de la superficie generada al hacer gi¬ 
rar, alrededor del eje x, la curva y = x 2 , -1 < x < 1. 

106. Volumen La jefa del departamento de contabilidad de la em- 
presa en donde usted trabaja le ha pedido determinar una formula 
que pueda utilizar en un programa de computo para calcular el 
inventario de fin de ano de la gasolina contenida en los depositos 
de la compafila. Cada deposito tiene forma de un cilindro circular 
recto de radio r y longitud L, montado en forma horizontal, como 
se muestra a continuation. La information que llega al departa¬ 
mento de contabilidad como medidas de la profundidad, se toma 
con una varilla medidora, graduada en centimetres. 

a. Demuestre, en la notation de la figura, que el volumen de la 
gasolina en el tanque hasta una profundidad d es 

r—r+d 

V — 2L Vr 2 - y 2 dv. 


EXPL0RACI0NES CON C0MPUTAD0RA 

En los ejercicios 109 y 110, utilice un software matematico para reali- 
zar las integraciones. 


109. Evalue las integrales 


a. 


x In x dx 


b. 



lnx dx 



In x dx. 


d. ^Observa algun patron? Trate de predecir la formula para 
f x* lnx dx y despues evalue su conjetura con un software 
matematico para ver si es correcta. 

e. ^.Cual es la formula para / x" lnxdx,n > 1 ? Compruebe su 
respuesta utilizando un software matematico. 

110. Evalue las integrales 



d. ^Observa algun patron? Trate de predecir la formula para 

f ln fdx 


y despues evaluela con un software matematico para ver si es 
correcta. 


e. ^Cual es la formula para 
/ lnx 


dx, «£2? 


Verifique su respuesta utilizando un software matematico. 
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111. a. Utilice un software matematico para evaluar 

r /2 _^_ dx 

J o sen x + cos x 

en donde n es un entero positivo arbitrario. ^Es posible deter- 
minar el resultado con el software matematico que esta em- 
pleando? 

b. De manera sucesiva, determine la integral cuando n— 1, 2, 3, 
5, 7. Comente la complejidad de los resultados. 


c. Ahora haga la sustitucion x = (ir/2) — u y sume la nueva 
integral con la anterior. ^Cual es el valor de 

r ' 2 „ sen ; x „ dxi 

J 0 sen x + cos x 

Este ejercicio ilustra como un poco de ingenio matematico re- 
suelve un problema que no puede ser resuelto de forma inmedia- 
ta con un software matematico. 


8.7 


Integracion numerica 


Como hemos visto, la manera ideal de evaluar una integral definida J /(x) dx consiste en 
determinar una formula F(x) para una de las antiderivadas de /(x) y calcular el numero 
F{b) - F(a). Pero encontrar algunas antiderivadas requi ere cons iderable trabajo, e incluso 
otras, como las antiderivadas de sen(x 2 ), 1/ln.x, y \/l + x 4 , no tienen formulas ele- 
mentales. 

Se da otra situacion cuando una funcion se define por medio de una tabla, cuyas 
entradas fueron obtenidas de manera experimental a partir de la lectura de instrumentos. 
En este caso, incluso podria no existir una formula para la funcion. 

Sin importar la razon, cuando evaluar una integral definida con una antiderivada no es 
posible, volvemos nuestra atencion a metodos numericos como la regia del trapecio o la 
regia de Simpson, de las que hablaremos en esta seccion.En comparacion con las distintas 
reglas de rectangulos que se presentaron en las secciones 5.1 y 5.2, estas reglas por lo re¬ 
gular requieren de muchas menos divisiones del intervalo de integracion, para obtener 
resultados precisos. Tambien estimaremos el error que se tiene al aproximar el valor de 
una integral con estos metodos. 


Aproximaciones por trapecios 

Cuando tenemos que integrar y no podemos determinar una antiderivada sencilla para 
una funcion/ dividimos el intervalo de integracion, reemplazamos f por un polinomio 
que la aproxime suficientemente bien en cada subintervalo, integramos los polinomios y 
sumamos los resultados para aproximar la integral de f. En nuestro analisis supondremos 
que / es positiva, pero el unico requisito es que / sea continua en el intervalo de integra¬ 
cion [a, b\. 

La regia del trapecio para el valor de la integral definida se basa en la aproximacion 
de la region entre una curva y el eje x, con trapecios en lugar de rectangulos, como en la 
figura 8.10. No es necesario que los puntos de subdivision x 0 , x 1; x 2 , • • • > x n de la figura 
esten igualmente espaciados, pero la formula es mucho mas sencilla si lo estan. Por lo tan- 
to, supondremos que la longitud de cada subintervalo es 


La longitud A x = (b — a)/n se denomina longitud del paso o tamano de la malla. El 
area del trapecio que esta arriba del /-esimo subintervalo es 


Ax 


yi -1 + yi 


2 


^r(y;-i + yd, 
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y=m 



FIGURA 8.10 La regia del trapecio aproxima pequenas 
secciones de la curva y = /(x) con segmentos de rectas. 
Para aproximar la integral de/de a a b, sumamos las areas 
de los trapecios formados al unir los extremos de los seg¬ 
mentos con el eje x. 


en donde y,-\ = /(x,--i) y yt = /(x ,). Esta area es igual a la longitud Ax de la “altura” ho¬ 
rizontal del trapecio, multiplicada por el promedio de sus dos “bases” verticales. (Vea la 
figura 8.10). Entonces, el area que esta debajo de la curva y =f(x) y encima del eje x se 
aproxima sumando las areas de todos los trapecios: 

T = j (yo + yi) Ax + j (yi + y 2 )Ax + ■ ■ • 

+ \{y n -2 + y n - i)Ax + j(y„-1 + y„) Ax 

= Ax + vi + yi + • • • + y„-i + jy„ 

Ar 

= (yo + 2 yi + 2y 2 + • ■ • + 2 y„-i + y„), 

en donde 

yo = f(a), y\ = fix j), . . . , y„-i = f(x„-i), y n = f(b). 

La regia del trapecio indica: utilice T para estimar la integral de/desde a hasta b. 


Regia del trapecio 

rb 

Para aproximar J a /(x) dx, utilice 
Ax ( 

T = -y (yo + 2yi + 2y 2 + ■ ■ ■ + 2y„-i + y„ 

Las y’s son los valores de/en los puntos de la particion 

xo = a, x\ = a + Ax, X 2 = a + 2Ax, . ..,x„-i = a + {n — l)Ax, x„ = b, 
en donde Ax = (b — a)/n. 
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FIGURA8.il La aproximacion 
trapezoidal del area debajo de la grafica 
de v = x 1 i de x = 1 a x = 2, es un ligera 
sobreestimacion (ejemplo 1). 


TABLA 8.3 
x y = x 2 

1 1 

5 25 

4 16 

6 36 

4 16 

7 49 

4 16 

2 4 


EJEMPLO 1 Aplicacion de La regia del trapecio 

r 2 2 

Utilice la regia del trapecio con n = 4 para estimar J l x dx. Compare la estimacion con el 
valor exacto. 

Divida el intervalo [1, 2] en cuatro subintervalos de la misma longitud (figu- 
ra 8.11). Despues evalue y = x 2 en cada punto de la particion (tabla 8.3). 

Utilizando estos valores Ac y, n = A,y Ax = (2 — l)/4 = 1/4 en la regia del trape¬ 
cio, tenemos 

Ax ( 

T = y (yo + 2yi + 2y 2 + 2,y 3 + 

= 1(‘ - 2 (ft) + 2 (ft) - 

= || = 2.34375. 

El valor exacto de la integral es 


La aproximacion T estima por arriba o sobreestima la integral aproximadamente en 
medio punto porcentual de su valor verdadero, 7/3. El porcentaje de error es 

(2.34375 - 7/3)/(7/3) « 0.00446. 

Podriamos haber predicho que la regia del trapecio sobreestimaria la integral del 
ejemplo 1, considerando la geometria de la grafica de la figura 8.11. Ya que la parabola es 
concava hacia arriba, los segmentos que la aproximan estan por arriba de la curva, dando 
un trapecio ligeramente de mayor area que la correspondiente franja debajo de la curva. 
En la figura 8.10 vemos que los segmentos de recta estan debajo de la curva en aquellos 
intervalos en donde la curva es concava hacia abajo, lo cual tiene como consecuencia que 
la regia del trapecio estimepor abajo o subestime la integral sobre esos intervalos. 

EJEMPLO 2 Temperatura promedio 

Un observador mide la temperatura exterior cada hora, desde el mediodia hasta la media- 
noche, registrandola en la tabla siguiente. 

Hora N 12345678 9 10 11 M 

Temp 63 65 66 68 70 69 68 68 65 64 62 58 55 




7 ,Cual fue la temperatura promedio durante el periodo de 12 horas? 


Solucion Estamos buscando el valor promedio de una funcion continua (temperatura) 
para la cual conocemos los valores en tiempos discretos que estan separados una unidad. 
Necesitamos determinar 

"b 


av(/) = 


1 


b 


f(x) dx. 


sin tener una formula para/(x). Sin embargo, la integral puede aproximarse por medio de 
la regia del trapecio, utilizando las temperaturas de la tabla como valores de la funcion 
en los puntos de una particion del intervalo de 12 horas, con 12 subintervalos (haciendo 
Ax = 1 ). 

Ax 


T - y [yo + 2yi + 2y 2 + ■ ■ ■ + 2y u + y 12 


63 + 2 • 65 + 2 • 66 + • • • + 2 • 58 + 55 


= 782 
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. rb 

Utilizando T para aproximar J a f(x) dx , tenemos 


promedio (/) ~ b — a ' ^ = T2 * ^2 ~ ■ 


Si se redondea para dar precision a los datos dados, estimamos la temperatura en 65 


grados. 


Estimation del error para la regia del trapecio 

Cuando n aumenta y el tamano del paso A x = (b — a)/n tiende a cero, T tiende al valor 


rb 

exacto de J /(x) dx. Para ver por que, escribimos 




k= 1 


Cuando n —> oo y Ax —* 0, 



Por lo tanto. 



■b 


/(x) dx. 


Esto significa que, en teoria, podemos hacer la diferencia entre T y la integral tan pequena 
como queramos, tomando n suficientemente grande y suponiendo solamente que / sea 
integrable. Sin embargo, ( ',quc tan grande debemos hacer a n en la practica para una tole- 
rancia dada? 

Responderemos esta pregunta con un resultado del calculo avanzado, que dice: si /" 
es continua en [a, b], entonces 



para algun numero c entre ay b. Asi, cuando Ax tiende a cero, el error definido por 


£r=-V'/”( c )( Ax ) 2 


se aproxima a cero como el cuadrado de Ax. 
La desigualdad 


\E t \ < ^y^max|/"(x)|(Ax) 2 , 


en donde max se refiere al intervalo [a, b], proporciona una cota superior para la magnitud 
del error. En la practica, por lo regular no podemos determinar el valor exacto de 
max|/"(x) | y en su lugar tenemos que estimar una cota superior o valor para el “peor ca- 
so”. Si M es cualquier cota superior para los valores de |/"(x) | en [a, b ], de modo que 
| /"(x) | < M en [a, ti\, entonces 



12 
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Si sustituimos (b — a)/n por Ax, obtenemos 


\Et\ 


M(b - a) 3 
12 n 2 


Esta es una desigualdad que utilizamos normalmente para estimar \E T \ . Determinamos la 
mejor M que podamos y con ella estimamos \E T \. Esto puede parecer poco formal, pero 
funciona. Para hacer E T \ pequeiio para unaMdada, solo hacemos n grande. 


Estimacion del error para la regia del trapecio 

Si /" es continua y M es cualquier cota superior para los valores de | /" | en [a, b], 
entonces el error E T en la aproximacion trapezoidal de la integral de f desde a 
hasta b, para n pasos, satisface la desigualdad 


\Et\ 


M{b - a) 3 
12« 2 





EJEMPLO 3 Cota para eL error de La regia deL trapecio 
Determine una cota superior para el error en que se incurre al estimar 


J x sen x dx 
o 

con la regia del trapecio, con n = 10 pasos (figura 8.12). 


Solucion Con a = 0, b = tt, y n = 10, la estimacion del error da 

M(b — a) 3 tt- 3 


I Er < 


12/C 


1200 


M. 


FIGURA 8.12 Grafica del integrando del El numero M puede ser cualquier cota superior para la magnitud de la segunda derivada de 
ejemplo 3. f( x ) ~ x sen x en [0> 7r ] • Un calculo rutinario da 

f"{x) = 2cosx — xsenx, 


de modo que 


|/"(x)| = |2 cosx — xsenx| 
s 21cosx| + |x||senx| 
<2*1 + 77*1 = 2 + 77. 

Podemos tomar sin problema M= 2 + 77. Por lo tanto, 


|cosx| y |senx| 
nunca exceden a 1, y 

0 ^ X < 7T. 


\Et\ 


1200 


M = 


3 (2 + 77) 
1200 


< 0.133. 


Redondeamos hacia 
arriba por prudencia. 


El error absolute no es mayor que 0.133. 

Para obtener mayor precision, no intentariamos mejorar M sino tomar mayor cantidad 
de pasos. Por ejemplo, con n= 100 pasos obtenemos 


\Et\ 


(2 + 7r)77 3 


< 0.00133 = 1.33 X 10~ 3 . 


120,000 
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y 



FIGURA 8.13 La funcion continua 
y = 2/x 3 tiene un valor maximo sobre 
[1, 2] en x = 1. 


y 



EJEMPLO 4 Determination de La cantidad de pasos necesarios para una precision 
especifica 

qCuantas subdivisiones deben utilizarse en la regia del trapecio para aproximar 



con un error cuyo valor absoluto sea menor que 10 4 ? 


Solucion Con a = 1 y b = 2, la estimacion del error es 

Este es uno de los casos raros en los que encontramos realmente max | /" | en lugar de 
tener que establecer una cota superior M. Con /(x) = 1 /x, encontramos 


/"(*) 


dx 2 


(x j = 2 x 3 = 


En [1, 2], y = 2/x 3 decrece continuamente desde un maximo de y = 2 a un minimo de 
y = 1/4 (figura 8.13). Por consiguiente, M= 2 y 


\ E r\ — TiTT = Tbl 


2 ' 


12 n 6 n 

Por lo tanto, el valor absoluto del error sera menor que 10 4 

1 ^ , n -4 10 4 100 ^ 

—y < 10 , - 7 — < n , —— < n. 


si 


6 n 


V6 


40.83 < n. 


El primer entero mayor a 40.83 es n = 41. Con n = 41 subdivisiones podemos garantizar 
que el calculo de In 2 sera con un error de magnitud menor a 10 4 . Cualquier n mayor tam- 
bien funcionara. 


FIGURA 8.14 La regia de Simpson 
aproxima pequefias secciones de la curva 
por medio de parabolas. 


y 



Regia de Simpson:* Aproximaciones por medio de parabolas 

Las sumas de Riemann y la regia del trapecio son aproximaciones razonables a la integral 
de una funcion continua en un intervalo cerrado. La regia del trapecio es mas eficiente, da 
una mejor aproximacion para valores pequenos de n, lo cual proporciona un algoritmo 
mas rapido para integracion numerica. 

Otra regia para aproximar la integral definida de una funcion continua resulta de 
utilizar parabolas en lugar de segmentos de recta que producen trapecios. Como antes, 
hacemos una particion del intervalo [a, b] en n subintervalos de igual longitud h = Ax = 
(b — a)/n, pero esta vez requerimos que n sea un niimero par. En cada par de intervalos 
consecutivos aproximamos la curva y = f(x) > 0 por medio de una parabola, como se 
muestra en la figura 8.14. Un parabola tipica pasa por los tres puntos consecutivos 
(Xi-uyi-i), (Xi,yd,y (x i+ i,y I+ i) de la curva. 

Calculemos el area de la region sombreada que tiene una parabola que pasa por tres 
puntos consecutivos. Para simplificar nuestros calculos, primero tomamos el caso en don- 
dex 0 = -A,x! = 0 yx 2 = h (figura 8.15), donde h = Ax = (b — a)/n. El area debajo de la 
parabola sera la misma si desplazamos el ejey hacia la izquierda o hacia la derecha. La pa¬ 
rabola tiene una ecuacion de la forma 

y = Ax 2 + Bx + C, 


FIGURA 8.15 A1 integrar de —h a h. 
determinamos que el area sombreada es 
h 

- (y 0 + 4yi + y 2 ). 


* Utilizaremos de manera consistente Regia de Simpson , aunque la que se estudia aqui es la Regia de Simpson 
1/3, ya que existe otra que es la de 3/8. Por otra parte, en metodos numericos si se utiliza una parabola se denomi- 
na Regia de Simpson, si se utilizan varias parabolas se denomina Regia compuesta o extendida de Simpson 1/3. 
(N. del T.) 
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Biografia historica 

Thomas Simpson 
(1720-1761) 


por lo que el area debajo de ella, de x = — h a x = h es 


A P = 


(Ax 2 + Bx + C) dx 


Ax 3 Bx 2 r 
2 - 1 - 2-b L x 


1A ^ + 2 Ch = | (2 Ah 2 + 60. 


Como la curva pasa por los tres puntos, (-h, y 0 ), (0, y{) y ( h , y 2 ), tambien tenemos 
yo = Ah 2 - Bh + C, yi = C, y 2 = Ah 2 + Bh + C, 
de lo cual obtenemos 

C = y u 

Ah 2 - Bh = y 0 ~ yu 
Ah 2 + Bh = y 2 — y i, 

2Ah 2 = y 0 + y 2 - 2y\. 

De aqul que, expresando el area A p en terminos de las ordenadas y 0 , y\ y y 2 , tenemos 


A p = ^(2Ah 2 + 6C) = '{((yo + y 2 ~ 2y\) + 6y\) = '{(yo + 4y, + y 2 ). 


Ahora bien, si desplazamos la parabola de manera horizontal a su posicion sombreada en 
la figura 8.14, el area debajo de ella no cambia. Asi, el area debajo de la parabola que pasa 
por (x 0 , _Vo), (x\,y\) Y ( x 2 >T 2 ) en fig ura 8.14 sigue siendo 

| (To + 4yi + y 2 ). 

De forma similar, el area debajo de la parabola que pasa por los puntos (x 2 ,y 2 ), (X 3 , y 2 ) y 
(x 4 ,y 4 ) es 

| (T 2 + 4y 3 + y 4 ). 

Calculando las areas bajo todas las parabolas y sumando los resultados se obtiene la apro- 
ximacion 


f(x) dx « | (y 0 + 4vj + y 2 ) + | (y 2 + 4y 3 + y 4 ) + 


h 

+ 3 (y„-2 + 4y„_i + y„) 

= | (To + 4vi + 2y 2 + 4 v 3 + 2y 4 + •■ • + 2y n _ 2 + 4y„_! + y„). 

El resultado se conoce como regia de Simpson, y es valida para cualquier funcion continua 
y =f(x) (ejercicio 38). La funcion no necesita ser positiva, como en nuestra deduccion. El 
numero de subintervalos n debe ser par para aplicar la regia, ya que cada arco parabolico 
utiliza dos subintervalos. 
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Regia de Simpson 

rb 

Para aproximar J a /(x) dx, utilice 

Ay 

S = -y (yo + 4y\ + 2y 2 + 4y 3 + • • ■ + 2 y n - 2 + 4y„-i + y„). 

Las y son los valores de/en los puntos de la particion 
xo = a, xi = a + Ax, x 2 = a + 2Ax, . ,.,x„_i = a + (n — l)Ax, x„ = b. 
El niimero n es par y Ax = (b — a)/n. 


TABLA 8.4 

X 

Vs 

II 

0 

0 

l 

5 

2 

16 

1 

5 

3 

405 

2 

16 

2 

80 


Observe el patron de coeficientes en la regia anterior: 1, 4, 2, 4, 2, 4, 2,..., 4, 2, 1. 

EJEMPLO 5 Aplicacion de la regia de Simpson 

Utilice la regia de Simpson con n = 4 para aproximar /„ 2 5x 4 dx. 

Dividimos [0, 2] en cuatro subintervalos y evaluamosy = 5x 4 en los puntos de 
la particion (tabla 8.4). Despues aplicamos la regia de Simpson con n = 4 y Ax = 1/2: 

Ay ( 

s = ~Y l yo + 4yi + 2y 2 + 4y 3 + y 4 

-i( 0 + 4 (-s) + 2<5) + 4 (TS 

= 32 — 

J 12 ■ 

Esta estimacion difiere del valor exacto (32) en solo 1/12, un error porcentual de menos 
de tres decimos de uno por ciento, y esto fue con solo cuatro subintervalos. 

Estimacion del error en la regia de Simpson 

Para estimar el error en la regia de Simpson, iniciamos con un resultado de calculo avanza- 
do que dice que si la cuarta derivada, f (4> es continua entonces 

J fix) dx = S - fc 18Q a -/ (4) (c)(Ax) 4 

para algun punto c entre ay b. Asi, cuando Ax tiende a cero, el error, 

= - yg^-/ (4)( c )( Ax) 4 , 

tiende a cero como la cuarta potencia de Ax. (Esto ayuda a explicar por que es muy proba¬ 
ble que la regia de Simpson de mejores resultados que la regia del trapecio). 

La desigualdad 

|^| ~ max|/ (4) (x)| (Ax) 4 



en donde max se refiere al intervalo [a, A], proporciona una cota superior para la magnitud 
del error. Como con max | /" | en la formula del error para la regia del trapecio, por lo re- 
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gular no podemos determinar el valor exacto de max |/ f4) (x) | y tenemos que reemplazarlo 
con una cota superior. Si M es cualquier cota superior para los valores de \f A '\ en [a, b\, 
entonces 


1 3sI ^ ^Yg^MAx) 4 . 


Sustituyendo (b — a)/n por Ax en la expresion anterior, se tiene 

M{b - a) 5 


I F . I 


Esta es la formula que utilizamos usualmente para estimar el error en la regia de Simpson. 
Determinamos un valor razonable para My estimamos E$\ a partir de el. 


Estimacion del error para la regia de Simpson 

Si / (4) es continua y M es cualquier cota superior para los valores de | / (4) | en [a, 
b ], entonces el error E s en la aproximacion a la integral de/ desde a hasta b, por 
medio de la regia de Simpson para n pasos, satisface la desigualdad 

Mjb - a) 5 
1S| “ 180n 4 • 


Como con la regia del trapecio, con frecuencia no podemos determinar el valor mas 
pequeno posible de M. Solo encontramos el mejor valor que podamos y partimos de alii. 

EJEMPLO 6 Cota del error en la regia de Simpson 

r2 A 

Determine una cota superior para el error al estimar J 0 5x dx usando la regia de Simpson 
con n = 4 (ejemplo 5). 

Solucion Para estimar el error, primero encontramos una cota superior M para la mag- 
nitud de la cuarta derivada de /(x) = 5x 4 en el intervalo 0 < x < 2. Como la cuarta deri- 
vada tiene el valor constante / (4, (x) = 120, tomamos M= 120. Con b-a = 2yn = 4, la 
estimacion del error para la regia de Simpson da 

M(b - a) 5 = 120(2) s = 1 
1 5 " 180n 4 180•4 4 12' 


EJEMPLO 7 Comparacion de las aproximaciones de la regia del trapecio 
y La regia de Simpson 

Como vimos en el capltulo 7, el valor de In 2 puede calcularse a partir de la integral 


In 2 



l 

x 


dx. 


r2 

La tabla 8.5 muestra los valores T y .S' para las aproximaciones de (1/x) dx utili- 
zando varios valores de n. Observe que la regia de Simpson mejora radicalmente los valo¬ 
res de la regia del trapecio. En particular, observe que cuando duplicamos el valor de n (y 
por lo tanto se divide entre dos el valor de h = Ax), el error para T se divide entre 2 al 
cuadrado , mientras que el error para S se divide entre 2 a la cuarta). 
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TABLA 8.5 Aproximaciones de la regia del trapecio (T„) y de la regia de Simpson 
(5„) para In 2 = f \ (1/x) dx 

n 

T 

1 n 

Error 

menos que... 

s„ 

Error 

menos que... 

10 

0.6937714032 

0.0006242227 

0.6931502307 

0.0000030502 

20 

0.6933033818 

0.0001562013 

0.6931473747 

0.0000001942 

30 

0.6932166154 

0.0000694349 

0.6931472190 

0.0000000385 

40 

0.6931862400 

0.0000390595 

0.6931471927 

0.0000000122 

50 

0.6931721793 

0.0000249988 

0.6931471856 

0.0000000050 

100 

0.6931534305 

0.0000062500 

0.6931471809 

0.0000000004 


Esto tiene un efecto radical cuando Ax = (2 — I )/n se hace pequeno. La aproxima¬ 
cion de Simpson para n = 50 aproxima a siete decimales y para n = 100 coincide con nue- 
ve decimales (juna aproximacion de mil millonesimas!). 

Si /(x) es un polinomio de grado menor que cuatro, entonces su cuarta derivada sera cero, y 


Es = _ ^i8r/ (4)(c)(Ax)4 = (0)(Ax)4 = °- 

En consecuencia, no habra error en la aproximacion de Simpson de cualquier integral de 
f. En otras palabras, si /es una constante, una funcion lineal, o un polinomio cuadratico o 
cubico, la regia de Simpson dara el valor exacto de cualquier integral de f sin importar el 
numero de subdivisiones. De manera similar, si/es una constante o una funcion lineal, su 
segunda derivada es cero y 

Et = ~ Z ^/" (c)(A ^ )2 =' - ^^( OXAx ) 2 = 0 . 

Por lo tanto, la regia del trapecio dara el valor exacto de cualquier integral de/ Esto no es 
de sorprender, ya que los trapecios se ajustan perfectamente a la grafica. Aunque, en teo- 
ria, la disminucion del tamano del paso, Ax, reduce el error en las aproximaciones de 
Simpson y del trapecio, en la practica podria no ser asi. 

Cuando Ax es muy pequena, digamos Ax = 10 -5 , los errores de redondeo de las 
computadoras y calculadoras en la aritmetica que se requiere para calcular S y 7 pueden 
acumularse a tal grado que las formulas de error podrian dejar de describir lo que pasa. La 
reduccion de Ax por debajo de cierto tamano podria empeorar las cosas. Este no es tema 
de este libro, si tiene problemas con el redondeo, debe consultar algun texto de analisis nu- 
merico para encontrar metodos alternatives. 

EJEMPLO 8 Estimar 

x 3 dx 



con la regia de Simpson. 
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Solucion La cuarta derivada de fix) = x 3 es cero, asi que esperamos que la regia de 
Simpson proporcione el valor exacto de la integral con cualquier numero (par) de pasos. 
En efecto, con n = 2 y Ax = (2 — 0)/2 = 1, 


S = y (Vo + 4vi + y 2 ) 


= y((0) 3 + 4(1) 3 + (2) 3 ) = y = 4, 


mientras que 



FIGURA 8.16 Dimensiones del pantano 
del ejemplo 9. 



EJEMPLO 9 Drenar un pantano 

Un pueblo quiere drenar y rellenar un pequeno pantano contaminado (figura 8.16). El 
pantano tiene, en promedio, 5 pies de profundidad. ^Aproximadamente cuantas yardas cu- 
bicas de tierra se necesitaran para llenar el area despues de desecar el pantano? 

Solucion Para calcular el volumen del pantano, estimamos el area de la superficie y la 
multiplicamos por 5. Para estimar el area, utilizamos la regia de Simpson con Ax = 20 pies 
y las y iguales a las distancias medidas a lo largo del pantano, como se muestra en la figu¬ 
ra 8.16. 


S - y (yo + 4yi + 2 y 2 + 4y 3 + 2y 4 + 4 y 5 + v 6 ) 

20 

= y (146 + 488 + 152 + 216 + 80 + 120 + 13) = 8100 


El volumen es aproximadamente de (8100)(5) 


40,500 pies 3 o 1500 yd 3 . 


EJERCICIOS 8.7 


Estimation de integrates 

En los ejercicios 1 a 10, las instrucciones para las integrales tienen dos 
partes, una para la regia del trapecio y otra para la regia de Simpson. 

I. Uso de la regia del trapecio 

a. Estime la integral con n = 4 pasos y determine una cota supe¬ 
rior para \E t \ . 

b. Evalue la integral directamente y determine \Ej\ . 

c. Utilice la formula (| E T \/(valor real)) X 100 para expresar 

E T \ como un porcentaje del valor real de la integral. 


c. Utilice la formula (|£' lS |/(valor real)) X 100 para expresar 
| Es | como un porcentaje del valor real de la integral. 




1) dx 


3. 


(x 2 + 1 ) dx 


4. J (x 2 — 1) dx 


5. f (t 3 + l) dt 
Jo 


6 . 


(f 3 + 1) dt 


II. Uso de la regia de Simpson 

a. Estime la integral con n = 4 pasos y determine una cota supe¬ 
rior para \Eg\ . 

b. Evalue la integral directamente y determine \Es\ ■ 


7. 



1 


ds 


f 71 

9. / sen t dt 
Jo 


8 . 


1 


h (s - l ) 2 


r ds 


10 . / sen ntdl 
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En los ejercicios 11 a 14, utilice los valores tabulados del integrando 
para estimar la integral con (a) la regia del trapecio, y (b) la regia de 
Simpson, ambas con n = 8 pasos. Redondee sus respuestas a cinco de¬ 
cimates. Luego (c) determine el valor exacto de la integral y el error 
de la aproximacion E T y E s . 


1 xvT 
Jo 

— x 2 dx 

X 

N 

X 

1 

> 

X 

0 

0.0 

0.125 

0.12402 

0.25 

0.24206 

0.375 

0.34763 

0.5 

0.43301 

0.625 

0.48789 

0.75 

0.49608 

0.875 

0.42361 

1.0 

0 


12 . 


'o Vl6 + 0 2 


de 


0 

0/Vl6 + 0 2 

0 

0.0 

0.375 

0.09334 

0.75 

0.18429 

1.125 

0.27075 

1.5 

0.35112 

1.875 

0.42443 

2.25 

0.49026 

2.625 

0.58466 

3.0 

0.6 


13. 


('tt/2 


3 cos t 


7 ?/2 (2 + sent) 2 


dt 


t (3 cos/)/(2 + sen/) 2 


-1.57080 

0.0 

-1.17810 

0.99138 

-0.78540 

1.26906 

-0.39270 

1.05961 

0 

0.75 

0.39270 

0.48821 

0.78540 

0.28946 

1.17810 

0.13429 

1.57080 

0 


14. 


rv/2 

Itt/4 


(esc 2 >’)Vcot y dy 


y 

(csc 2 j;) Vcotj; 

0.78540 

2.0 

0.88357 

1.51606 

0.98175 

1.18237 

1.07992 

0.93998 

1.17810 

0.75402 

1.27627 

0.60145 

1.37445 

0.46364 

1.47262 

0.31688 

1.57080 

0 


Numero mfnimo de subintervalos 


En los ejercicios 15 a 26, estime el numero minimo de subintervalos 
necesarios para aproximar las integrates con un error de magnitud me- 
nor que KT 4 por medio de (a) la regia del trapecio, y (b) la regia de 
Simpson. (Las integrates de los ejercicios 15 a 22 son las mismas que 
las de ejercicios 1 a 8). 

n r 3 

16. / 


15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 


x dx 


( x 2 + 1) dx 


(/ 3 + t) dt 


- ds 


n s 
n 


J Vx+1 dx 
o 


sen (x + 1) dx 


(2x — 1) dx 


18. 

20 . 

22 . 

24. 

26. 


(x 2 — 1) dx 


1-2 

r i 


(f 3 + 1) dt 


1 


r ds 


/2 Cs - l) 2 

r j— dx 

1 0 v X + 1 

r l 

/ COS (x + 77 ) dx 


Aplicaciones 

27. Volumen de agua en una alberca Una alberca mide 30 pies de 
ancho por 50 pies de largo. La tabla muestra la profundidad h(x) 
del agua a intervalos de 5 pies desde un extremo de la alberca al 
otro. Estime el volumen del agua en la alberca por medio de la re¬ 
gia del trapecio con n — 10, aplicada a la integral 
r so 

V — I 30 • h(x) dx. 


Posicion (pies) 

X 

Profundidad 
(pies) h(x) 

Posicion (pies) 

X 

Profundidad 
(pies) h(x) 

0 

6.0 

30 

11.5 

5 

8.2 

35 

11.9 

10 

9.1 

40 

12.3 

15 

9.9 

45 

12.7 

20 

10.5 

50 

13.0 

25 

11.0 
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28. Abastecimiento de un estanque de peces Como guardia de 
pesca y caceria de su poblacion, usted es responsable del abaste¬ 
cimiento del estanque de peces del pueblo, antes de que inicie la 
temporada de pesca. La profundidad promedio del estanque es de 
20 pies. Por medio de un mapa a escala, mide la distancia que 
cruza el estanque a intervalos de 200 pies, como se muestra en el 
diagrama siguiente. 

a. Utilice la regia del trapecio para estimar el volumen del estan¬ 
que. 

b. Usted planea iniciar la temporada con un pez por cada 1000 
pies cubicos. Espera tener, al final de la temporada, al menos 
25% de la poblacion inicial de peces. Si la capture promedio 
es de 20 peces por licencia, ^,cual es el mimero maximo de 
permisos que puede extender? 


0 pies 



29. Ford® Mustang Cobra™ La tabla siguiente muestra los datos 
de tiempo y velocidad para un Ford Mustang Cobra 1994 que ace- 
lera del reposo hasta 130 mph. iQue distancia ha cubierto el Mus¬ 
tang cuando alcanza esta velocidad? (Utilice trapecios para estimar 
el area debajo de la curva de velocidad, pero tenga cuidado: los 
intervalos de tiempo no son de la misma longitud). 


Cambio de velocidad Tiempo (seg) 


Cero a 30 mph 

2.2 

40 mph 

3.2 

50 mph 

4.5 

60 mph 

5.9 

70 mph 

7.8 

80 mph 

10.2 

90 mph 

12.7 

100 mph 

16.0 

110 mph 

20.6 

120 mph 

26.2 

130 mph 

37.1 


30. Resistencia aerodinamica La resistencia aerodinamica de un 
vehiculo se determina en parte por el area de su seccion transver¬ 
sal, de manera que, si todos los demas elementos permanecen 
constantes, los ingenieros tratan de hacer esta area lo mas pequena 
posible. Utilice la regia de Simpson para estimar el area de la sec¬ 
cion transversal del cuerpo del automovil ilustrado en el diagrama, 
un Solectria® impulsado por celdas solares, disenado por James 
Worden, del MIT (Instituto Tecnologico de Massachussets. 



31. Disefto de un ala El diseno de un nuevo aeroplano requiere in- 
cluir un tanque para gasolina de area de seccion transversal cons- 
tante en cada ala. Un dibujo a escala de la seccion transversal se 
muestra enseguida. El tanque debe tener capacidad para 5000 lb 
de gasolina, que tiene una densidad de 42 lb/pies 3 . Estime la lon¬ 
gitud del tanque. 



y 0 = 1.5 pies, = 1.6 pies, y 2 = 1.8 pies, y 3 = 1.9 pies, 

y 4 = 2.0 pies, y 5 = y 6 = 2.1 pies Espaciamiento horizontal = 1 pie 


32. Consumo de petroleo en la isla Pathfinder Un generador die¬ 
sel funciona de manera continua, consumiendo petroleo a una ra- 
zon que aumenta poco a poco hasta que debe ser detenido tempo- 
ralmente para reemplazar los filtros. 


Fuente: Car and Driver, abril de 1994. 
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Utilice la regia del trapecio para estimar la cantidad de petroleo 
consumido por el generador durante una semana. 


Dia 

Razon de consumo de 
petroleo (litros/h) 

Dom 

0.019 

Lun 

0.020 

Mar 

0.021 

Mie 

0.023 

Jue 

0.025 

Vie 

0.028 

Sab 

0.031 

Dom 

0.035 


c. Exprese la cota del error que encontro en el inciso (a), como 
un porcentaje del valor que encontro en el inciso (b). 

34. La funcion error La funcion error, 

erf(x) = ^ f e ~‘ ^ 

VttJo 

es importante en probabilidad y en las teorlas de flujo de calor y 
transmision de senales, y debe evaluarse numericamente, ya que 
no existe expresion elemental para la antiderivada de e~‘ . 

a. Utilice la regia de Simpson con n = 10 para estimar erf( 1). 

b. En [0, 1], 



Teona y ejemplos 

33. Valores utilizables de la funcion integral del seno La funcion 
integral del seno, 


Se(x) 



“Integral del seno de x” 


es una de las muchas funciones en ingenierla cuyas formulas no 
pueden simplificarse. No existe una formula elemental para la an¬ 
tiderivada de (sen t)/t. Sin embargo, los valores de Se(x) se esti- 
man con facilidad por medio de integracion numerica. 

Aunque la notacion no lo muestra de manera expllcita, la 
funcion que debe integrase es 


m 



t A 0 
t = 0, 


la extension continua de (sen t)/t al intervalo [0, x], La funcion 
tiene derivadas de todos los ordenes en todo punto de su dominio. 
Su grafica es suave, y podemos esperar buenos resultados de la 
regia de Simpson. 


y 



a. Utilice el hecho de que |/ (4) | s 1 en [0, tt/ 2] para daruna 
cota superior del error que ocurre si 



se estima por medio de la regia de Simpson con n = 4. 
b. Estime Se(7r/2) por medio de la regia de Simpson con n = 4. 


Proporcione una cota superior para la magnitud del error de la 
estimacion en el inciso (a). 

35. {Continuacion del ejemplo i). Las cotas de error para E T y E s son 
estimaciones para “el peor caso”, y las reglas del trapecio y de 
Simpson con frecuencia son mas precisas de lo que las cotas su- 
gieren. La aproximacion con la regia del trapecio para 


x sen xdx 

del ejemplo 3 es una 
muestra de esto. 
a. Utilice la regia del tra¬ 
pecio con n— 10 para 
aproximar el valor de 
la integral. La tabla a 
la derecha proporcio- 
na los valores necesa- 
rios de y. 



JC 

x sen x 

0 

0 

( 0 . 1)77 

0.09708 

( 0 . 2)77 

0.36932 

( 0 . 3)77 

0.76248 

( 0 . 4)77 

1.19513 

( 0 . 5)77 

1.57080 

( 0 . 6)77 

1.79270 

( 0 . 7)77 

1.77912 

( 0 . 8)77 

1.47727 

( 0 . 9)77 

0.87372 

77 

0 


b. Determine la magnitud de la diferencia entre 77, el valor de la 
integral, y su aproximacion en el inciso (a). Encontrara que 
la diferencia es considerablemente menor que la cota superior 
de 0.133, calculado con n = 10 en el ejemplo 3. 

c. La cota superior de 0.133 para \E T \ en el ejemplo 3 podrla 
haberse mejorado un poco obteniendo una mejor cota para 


\f"{x)\ = 12 cosx — x senx| 


en [0, 7r ]. La cota superior que usamos fue 2 + ir. Grafique 
/" en [0, 77 ] y utilice las funciones Trace o Zoom de su calcu- 
ladora grafica para mejorar esta cota superior. 

Utilice la cota superior mejorada como Mpara obtener 
una mejor estimacion de E T \ Observe que la aproximacion 
con la regia del trapecio del inciso (a) tambien es mejor que 
lo que sugiere esta nueva estimacion. 

Q 36. (Continuacion del ejercicio 35). 

a. Demuestre que la cuarta derivada de/(x) = x sen x es 

/ <4, (x) = —4 cosx + xsenx. 
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Utilice las funciones Trace o Zoom para determinar una cota 
superior Mpara los valores de | / <4) | en [0, n]. 

b. Utilice el valor de M del inciso (a) para obtener una cota su¬ 
perior para la magnitud del error al estimar el valor de 



con la regia de Simpson con n = 10 pasos. 

c. Utilice la informacion de la tabla del ejercicio 35 para estimar 
Jq x sen x dx con la regia de Simpson con n = 10 pasos. 

d. Determine, a seis decimales, la magnitud de la diferencia 
entre su estimacion del inciso (c) y el valor real de la integral, 
77. Vera que la estimacion del error obtenida en el inciso (b) 
es muy buena. 

37. Demuestre que la suma T en la regia del trapecio para /(x) dx 
es una suma de Riemann para / continua en [a, b\. ( Sugerencia: 
Utilice el Teorema del Valor Intermedio para mostrar la existencia 
de c k en el subintervalo [x k -\, xj que satisface f(c k ) = (/(.Yjt-i) + 
/(**))/ 2 ). 

rb 

38. Demuestre que la suma S en la regia de Simpson para J a f(x) dx 
es una suma de Riemann para/continua en [a, b\. (Vea el ejerci¬ 
cio 37). 


b. Trace la grafica de y = f"(x) en una ventana de [-1, 1] por 
[-3, 3], 

c. Explique por que la grafica del inciso (b) sugiere que 
\f"(x)\ < 3 para -1 < x < 1. 

d. Demuestre que la estimacion del error para la regia del trape¬ 
cio en este caso es 



e. Demuestre que la magnitud del error de la regia del trapecio 
sera menor o igual a 0.01, si Ax £ 0.1. 

f. iQue tan grande debe ser n para que Ax < 0.1 ? 

46. Considere la integral { sen (x 2 ) dx. 

a. Determine / <4) para/(x) = sen(x 2 ). (Podrla verificar su trabajo 
con un software matematico, si cuenta con el). 

b. Trace la grafica de y = / (4) (x) en una ventana de [-1, 1] por 
[-30, 10], 

c. Explique por que la grafica del inciso (b) sugiere que 
| / <4, (x) | < 30 para -1 £ x £ 1. 

d. Demuestre que la estimacion del error para la regia de Simp¬ 
son en este caso es 


□ Integracion numerica 

Como mencionamos al inicio de la seccion, las integrales definidas de 
muchas funciones continuas no pueden evaluarse con el Teorema Fun¬ 
damental del Calculo, ya que sus antiderivadas carecen de formulas 
elementales. La integracion numerica ofrece una manera practica para 
estimar los valores de estas, denominadas, integrales no elementales. 
Si su calculadora o computadora tiene una rutina de integracion nu¬ 
merica, pruebela con las integrales en los ejercicios 39 a 42. 


39. 

/ \/1 + x 4 dx 

Jo 

Una integral no elemental que encontro 
Newton en sus investigaciones. 

40. 

P 7T /2 

/ senx , 

La integral del ejercicio 33. Para evitar 
la division entre cero, podria iniciar la 

Jo 

integracion en un numero positivo 
pequeno, como 10 -6 en lugar de 0. 


41. 

r-Tr/2 

/ sen (x 2 ) dx 

Jo 

Una integral asociada con la 
difraccion de la luz. 

42. 

f ”V 2 -- 

/ 40V 1 - 0.64 cos 2 t dt 

La longitud de la elipse 
(x 2 /25) + (y 2 / 9) = 1 

Q 43. 

Considere la integral f 0 sen xdx 



a. Determine las aproximaciones por medio de la regia del tra¬ 
pecio para n— 10, 100 y 1000. 

b. Registre los errores con tantos decimales de precision como 
pueda. 

c. iQue patron ve? 

d. Explique como se relaciona el patron con la cota del error pa¬ 
ra E t . 

Efij 44. ( Continuation del ejercicio 43). Repita el ejercicio 43 con la regia 
de Simpson y E s . 

45. Considere la integral sen (x 2 ) dx. 

a. Determine /" para /(x) = sen (x 2 ). 


\Es\ 


(Ax) 4 

3 


e. Demuestre que la magnitud del error de la regia de Simpson 
sera menor o igual a 0.01, si Ax £ 0.4. 

f. ^Que tan grande debe ser n para que Ax £ 0.4 ? 

47. Un florero Deseamos estimar el volumen de un florero, por 
medio de una calculadora, una cuerda y una regia. Medimos la al- 
tura del florero y fue 6 pulgadas. Despues utilizamos la cuerda y 
la regia para determinar las circunferencias del florero (en pulga¬ 
das) a intervalos de media pulgada. (Los listamos de arriba hacia 
abajo para que correspondan con la figura del florero). 



9.4 


a. Determine el area de cada seccion transversal que correspon- 
de a las circunferencias dadas. 

b. Exprese el volumen del florero como una integral respecto de 
y en el intervalo [0, 6]. 

c. Aproxime la integral por medio de la regia del trapecio con 
«= 12 . 

d. Aproxime la integral por medio de la regia de Simpson con 

n = 12. ^Cual resultado cree que es mas preciso? Justifique su 
respuesta. 
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48. Desplazamiento de un velero Para determinar el volumen de 
agua que desplaza un velero, la practica comun es dividir la linea 
de flotacion en 10 subintervalos de igual longitud medir el area de 
la seccion transversal A(x) de la parte sumergida del casco en ca- 
da punto de la partition, y luego utilizar la regia de Simpson para 
estimar la integral de A(x) desde un extremo al otro de la linea de 
flotacion. La tabla siguiente lista el area de las medidas en las 
“Estaciones” 0 a 10, como se denominan los puntos de la parti¬ 
cion, para el balandro del crucero Pipedream, que se muestra en 
la figura. La longitud comun de los subintervalos (distancia entre 
estaciones consecutivas) es Ax = 2.54 pies (aproximadamente 
2 pies 6 1/2 pulgadas, elegido por conveniencia del constructor). 



a. Estime el volumen de desplazamiento del Pipedream al pie 
cubico mas cercano. 


Estacion 

Area sumergida (pies 2 

0 

0 

1 

1.07 

2 

3.84 

3 

7.82 

4 

12.20 

5 

15.18 

6 

16.14 

7 

14.00 

8 

9.21 

9 

3.24 

10 

0 


b. Las cifras de la tabla son para agua de mar, que pesa 64 lb/ 
pie 3 . ^Cuantas libras de agua desplaza el Pipedream ? (El 
desplazamiento se da en libras para naves pequenas, y en 
toneladas largas (1 tonelada larga = 2240 lb) para grandes 
navios). (Datos tornados de Skene s Elements of Yacht Design, 
por Francis S. Kinney, Dodd, Mead, 1962). 

c. Coeficiente prismatico El coeficiente prismatico de un 
bote es la razon del volumen de desplazamiento al volumen 
de un prisma cuya altura es igual a la longitud de la linea de 
flotacion y cuya base es igual al area de la mayor seccion 
transversal sumergida. Los mejores veleros tienen coeficien- 
tes prismaticos de entre 0.51 y 0.54. Determine el coeficiente 
prismatico del Pipedream, dado que la longitud de la linea de 
flotacion es de 25.4 pies y la mayor seccion transversal su¬ 
mergida es de 16.14 pies 2 (en la estacion 6). 

49. Integrales elipticas La longitud de la elipse 

x = a cos t, y = b sen t, 0 £ t £ 2tt 


resulta ser 


f”/ 2 , - 

Longitud = 4 a VI — e 2 cos 2 tdt, 

Jo 

donde e es la excentricidad de la elipse. La integral en esta formu¬ 
la se denomina integral ellptica y es no elemental, salvo cuando 
e = 0 o 1. 


a. Utilice la regia del trapecio con n = 10 para estimar la longi¬ 
tud de la elipse cuando a = 1 y e = 1/2. 

b. Utilice el hecho de que el valor absoluto de la segunda deriva- 
da de f(t) = Vl - e 2 cos 2 t es menor que 1, para determinar 
una cota superior para el error en la aproximacion que 
obtuvo en el inciso (a). 

M 50. La longitud de un arco de la curva y = sen x esta dado por 

L = / \/1 + cos 2 x dx. 

Jo 

Estime L por medio de la regia de Simpson con n — 8. 
tl 51. La compania metalurgica en donde usted trabaja tiene una oferta 
para producir hojas de acero corrugado para techo, como el que 
se muestra a continuation. Las secciones transversales de las ho¬ 
jas corrugadas tienen la forma de la curva 

3 77 

y = sen — x, 0 £ x < 20 pulgadas. 

Si el techo se forja a partir de las hojas planas por medio de un 
proceso que no estira el material, ^cual debe ser el ancho del ma¬ 
terial original? Con el proposito de determinarlo, utilice integra¬ 
tion numerica para aproximar la longitud de la curva seno a dos 
decimales. 


□ 52. 



Una empresa tiene un contrato para construir el tunel que se 
muestra a continuacion. Este tiene una longitud de 300 pies de 
largo y 50 pies de ancho en la base. Las secciones transversales 
tienen la forma de un arco de la curva y = 25 cos (i tx/ 50). Hasta 
su termination, la superficie interna del tunel (excluyendo el ca- 
mino) sera tratada con un sellador resistente al agua, que tiene un 
costo de $1.75 por pie cuadrado. ^Cuanto cuesta aplicar el sella¬ 
dor? ( Sugerencia: Utilice integration numerica para determinar la 
longitud de la curva coseno). 
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Area de una superficie 

Determine, con dos decimales, las areas de las superficies generadas 
al hacer girar, alrededor del eje x, las curvas de los ejercicios 53 a 56. 

53. y = senx, 0 < x < tt 

54. y = x 2 /4, 0 < x < 2 

55. y — x + sen2x, —2tt/ 3 < x ^ 2tt/ 3 (la curva del ejercicio 
5, seccion 4.4). 

56. y = y^A/36 — x 2 , 0 £ r £ 6 (la superficie de la plomada del 
ejercicio 56, seccion 6.1). 


Aproximacion de valores de funciones 

57. Utilice integracion numerica para aproximar el valor de 


sen 1 0.6 = 


dx 


Vl - x 2 ' 


Como referencia, sen 1 0.6 = 0.64350 redondeado a cinco deci¬ 
males. 

58. Utilice integracion numerica para aproximar el valor de 


t r = 



- ~dx. 

1 + x 2 


8.8 


Integrates impropias 


Hasta el momento, a las integrales definidas se les ha requerido que tengan dos propieda- 
des. Primera, que el dominio de integracion [a, b] sea finito. Segunda, que el rango del in- 
tegrando sea finito en este dominio. En la practica, podemos encontrar problemas que no 
cumplen una o ambas de estas condiciones. La integral para el area debajo de la curva 
y = (In x)/x 2 desde x = 1 hasta x = oo es un ejemplo en el que el dominio es infinito (figura 
8.17a). La integral para el area debajo de la curva y = 1/Vx entre x = 0 y x = 1 es un 
ejemplo en el que el rango del integrando es infinito (figura 8.17b). En cualquier caso, se 
dice que las integrales son impropias y se calculan como limites. Veremos que las integra¬ 
les impropias desempenan un papel importante cuando investiguemos la convergencia de 
ciertas series infinitas en el capitulo 11. 


y 



y 





FIGURA 8.17 ^Son finitas las areas debajo de estas curvas infinitas? 


Limites de integracion infinitos 

Considere la region infinita que esta debajo de la curva y = e~ x ^ 2 en el primer cuadrante 
(figura 8.18a). Podria pensarse que esta region tiene area infinita, pero veremos que el 
valor natural para asignarle es finito. Veamos como asignar un valor al area. Primero de- 
terminaremos el area A{b) de la parte de la region que esta acotada a la derecha por x = b 
(figura 8.18b). 


A(b) 



-2e~ x/2 


b 

0 


—2tT i/2 + 2 


FIGURA 8.18 El area en el primer Despues determmamos el limite de A(b) cuando b —> oo 


cuadrante de la curva y = e x ^ es (b) una 
integral impropia del primer tipo. 


lim A(b) = lim (— 2e b ^ + 2) = 2. 

b) —mx) b —^ oo 
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y 



01 

FIGURA 8.19 El area debajo de esta 
curva es una integral impropia (ejemplo 1). 


El valor que asignamos al area bajo la curva, de 0 a oo, es 


e x I 1 dx = 11m / e x ^ 2 dx = 2. 

b^oo n 


DEFINICION Integrates impropias del tipo I 

Las integrales con llmites de integracion infinitos son integrales impropias del 
tipo I. 


1. Si fix) es continua en [a, oo), entonces 


fix) dx 


f b 

11m / fix ) dx. 

b *°°J a 


2. Si fix ) es continua en (-oo, b], entonces 


fix) dx = lim / fix) dx. 

3 ° n 


3. Si fix) es continua en (-oo, oo), entonces 


fix) dx = I fix) dx+ fix) dx , 


en donde c es cualquier niimero real. 

En cada caso, si el limite es finito decimos que la integral impropia converge y 
que el limite es el valor de la integral impropia. Si el limite no existe, la integral 
impropia diverge. 


Puede mostrarse que la eleccion de c en la parte 3 de la definicion no es importante. 
Podemos evaluar o determinar la convergencia o divergencia de f_ ao fix) dx con cualquier 
eleccion adecuada. 

Cualquiera de las integrales de la definicion anterior puede interpretarse como un 
area si/ > 0 en el intervalo de integracion. Por ejemplo, interpretamos la integral impro¬ 
pia en la figura 8.18 como un area. En ese caso, el area tiene el valor finito 2. Si/a 0 y la 
integral impropia diverge, y decimos que el area bajo la curva es infinita. 

EJEMPLO 1 EvaLuacion de una integral impropia en [1, oo) 

<^E1 area bajo la curva y = (In x)/x 2 de x = 1 ax = oo es finita? Dc scr asi, ( ',cual es? 


Solucion Determinamos el area bajo la curva, de x = 1 a x = b, y examinamos el limite 
cuando b —> oo. Si el limite es finito, lo tomamos como el area bajo la curva (figura 8.19). 
De 1 a b el area es 



In b 
b 



In b 
b 




Integracion por partes con 
u = In x, dv = dx/x 2 , 
du = dx/x, v = —\/x. 
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Biografia historica 

Lejeune Dirichlet 
(1805-1859) 


y 



NO ESTA A ESCALA 


FIGURA 8.20 El area debajo de esta 
curva es finita (ejemplo 2). 


El llmite del area cuando b —>oo es 

r °°, 

/ lnx 


dx = 11m 


lnx 


/i x 


b-*ooJ 1 


dx 


= 11m 

b —>°o 


In b _ J_ . 
b b 


,, In b 

lim — 7— 

b-> oo b 


b —*oo 1 


0 + 1 


+ 1= 0+1 = 1. Regia de L’Hopital. 


En consecuencia, la integral impropia converge y el area tiene un valor finito de 1. 

EJEMPLO 2 Evaluation de una integral en (-oo, oo) 

Evaluar 

f OO 

/ dx 


ji • 


J— oo 1 + X z 

Solucion De acuerdo con la definicion (parte 3), podemos escribir 


dx 

1 + X 2 


dx 


+ 


dx 




-oo 1 + X JO 1 + X 

Ahora evaluamos cada integral impropia del lado derecho de la ecuacion anterior. 


dx 


'•0 


= lim 


dx 


1 + x 2 a ~* a 1 + x 2 
10 

= lim tan -1 x 

a -*-oo 


= lim (tan 1 0 - tan 1 a) = 0 - — 0 

a—*-OO \ 2 


7r l 7r 

2 


dx 


= lim 


dx 


jo 1 + X 2 b—*cQJo 1 + X 2 


= lim tan 1 x 

b—»oo 


Por lo tanto. 


= lim (tan 1 b — tan 1 0) = — 0 = 

b —^oo Z z 


dx 


1 + x 


_ 7T . 7T _ 

2 “ 2 + 2 ~ 77 • 


Desde que 1/(1 +x 2 ) > 0 , la integral impropia puede interpretarse como el area (finita) por 
abajo de la curva y por arriba del eje x (figura 8.20). 
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La integral 



dx 

xP 


La funcion y = 1/x es la frontera entre las integrales convergentes y divergentes con inte- 
grandos de la forma y = I jx p . Como muestra el ejemplo siguiente, la integral impropia 
converge si p > 1 y diverge si p < 1. 


EJEMPLO 3 Determinacion de La convergencia 

(.Para que valores de p la integral /j dx/x p converge? Cuando la integral converge, <.a 
que valor lo hace? 


Solucion Si p ^ 1, 


Asi, 



x~ p+1 ] b 

~P + 1 Ji 


1 -p 


(b 


-p+1 


1 ) 






dx 


P > 1 
P < 1 

ya que 

lim -L . P > 1 

b^>oo l)P 1 [oo, p < 1. 


= lim 


1 - P \b p 


- 1 



Por lo tanto, la integral converge al valor 1 /(p — 1) si p > ly diverge si p < 1. 
Si p = 1, la integral tambien diverge: 



= lim (In b — In 1) = oo. 

A—»oo 


Integrandos con asintotas verticales 

Otro tipo de integrales impropias surge cuando el integrando tiene una asintota vertical 
—una discontinuidad infinita— en un limite de integracion o en algun punto entre los li- 
mites de integracion. Si el integrando / es positivo en el intervalo de integracion, nueva- 
mente podemos interpretar la integral impropia como el area debajo de la grafica de / y 
por arriba del eje x, entre los limites de integracion. 
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y 



FIGURA 8.21 El area debajo de esta 
curva es 



una integral impropia de segundo tipo. 


Considere la region en el primer cuadrante que esta debajo de la curva y = 1/Vx, 
de x = 0 a x = 1 (figura 8.17b). Primero determinamos el area de la parte de a a 1 (figu- 
ra 8.21). 


-^= = 2Vx 


= 2 - 2 Va 


Ja Vx 

Despues determinamos el limite de esta area cuando a —» 0 + : 



El area debajo de la curva de 0 a 1 es finita e igual a 


l 


dx 

Vx 



dx 

Vx 


= 2 . 


DEFINICION Integrales impropias del tipo II 

Las integrales de funciones que se vuelven infinitas en un punto dentro del inter- 
valo de integracion son integrales impropias del tipo II. 


1. Si fix) es continua en (a, b\ y discontinua en a, entonces 


f{x) dx = lim / fix) dx. 


2. Si fix) es continua en [a, b) y discontinua en b, entonces 

rb re 

/ fix) dx = lim / fix) dx. 

.In C^>b L 


3. Si fix) es discontinua en c, donde a < c < b, y continua en [a, c) U (c, b\, en¬ 
tonces 


fix)dx = / fix)dx + / fix)dx. 


En cada caso, si el limite es finito decimos que la integral impropia converge y 
que el limite es el valor de la integral impropia. Si el limite no existe, la integral 
diverge. 


En la parte 3 de la definicion, la integral del lado izquierdo de la ecuacion converge si am- 
bas integrales del lado derecho convergen; de otra forma, diverge. 


EJEMPLO 4 Una integral impropia divergente 
Investigue la convergencia de 
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0 b 1 

FIGURA 8.22 El llmite no existe: 



El area debajo de la curva y arriba del eje x 
para [0, 1) no es un numero real (ejemplo 4). 


y 



FIGURA 8.23 El ejemplo 5 muestra la 
convergence de 

[ - 1 dx = 3 + 3^2, 

Jo (x ~ 1) 2/3 


El integrando f(x) = 1/(1 — x) es continuo en [0, 1), pero discontinuo en 
x = 1, y se vuelve infinito cuando x —* 1 (figura 8.22). Evaluamos la integral como 


lim 

*-»r 



^Hm [—In 11 - x\] b Q 


= 11m [—In (1 - b) + 0] = oo. 
b~* 1 

El limite es infinito, por lo que la integral diverge. 

EJEMPLO 5 Asintota vertical en un punto interior 
Evaluar 


f 3 dx 

Jo (x - 1) 2//3 

El integrando tiene una asintota vertical en x = 1 y es continua en [0, 1) 
y (1, 3] (figura 8.23). Por lo tanto, de acuerdo con la parte 3 de la definicion anterior, 

J (* 3 dx _ 1 1 dx _/ 3 dx 

o (x - l) 2 / 3 ~ Jo (x - I ) 2 / 3 J i(x-l) 2 / 3 ’ 

Ahora evaluamos cada integral impropia del lado derecho de esta ecuacion. 


f 1 dx 

Jo (x - I ) 2 / 3 


r 3 dx 

J 1 (x - I ) 2 / 3 


lim 


dx 


6~ _>1 Jo (x - l) 2 / 3 


lim 3(x - l) 1 / 3 


b-> 1 


lim [3(6 - 1) 1/3 + 3] = 3 

b—* 1 


lim 


dx 


1 a (x - 1) 2 / 3 


Concluimos que 


= lim 3(x — l) 1 ^ 3 ] 3 

c-* i + Je 

= lim + [3(3 - I ) 1 / 3 - 3(c - 1) 1/3 ] = 3V2 


f 3 dx 

Jo (x - I ) 2 / 3 


3 + 3V2. 


EJEMPLO 6 Una integral impropia convergente 
Evaluar 


PCX) „ 

/ _ x + 3 _ 

J 2 (x - l)(x 2 + 1) 


dx. 


por lo que el area debajo de la curva existe 
(es un numero real). 
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Solucion 

roo „ 

[ - X + 2 - dx 

J2 (x - l)(x 2 + 1) 


x + 3 


lim / 

b^Ji (x - l)(x 2 + 1) 
rb 


dx 


lim / 

*—°°/ 2 


2x + 1 


dx 


1 x 2 + 1 
lim [21n(x — 1) — In (x 2 + 1) 


b—>o o 


lim 

b —>oo 


lim 

6—>00 


, (* - !) 2 — i 

In —-tan x 


x z + 1 


In 


(b - l) 2 

Zr 2 + 1 


b 

2 

— tan -1 b 


Fracciones parciales 

tan -1 x]J 


Combinar los logaritmos. 



+ tan 1 2 


= 0- y + ln5 + tan -1 2 « 1.1458 


Observe que combinamos los logaritmos en la antiderivada antes de calcular el limite 
cuando h oo. De no haberlo hecho, habriamos encontrado la forma indeterminada 

lim (21n(b — 1) — ln(b 2 + 1)) = oo — oo. 

b— »oo 

Por supuesto, la manera de evaluar la forma indeterminada consiste en combinar los loga¬ 
ritmos de modo que, al final, habriamos llegado a la misma respuesta. 

Los sistemas de computo con funciones algebraicas pueden evaluar muchas integra¬ 
ls impropias convergentes. Para evaluar la integral del ejemplo 6 por medio de Maple, 
introduzca 


> /:= (x + 3)/((x - 1) * (x a 2 + 1)); 

Despues utilice el comando de integracion 

> int(/, x = 2..infinity); 

Maple da como respuesta 

— ^77 + In (5) + arctan(2). 

Para obtener un resultado numerico, utilice el comando para evaluar evalf y especifique el 
numero de digitos como sigue: 

> evalf(%, 6); 

El simbolo % indica a la computadora que evalue la ultima expresion en la pantalla, en es- 
te caso (—1/2)77 + ln(5) + arctan (2). Maple da como resultado 1.14579. 

Utilizando Mathematica, si introducimos 

In []]:= Integrate [(x + 3)/((x — l)(x A 2 4- 1)), {x, 2, Infinity}] 

el programa responde 


Out [1]= —^-f ArcTan [2] + Log [5], 


Para obtener un resultado con seis digitos, utilice el comando “N[%,6]”; nuevamente, el 
resultado es 1.14579. 
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y 



FIGURA 8.24 El calculo del ejemplo 7 
muestra que este cuerno infinito tiene 
volumen finito. 


EJEMPLO 7 Determinacion del volumen de un solido infinito 

Las secciones transversales, perpendiculares al eje x, del cuerno solido en la figura 8.24 
son discos circulares de diametros que van del eje x a la curva y = e x , — oo <r< In 2. 
Determine el volumen del cuerno. 


Solucion El area de una seccion transversal tipica es 


A(x) 


7r(radio) 2 



7 T 



2x 


Definimos el volumen del cuerno como el limite cuando b —> — oo del volumen de la par¬ 
te que va de b a In 2. Como en la seccion 6.1 (metodo de las rebanadas), el volumen de es- 
ta parte es 


V = 


In 2 

A(x) dx 


In 2 


-^re 2x dx = -^-e 2x 
4 o 


In 2 
b 


= l(e ln *-e 2b ) =1(4- 


z 2b ). 


Cuando b —>-oo, e 2b —> 0 y K—> (7 t/8)(4 - 0) = tt/2. El volumen del cuerno es tt/2. 


EJEMPLO 8 Un calculo incorrecto 


Evaluar 

f 3 dx 

Jo x ~ 1 ‘ 

Solucion Suponga que no observa la discontinuidad del integrando en x = 1, interior al 
intervalo de integracion. Si evaluamos la integral como una integral ordinaria obtenemos 


3 


dx 

x — 1 


In \x — 1 


3 

o 


In 2 — In 1 = In 2. 


Este resultado es incorrecto, ya que la integral es impropia. La evaluacion correcta utiliza 
limites: 


donde 

/"* dx 

Jo x ~ 1 


r \ 

Como J Q dx/(x 



lim (In | b — 11 — In | — 11) 
b—> 1 

lirn In (1 — b) = — oo . 1 - 0 + cuando V 

b-*r 

1) es divergente, la integral original dx/(x — 1) es divergente. ■ 


El ejemplo 8 ilustra que puede equivocarse si confunde una integral impropia por una 
integral ordinaria. Siempre que encuentre una integral f f{x) dx debe examinar la fun- 
cion /en [a, b] y despues decidir si la integral es impropia. Si/es continua en [a, 6], sera 
propia, es decir, una integral ordinaria. 












8.8 Integrates impropias 627 
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FIGURA 8.25 La grafica de e~ x estapor 
debajo de la grafica de e~ x para x > 1 
(ejemplo 9). 


Criterios para convergencia y divergencia 

Cuando no podemos evaluar de manera directa una integral impropia, tratamos de deter- 
minar si converge o diverge. Si la integral diverge, acaba el problema. Si converge, pode¬ 
mos utilizar metodos numericos para aproximar su valor. Los principales criterios para 
convergencia o divergencia son la comparacion directa y la comparacion de limite. 

EJEMPLO 9 Investigacion de convergencia 

nOO _ x 2 

^La integral e dx converge? 

Solucion Por definicion, 



dx = 


lim 

b *oo J 


e x dx. 


No podemos evaluar de forma directa la ultima integral, ya que no es elemental. Pero po- 
demos mostrar que su limite es finito cuando b —> oo. Sabemos que J { e x dx es una fun- 
cion creciente de b , por lo tanto se vuelve infinita cuando b —> oo o tiene un limite finito 
cuando b —> oo. No se vuelve infinita: para todo valor de x > 1, tenemos e ** < e x (fi- 
gura 8.25), de modo que 



-e-* + 


< e 


-l 


0.36788. 


De aqui que 


e x dx = lim / e x dx 


converge a algun valor finito definido. Aunque no sabemos exactamente cual es ese valor, 
si sabemos que es positivo y menor que 0.37. En este caso dependemos de la propiedad de 
completitud de los numeros reales, analizada en el Apendice 4. 


La comparacion de e ^ 
guiente. 


y e x en el ejemplo 9 es un caso especial del criterio si- 


Biografia historica 

Karl Weierstrass 
(1815-1897) 


TEOREMA 1 Criterio de comparacion directa 


Sean fy g continuas 

POO 

en [a, oo) con 0 s /(x) < g(x) para toda x & a. Entonces 

POO 

'■ J 

f(x) dx 

a 

POO 

converge si J g(x) dx 

POO 

converge 

2 - J 

g(x) dx 

a 

diverge si / /(x) dx 

diverge. 


El razonamiento que sustenta el argumento establecido en el teorema 1 es similar al del 
ejemplo 9. 

Si 0 ^ /(x) < g(x) para x > a, entonces 


/(x) c/x < / g(x) dx, 


b > a. 
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Con base en esto puede argumentarse, como en el ejemplo 9, que 

COO coo 

/ /(x) dx converge si / g(x) dx converge. 

J a J a 

Y a la inversa, podemos decir que 

COO coo 

/ g(x) dx diverge si / /(x) dx diverge. 

J a 

EJEMPLO 10 Uso del criterio de comparacion directa 


r*°° 2 


(a) 


(b) 


/ 2 

dx 

J 1 X 


„ sen 2 x 

„ i 

0 < — 


x 2 

x 2 



/ 1 


J i Vx 2 ■ 

- o.i 1 

1 

- 1 

A / 2 /V 1 

: x 


M X 


dx diverge, ya que 


1 


dx diverge. 


Ejemplo 3 


Ejemplo 3 


TEOREMA 2 Criterio de comparacion del limite 

Si las funciones positivas fy g son continua en [a, oo) y si 

/(x) 

lim = L, 0 < L < oo, 
x *oo g(x) 

entonces tanto 


J /(x) dx como 
convergen, o bien, ambas divergen. 


g(x) dx 


Una demostracion del teorema 22 se da en calculo avanzado. 

Aunque las integrales impropias de dos funciones, de a a oo, pueden converger, esto 
no significa que sus integrales necesariamente tengan el mismo valor, como se muestra en 
el ejemplo siguiente. 
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EJEMPLO 11 Uso deL criterio de comparacion del li'mite 
Mostrar que 


dx 


1 + x 1 


converge, comparando con J { ( I /x 2 ) dx. Determine y compare los dos valores de las in¬ 
tegrates. 


Soludon Las funciones /(x) = \/x 2 yg(x) = 1/(1 + x 2 ) son positivas y continuas en 
[1, oo). Ademas, 


lim 

X —>00 


/U) 

gfx) 


lim 

X —^OO 


l/x 2 

1/(1 + x 2 ) 


lim 

»oo 


1 + x 


2 



= 0+1 = 1 , 


y 



f dx 

un limite positivo finito (figura 8.26). Por lo tanto, / - j converge, ya que 

J l 1 + v 

converge. 

Sin embargo, las integrates convergen a valores diferentes. 



dx 

2 



Ejemplo 3 


y 


f 00 dx 

J 1 1 + X 2 



dx 

1 + X 2 


FIGURA 8.26 Las funciones del ejemplo 
11 . 


= lim [tan 1 b — tan 1 1] = -y — 'yr = 'yr 

b-* co 2 4 4 


EJEMPLO 12 Uso del criterio de comparacion de limite 


Mostrar que 



3 

e x + 5 


dx 


converge. 


# OO _ pOO , . \ 

Solucion De acuerdo con el ejemplo 9, es facil ver que J l e~ x dx = f ( \/e x )dx 
converge. Ademas, 


lim 

x—*oo 


l/e x 

2/{e x + 5) 


lim 

x—*oo 


e x + 5 
3e* 



3’ 


aque es un limite positivo y finito. En lo que concierne a la convergencia de la integral im- 
propia, 3/(e T + 5) se comporta como 1/e*. 
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Tipos de integrates impropias analizados en esta seccion 


Limites infinitos de integracion: Tipo I 
1. Limite superior 


El integrando se vuelve infinito: Tipo II 

4. Extremo superior 



2. Limite inferior 


5. Extremo inferior 



3. Ambos limites 


6. Punto interior 



dx 

1 + x 2 



dx 

1 + x 2 


+ 



dx 

1 + x 2 


f 3 dx 

Jo (x - l) 2 / 3 


f 1 dx _ f 3 dx 

Jo (x - l) 2 / 3 J 1 (x - I ) 2 / 3 
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EJERCICIOS 8.8 


Evaluacion de integrates impropias 

Evalue las integrates en los ejercicios 1 a 34 sin utilizar tablas. 


1. 

3. 

5. 

7. 

9. 

11 . 

13. 


dx 


I 0 X + 1 
r dx 

lo Vx 
r i 


-1 x 
r i 


dx 

2/3 


dx 


lo Vi - x 2 

f 2 2 dx 

l-oo x 2 — 1 

r 2 


c/u 


/ 2 V — V 

2xdx 


2 + l) 2 

+ 1 


-oo (x + 1)' 
/*1 


is. / rfe 

Jo V0 2 + 20 


17. 

19. 


dx 


lo (1 + x)Vx 

p oo j 

/ av 


/o (1 + u 2 )(l + tan 1 u) 
ro 


21 . / 0 <? 9 fi/0 

J-oo 

23. [ e“M dx 

J-oo 

[ l 

25. / xlnxcfe 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 

10 . 

12 . 

14. 

16. 

18. 

20 . 

22 . 

24. 


/l x 
/*4 


dx 

1.001 

dx 


lo \/4 - 


7-8 X 

/•l 


dx 

1/3 


dr 


ro r 
/*2 


2 dx 
2 


f-oo x z + 4 

/*oo _ , 

/ 2 dt 


h t 1 - 1 

r 00 i 

/ x dx 


-00 (x 2 + 4) 3 / 2 


5+1 


'o V4 - i 2 

r i 


^5 


'1 xVx 2 - 1 

/»oo . , _1 

/ 16 tan x 


dx 


lo 1 + x 2 


rfx 


2e 9 sen 0dO 


2xe x dx 


26. / ( —lnx)c?x 

Jo 


27. 


29. 


31. 


33. 


fife 


V4 - if 2 


fife 


1 1 s\/.s 2 — 1 
f 4 dx 

' i Vh 


fi/0 


-1 0 2 + 50 + 6 


28. 

30. 

32. 

34. 


j Ar dr 

lo Vl - r 4 

A 4 rfl 


1 2 tVt 2 - 4 
/* 2 fife 

'0 V|x - 11 

/ ax 


lo (x + l)(x 2 + 1) 


Criterio de convergence 

En los ejercicios 35 a 64, utilice integracion, criterio de comparacion 
directa o criterio de comparacion del limite para averiguar la conver- 
gencia de las integrales. Si se puede aplicar mas de un metodo, utilice 
el que usted prefiera. 


rir/2 

35. I tan 6 dd 


[tt/2 

36. I cot 6 dd 


37. 


rw sen 6dd 


Jo \/'7 T ~ 0 

r In 2 

39. / x -2 e -1 ^ dx 


38. 


r cos 6 dd 


—7r/2 (t7 — 20) 1 / 3 


10 


40. / dx 

Jo Vx 


41. 


42. 


43. 


dt 


Vt + sen t 


dt 


t — sen t 


(Sugerencia: t > sen t para IS 0) 


/ “ dx 
lo 1 - x 2 


44. 


dx 

1 — x 


45. J in |x|fife 


46. J —xln|x| dx 


47. 

49. 

51. 

53. 

55. 

57. 

59. 


dx 


h x 3 + 1 
f°° dv 

n Vv - 1 

poo , 

/ dx 


lo Vx 6 + 1 

rvTTT 


dx 


h x 
/ 2 + cosx 


dx 


J 4 t 


2 dt 
3/2 _ J 


48. 

50. 

52. 

54. 

56. 

58. 


dx 


14 Vx - 1 

f°° dd 
lo 1 + e e 

r dx 

'2 Vx 2 - 1 

xdx 

h Vx 4 - 1 

/•OO . 

/ 1 + senx 


dx 


lnx 


dx 


‘y dx 


61. / — fife 

7i Ve x - x 


60. J in (lnx) fife 
1 


63. 


tfe 


-«> Vx 4 + 1 


62. 


64. 


e* ~ 2 X 
dx 

e x + e~ 


dx 


Teoria y ejemplos 

65. Determine los valores de p para los cuales converge cada integral. 


dx 


x(ln x) p 


b. 


dx 


x(ln x)P 


66. fT x fix) dx podria no ser igual a lim [J h fix) dx Demues 


tre que 


6-»oo ■ 


2xdx 

Jo x 2 + 1 

diverge y, en consecuencia, que 

f °° 2xfi lx 


x 2 + 1 
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diverge. Despues demuestre que 


Sin embargo, la integral 


., f b 2x dx 

lrm / —r- 

b->ooj-b x 2 + 1 


= 0 . 



dx 


Los ejercicios 67 a 70 estan relacionados con la region infinita en el 
primer cuadrante entre la curvay = e x y el eje x. 

67. Determine el area de la region. 

68 . Determine el centroide de la region. 

69. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la region 
alrededor del ejey. 

70. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la region 
alrededor del eje x. 

71. Determine el area de la region que esta entre las curvas y = sec x y 
y = tan x, de x = 0 a x = ir/2. 

72. La region del ejercicio 71 se hace girar alrededor del eje x para 
generar un solido. 

a. Determine el volumen del solido. 

b. Demuestre que las superficies interior y exterior del solido 
tienen area infinita. 

73. Estimation del valor de una integral impropia convergente 
cuyo dominio es infinito 

a. Demuestre que 

e^ x dx = |e~ 9 < 0.000042, 

y que, por lo tanto, f 3 e~* 2 dx < 0.000042. Explique por 
que esto significa que J Q e dx puede reemplazarse 
por Jq e~ x dx sin introducir un error de magnitud mayor a 
0.000042. 

b. Evalue numericamente J Q e x dx. 

74. La lata de pintura infinita o la trompeta de Gabriel Como 
muestra el ejemplo 3, la integral /j ( dx/x ) diverge. Esto signifi¬ 
ca que la integral 




que mide el area de la superficie del solido de rotacion generado 
al hacer girar, alrededor del eje x, la curva y = 1/x, 1 s x, tam- 
bien diverge. Comparando las dos integrales, vemos que, para to- 
do valor finito b> 1, 


para el volumen del solido converge, (a) Calculelo. (b) Este soli¬ 
do de rotacion se describe con frecuencia como una lata que no 
puede contener pintura suficiente para cubrir su propio interior. 
Piense en ello por un momento. El sentido comun nos dice que 
una cantidad finita de pintura no puede cubrir una superficie infi¬ 
nita. Pero si llenamos la lata con pintura (una cantidad finita), en- 
tonces si habremos cubierto una superficie infinita. Explique la 
aparente contradiction. 

75. Funcion integral del seno La integral 


Si (x) 



dt. 


se llama funcion integral del seno, y tiene aplicaciones importan- 
tes en optica. 

a. Trace la grafica del integrando (sen t)/t para t > 0. La funcion 
Se(x), ^es creciente o decreciente? ^Cree que Se(x) = 0 para 

x > 0? Compruebe sus respuestas graficando la funcion Se(x) 
para 0 < x £ 25. 

b. Explore la convergencia de 

poo 

L 

Si converge, ^a que valor lo hace? 

76. Funcion error La funcion 


erf (x) = 



Jo Vtt 

denominada funcion error, tiene aplicaciones 
babilidad y estadistica. 

a. Trace la grafica de la funcion error para 0 

b. Explore la convergencia de 


importantes en pro- 
< x < 25. 



Si converge, ^a que valor lo hace? Vera como confirmar su 
estimacion en el ejercicio 37 de la seccion 15.3. 

77. Funcion de distribucion normal La funcion 



-Kdx > 2 t r f 
x J 1 



fix) = 


r 3 / 2 - 7 T 




se denomina funcion de probabilidad de densidad normal con 
media p, y desviacion estandar a. El numero p indica en donde 
esta centrada la distribucion, y cr mide la “dispersion” alrededor 
de la media. 

De acuerdo con la teoria de probabilidad, se sabe que 


fix ) dx = 1. 


En lo que sigue, sea p = 0 y cr — 1. 
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a. Dibuje la grafica de/ Determine los intervalos en los que/es 
creciente, los intervalos en que/es decreciente y los valores 
extremos locales y en donde ocurren. 

b. Evalue 


fix) dx 


para n = 1, 2, 3 . 

c. Proporcione un argumento convincente de que 


f(x) dx = 1. 


(Sugerencia: Demuestre que 0 < fix) < e x ^ para x > 1, y 
para b > 1, 



0 cuando b 


oo). 


78. El siguiente argumento concluye que In 3 es igual a oo — oo. 
iCual es el error en el argumento? Justifique su respuesta. 

In 3 = In 1 + In 3 = In 1 — In y 


b 


b 


11m In 

—>00 


11m 


In 



- In 


1 

3 


b 



roo 

dx 

r\dx 


J 3 X - 2 




- 

b 

~\b 

lim 

In (x — 2) 

— lim 

lnx 

b-* oo 

J 

3 h->oo 

J3 


= oo — OO . 

79. Demuestre que si f(x) es integrable en todo intervalo de numeros 
reales, y a y b son numeros reales con a < b, entonces 


a. Tanto fix) dx como J a fix) dx convergen si y solo si 
/-oo fix) dx y f b fix) dx convergen. 

b - /“oo/W* + /T/W* = f-oof( x ) dx + fb°f(*)dx 
cuando todas las integrales convergen. 

80. a. Demuestre que si/es par y existen las integrales necesarias, 
entonces 


/ fix) dx = 2 / fix) dx. 

J-oo Jo 

b. Muestre que si/es impar y existen las integrales necesarias, 
entonces 


fix) dx — 0. 


Utilice la evaluacion directa, criterios de comparacion y los resultados 
del ejercicio 80, segun sea adecuado, para determinar la convergencia 
o divergencia de las integrales en los ejercicios 81 a 88. Si se puede 
aplicar mas de un metodo, emplee el que usted prefiera. 


81. 

83. 

85. 

87. 

88 . 


dx 

82. 

Vx 2 + 1 

dx 

84. 

e x + 

e”M dx 

86. 

|senx| + |cosx| 



dx 


■L 


-°° Vx 6 + 1 
°° e^dx 
x 2 + 1 
dx 


-oo (.V + 1)“ 


dx 


m + i 

iSugerencia: \ sen 0\ + cos 6 \ > sen 2 d + cos 2 6). 
f°° xdx 

J— oo (x 2 + l)(x“ + 2) 


EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 

Exploracion de las integrales de x p In x 

En los ejercicios 89 a 92, utilice un software matematico para explorar 
las integrales para diferentes valores de p (incluyendo numeros no en- 
teros). ^Para cuales valores de p la integral converge? <^Cual es el valor 
de la integral cuando converge? Trace la grafica del integrando para 


varios valores de p. 


f e 

poo 

89. / x p In x dx 

90. / x p In x dx 

Jo 

Je 

POO 

poo 

91. / x p \nxdx 

92. / x^lnlxlrfx 

Jo 

J -00 


Capftulo Preguntas de repaso 

1. iQue formulas basicas de integracion conoce? 

2. ^Cuales procedimientos conoce para transformar integrales en 
formulas basicas de integracion? 

3. iQue es la integracion por partes? ^De donde surge? ^Por que po- 
driamos necesitarla? 


4. Cuando se aplica la formula de integracion por partes, ^como se 
selecciona u y dvl ^Como puede aplicar la integracion por partes 
a una integral de la forma f /(x)t/x? 

5. ^Que es la integracion tabular? Proporcione un ejemplo. 

6. ^Cual es el objetivo del metodo de las fracciones parciales? 
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7. Cuando el grado de un polinomio f(x) es menor que el grado de 
un polinomio g(x), ^como se escribe f(x)/g(x) como una suma 
de fracciones parciales, si g(x) 

a. es un producto de factores lineales distintos? 

b. consiste de un factor lineal repetido? 

c. contiene un factor cuadratico irreducible? 

^Que debe hacer si el grado de/ no es menor que el grado de g? 

8. Si un integrando es un producto de la forma sen" x cos'" x, en don- 
de m y n son enteros no negativos, ^como se evalua la integral? 
Proporcione un ejemplo especlfico de cada caso. 

9. ^Que sustituciones se hacen para evaluar integrales de sen mx sen 
nx, sen mx cos nx y cos mx sen nxl Proporcione un ejemplo de ca¬ 
da caso. 

10. ^Que sustituciones se utilizan en ocasiones para transformar inte¬ 
grales que incluyen V a 2 — x 2 , V a 2 + x 2 y \/x 2 — a 2 en in¬ 
tegrales que puedan evaluarse de manera directa? Proporcione un 
ejemplo de cada caso. 

11 . iQue restricciones puede poner a las variables que se incluyen 
en las tres sustituciones trigonometricas basicas, para asegurar- 


se de que las sustituciones sean reversibles (es decir, que tengan 
inversas)? 

12. ^Como se utilizan las tablas tlpicas de integrales? ^Que hacer si 
una integral particular que se quiere evaluar no esta en la tabla? 

13. iQue es una formula de reduccion? ^Como se deducen las formu¬ 
las de reduccion tlpicas? ^Como se utilizan las formulas de reduc¬ 
cion? Proporcione un ejemplo. 

14. Usted esta colaborando para producir un breve manual de como 
hacer integracion numerica, y esta escribiendo acerca de la regia 
del trapecio. (a) ^Que dirla acerca de la regia y como usarla? ^Co¬ 
mo alcanzar una precision deseada? (b) ^Que dirla si estuviese 
escribiendo acerca de la regia de Simpson? 

15. ^Como se comparan los meritos relativos de la regia de Simpson 
y de la regia del trapecio? 

16. iQue es una integral impropia del tipo I? ^Del tipo II? ^Como se 
definen los valores de los diferentes tipos de integrales impro- 
pias? Proporcione ejemplos. 

17. iQue criterios estan disponibles para determinar la convergencia 
y divergencia de integrales impropias que no pueden evaluarse de 
manera directa? Proporcione ejemplos de su uso. 


Capi'tulo 


Ejercicios de practica 


Integracion por medio de sustituciones 

E value las integrales en los ejercicios 1 a 82. Para transformar cada in¬ 
tegral en una forma basica, podrla ser necesario utilizar una o mas de 
las tecnicas de sustitucion algebraica, completar el cuadrado, separa- 
cion de fracciones, division larga o sustitucion trigonometrica. 


3. 

5. 

7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 


/x(2x + l) l Pdx 4. |x(l -,)-/>& 


x dx 


V8x 2 + 1 

ydy 
25 + >’ 2 
r 3 dt 

V9 - 4t 4 

Z 2 /3( z 5/3 + 1} 2/3 rfz 

sen 26 d6 
(1 — cos20) 2 

' dt 

3 + 4 cos t 

senlx e cos2x dx 


6 . 

8 . 

10 . 

12 . 

14. 

16. 

18. 


x dx 


V 7 9 - 4x 2 
v 3 dy 


4 + y 4 
2 1 dt 

7TT 

Z -V 5 (l + z 4/5 r l/2 & 

cos 6 dd 
(1 + sen 0) 1 / 2 

cos 2 1 , 

1 + sen 2 1 

sec x tan x e secx dx 


19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

39. 

41. 


e e sen (e s ) cos 2 (e s ) dd 20. 


2 X 1 dx 
dv 

v In v 


dx 


(x 2 + 1)(2 + tan 1 x) 
2 dx 


Vl - 4x 2 
dt 

Vl6 - 9 1 2 

dt 

9 + t 2 

_4 dx _ 

5xV25x 2 - 16 

dx 


V4.r - x 2 

dy 

y 2 - 4y + 8 
dx 


{x — l)\ / x 2 — 2x 
sen 2 x dx 


22 . 


24. 



(v + l)\/v 2 + 2v 
cos 2 3x dx 
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43. / sen 3 dd 


45. / tan 3 2t dt 


47. 


dx 

2 sen x cos x 

7t/2 


49. I Vcsc 2 v - 1 dy 

Jtt/4 

— cos 2 2x cfe 

. [' vr — cos 2tc/f 
J tt/2 


53. 


55. 

57. 

59. 

61. 

63. 


- dx 


dx 


x 2 + 4 

' 4x 2 + 3 
2x - 1 

j; 2 + 4 ’ 
f + 2 


tan x cfe 


dt 


tanx + secx 
65. / sec (5 — 3x) dx 


67. / cot ( ^ I dx 


69 

71. 


73. 

75. 

77. 

79. 

81. 


. J x A/1 — x dx 

Vz 2 + 1 t/z 
dy 


V25 + V 

dx 

x 2 V 1 — x 2 

x 2 fife 


Vl - x 2 

dx 


Vx 2 - 9 

Vw 2 — 1 


fi?W 


44. J sen 3 0 cos 2 0 c/0 

46. J 6 sec 4 f dt 
2 fife 


48. 


/• 3^/4 _ 

50. / V cot 2 t + 1 dt 

Jtt/4 

52. J yj 1 — sen 2 ^ dx 

/ 2tt 

vr + cos 2 t dt 


56. 


58. 


9 + x 2 
2x 


dx 


x - 4 


dx 


f V + 4 

60. / —- dy 

J y 1 + 1 


,, f 21 2 + vr? , 

62. / - . —dt 


64. 


tW 

cotx 


-dx 


cotx + cscx 

“ 7 “ s<v+3) * 

68. ^ tan (2x — 7) fife 
70. J 3xV2x + 1 dx 

12. J (16 + z 2 r 3 / 2 cfe 

dy 


74. 

76. 

78. 

80. 

82. 


V25 + 9v 2 
x 3 fife 

Vl - x 2 


V 4 — x 2 fife 
12 tfe 

(x 2 - I ) 3 / 2 
Vz 2 - 16 


rfz 


Integracion por partes 

Evalue las integrales en los ejercicios 83 a 90 por medio de integra¬ 
cion por partes. 


83. / In (x + 1) fife 


84. / x 2 In x fife 


85. 

f tan -1 3x dx 

86. 

87. 

f (x + 1 ) 2 e x dx 

88. 

89. 

f e x cos 2x cfe 

90. 


-1 

.2 


88. I x 2 sen (1 — x) dx 
90. / e 2a sen 3x dx 


Fracciones parciales 

En los ejercicios 91 a 110, evalue las integrales. Podria ser necesario 
utilizar primero una sustitucion. 


9i. 

93. 

95. 

97. 

99. 

101 ’j 

103. 


X fife 


x 2 — 3x + 2 


fife 


x(x + l) 2 

sen 6> c/9 

cos 2 8 + cos 8 — 2 


3x 2 + 4x + 4 


x 3 + X 


dx 


dv 


v + 3 

2i> 3 - 8u 
dt 


f + 4t 2 + 3 


x 3 + x 2 
x 2 + x — 2 


- cfe 


r x 3 + 4x 2 

105. / V -tfe 


107. 


109. 


x 2 + 4x + 3 
dx 


x(3\WT) 

ds 


e s - 1 


92. 

94. 

96. 

98. 

100 . 

102 . 

104. 

106. 

108. 

110 . 


Xfife 


x 2 + 4x + 3 


X + 1 

x 2 (x - 1)' 


-fife 


cos 6 dd 


sen 2 <1 + sen 8 - 6 

4xfife 
x 3 + 4x 

(3u — 7) fiiu 
(u - l)(u - 2)(v - 3) 

tdt 

t 4 -t 2 - 2 


x 3 + 1 


cfe 


X — X 

2x 3 + x 2 — 21x + 24 

x 2 + 2x — 8 

dx 


dx 


x( 1 + Vr) 

ds 

VWT 


Sustituciones trigonometricas 

En los ejercicios 111 a 114, evalue las integrales, (a) sin utilizar una 
sustitucion trigonometrica, (b) por medio de una sustitucion trigono- 
metrica. 


11L J 

113. 


ydy 


Vl6 -y 2 

x cfe 
4 - x 2 


112 . 

114. 


Xfife 


V4 


+ x z 


tdt 


V4 1 2 - 1 


Terminos cuadraticos 

En los ejercicios 115 a 118, evalue las integrales. 

dx 


115 V 

' X fife 

116. 

9 - x 2 

‘"■J 

C cfe 

118. 

9 - x 2 


x(9 - x 2 ) 
dx 

V9 - x 2 
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Integrates trigonometricas 


Evalue 

las integrales de los ejercicios 


sen 3 x cos 4 x dx 

120. 

121. [ 

tan 4 x sec 2 x dx 

122. 


119 a 126. 


/ 

/ 


cos 5 x sen 5 x dx 
tan 3 x sec 3 x dx 


ano, es 25.7°F, medicion ligeramente mayor que el valor prome- 
dio de f{x). 

132. Calor especifico de un gas El calor especlfico, C v es la canti- 
dad de calor requerido para elevar 1°C la temperature de una 
masa de gas dada con volumen constante, se mide en unidades 
de cal/grado-mol (calorlas por grado gramo peso molecular). La 
capacidad calorlfica del oxlgeno depende de su temperatura T y 
satisface la formula 



sen 56 cos 66 dd 


124. 


cos 36 cos 36 dd 


C v = 8.27 + 1(T 5 (26 T - 1.87r 2 ). 


125 


,J \/l + cos (t/2) dt 126. j e f \/ta 


+ 1 dt 


Integracion numerica 

127. De acuerdo con la formula para la cota del error para la regia de 
Simpson, ^cuantos subintervalos utilizaria para asegurar que el 
valor de la estimation de 


In 3 = / ~^dx 


por medio de la regia de Simpson tenga un error absoluto no ma¬ 
yor a 10 -4 ? (Recuerde que para la regia de Simpson el numero de 
subintervalos tiene que ser par). 

128. Un calculo rapido muestra que si 0 s r < 1, la segunda de- 
rivada de /(x) = Vl + x 4 esta entre 0 y 8. Con base en esto, si 
utiliza la regia del trapecio, ^aproximadamente cuantas subdivi- 
siones necesitaria para aproximar la integral de/ de 0 a 1, con 
un error absoluto no mayor a 10 3 ? 

129. Un calculo directo muestra que 

f” , 

/ 2 sen xdx = i t . 

Jo 

iQus tan cercana es la aproximacion de la regia del trapecio con 
n = 6? ^Con la regia de Simpson con n = 6? Intentelo y averl- 
giielo. 

130. Usted planea utilizar la regia de Simpson para aproximar el valor 
de la integral 

[ /(x) dx 


131 . 


con una magnitud de error menor que 10 5 . Usted determino que 
l/ (4) Ml £ 3 en el intervalo de integracion. ^Cuantos subinter¬ 
valos debe utilizar para asegurarse de tener la precision que se 
requiere? (Recuerde que para la regia de Simpson el numero de 
subinteralos tiene que ser par). 

Temperatura media Calcule el valor promedio de la funcion 
de temperatura 


f{x) = 37 sen (x - 101 


+ 25 


para un ano de 365 dlas. Esta es una manera de estimar la tempe¬ 
ratura media anual del aire en Fairbanks, Alaska. La cifra oficial 
del Servicio Meteorologico Nacional de Estados Unidos, un pro¬ 
medio numerico de la media normal diaria del aire durante el 


Determine el valor promedio de C v para 20° £ T £ 675 °C y la 
temperatura en la que se alcanza. 

133. Eficiencia de gasolina La computadora de un automovil da 
una lecture digital del consumo de gasolina en galones por hora. 
Durante un viaje, un pasajero registro el consumo de gasolina 
cada 5 minutos durante una hora completa de viaje. 


Tiempo 

Gal/h 

Tiempo 

Gal/h 

0 

2.5 

35 

2.5 

5 

2.4 

40 

2.4 

10 

2.3 

45 

2.3 

15 

2.4 

50 

2.4 

20 

2.4 

55 

2.4 

25 

2.5 

60 

2.3 

30 

2.6 




a. Utilice la regia del trapecio para aproximar el consumo total 
de gasolina durante la hora. 

b. Si el automovil recorre 60 millas en la hora, ^cual fue la efi¬ 
ciencia de la gasolina (en millas por galon) para esa parte del 
recorrido? 

134. Un nuevo estacionamiento Para satisfacer la demanda, la lo- 
calidad en donde usted vive ha asignado el area que se muestra 
aqui para instalar un nuevo estacionamiento. Como ingeniero de 
la ciudad, el ayuntamiento le pidio que averiguara si el lote se 
puede construir con $11,000. El costo para limpiar el terreno sera 
de SO. 10 por pie cuadrado, y el pavimentado costara $2.00 por 
pie cuadrado. Utilice la regia de Simpson para determinar si el 
trabajo puede realizarse con los $11,000. 


0 pies 
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Integrates impropias 

Evalue las integrates impropias de los ejercicios 135 a 144. 


135. 


137. 


dx 


'o V9 - x 2 


136. [ in xdx 


lo 


rl dy 
-i y 2 / 3 


139. 


2 du 

h u 1 — 2u 


141. I x 2 e x dx 


to 


143. 


dx 


4x 2 + 9 


138. 

140. 

142. 

144. 


de 


1-2 (e + i) 3/5 

r 3v - l 
/i 4u 3 - u 2 

[ xe 3x dx 
1—00 

I 4 dx 


dv 


x z + 16 


Convergence o divergence 

^Cuales de las integrates impropias en los ejercicios 145 a 150 conver- 
gen y cuales divergen? 


145. 


147. 


r d6 
'e Ve 2 + l 

in z 


146. / e““ cos u du 

Jo 


r 

149. / 

J -« 


2 dx 

7T7 


r»oo — t 

e 


148. / ^ dt 

J l Vf 


150. f 


dx 


—oo x (1 4- e x ) 


Miscelanea de integrates 


Evalue las integrates en los ejercicios 151 a 218. Las integrates apare- 
cen en orden aleatorio. 


x dx 

1 + Vx 

dx 

x(x 2 + l) 2 
dx 

\J—2x — x 2 


du 


151 ’j 
i53. 

i55. 

157 J 

159 ‘j 

161 V 81 - ^ 

163 .j e cos {26 + 1 )d0 
x 3 dx 


... x 3 + 2 , 

152. / - - dx 

J 4-x 2 

, [ cosVx , 

154. / - dx 

J Vx 

f (t — l) dt 

156. 1 


vr 


+ u 


2 — cosx + senx 


9 dv 


165 J 

167 ‘j 

169. 


x 2 — 2x + 1 
2 sen Vx dx 
Vx secVx 
' dy 
senvcos y 


Vt 2 - 21 

158. j e‘ cose* dt 

dx 160. [ ^-^-d6 
J cos 2 6 

j cos x dx 
I 1 + sen 2 x 

r dx 
h (x - D 2 
f de 
I Vi + Ve 

j x 5 dx 
I x 4 — 16 

f dd 
I e 2 - 26 + 4 


162. 

164. 

166. 

168. 

170. 


,_, / tanx , 
171. / ;— dx 


173 'j 

175. 


(r + 2) dr 
V— r 2 - 4r 
sen 26 d6 
(1 + cos 2 6) 1 

r 'ir/2 


177. f Vl + cos 4x dx 178. I 
Jv/A J 


179 J 

181. 


x dx 

V2 - x 

dy 


y 2 - 2y + 2 

183 .J e 2 tan {6 3 ) d6 

185. / 1 dz 

J z\z 2 + 4) 

t dt 

V9 - 41 2 
cot 6 d6 
1 + sen 2 6 

f tanVv 

191. / / dy 

J 2Vy ■ 


187 J 

189. 


193. 


e 2 de 
4 — e 2 


/ cos (sen 1 x) 

- , dx 

W^x 2 


197./ sen^cos^rfx 


199. 


e‘ dt 
1 + e‘ 


r°° In y 

201 ./ —Jrd\ 

J i y 


203. 


cot v dv 
In sen v 


205. / e' nVx dx 


207. 


sen 5 1 dt 


j 1 + (cos 5t) 2 
209 .J (27 ) 3e+l d6 

dr 


211 . 

213. 

215. 


1 + Vr 
8 dy 

y\y + 2 ) 

8 dm 

mV49m 2 — 4 


172. 

174. 

176. 

178. 

180. 

182. 

184. 

186. 

188. 

190. 

192. 

194. 

196. 

198. 

200 . 

202 . 

204. 

206. 

208. 

210 . 

212 . 

214. 


dr 


(r + \)Vr 2 + 2 r 
ydy 
4 + y 4 
dx 


(x 2 - l) 2 
(15 V^dx 


Vl - v 2 


dv 


j In Vx — 1 dx 
_ xdx _ 

V8 - 2x 2 - x 4 

J x 3 e < ' x * dx 

M io ,_ 

/ Vl + cos 56 d6 


tan 1 x 


dx 


e' dt 


e 2t + 3e' + 2 


dx 


1 — cos 2x 
1 + cos 2x 

cos x dx 
sen 3 x — senx 
J2 


x — x + 2 


dx 


(x 2 + 2) 2 
tan 3 1 dt 

3 + sec 2 x + senx 
tanx 

dx 


dx 


J (2x — l)Vx 2 — x 
J e e V3 + 4e e d6 


dv 


Ve 2v - 1 

x 5 senx dx 

‘ 4x 3 - 20x 

x 4 - 10x 2 + 9 
(t + 1) dt 
(t 2 + 21) 2/3 


- dx 
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216. 


217. 


218. 


dt 


1(1 + In t) \/(ln t)(2 + In t) 
•l 


J 3(x — 1 + (l — dx 


4v 3 + v - 1 




/2 u 2 (u — l)(u 2 + 1) 

219. Suponga que para cierta funcion/se sabe que 


/'(■*) = /W 2 ) = a y /(3ir/2) = b. 


Utilice integracion por partes para evaluar 

r3ir/2 


J 77/2 


/(x) dx. 


220. Determine un numero positivo a que satisfaga 


f a dx 

Jo 1 + x 2 


r dx 

Ja 1 + X 2 


Capftulo Ljercicios adicionales y avanzados 


Integrates diffciles 

Evalue las integrates de los ejercicios 1 a 10. 


1. 

2 . 


(sen 1 x) 2 dx 


dx 


x(x + l)(x + 2) • • ■ (x + m) 


3. J 


4 . 


1 Vydv 


1 - tan 2 6 
dt 
t - 
dx 


6. J In (Vx + “VT + x) dx 


x 4 + 4 



Lfmites 

En los ejercicios 11 y 12, evalue los limites. 


11. 11m / 

X-COO _ r 


sen t dt 


12 . lim x 1 

x—»0 + 


cos t 


dt 


En los ejercicios 13 y 14 evalue los limites, identificandolos con inte¬ 
grates definidas y evaluando las integrates. 


13. lim In .“/I + 

„->oo ^ '' 


14. lim 2 


1 


J 0 V« 2 - k 2 


18. Determinacion de un volumen La region en el primer cua- 
drante acotada por el eje x, la curva y = 5/(xV5 — x), y las 
rectas x = 1 y x = 4, se hace girar alrededor del eje x para generar 
un solido. Determine el volumen del solido. 

19. Determinacion de un volumen La region en el primer cua- 
drante acotada por los ejes coordenados, la curva y = e? y la recta 
x = 1, se hace girar alrededor del eje y para generar un solido. De¬ 
termine el volumen del solido. 


20. Determinacion de un volumen La region en el primer cua- 
drante acotada por arriba por la curva y = e* - 1, por abajo por el 
eje x y a la derecha por la recta x = In 2, se hace girar alrededor de 
la recta x = In 2 para generar un solido. Determine el volumen del 
solido. 

21. Determinacion de un volumen Sea R la region “triangular” en 
el primer cuadrante acotada por arriba por la recta y = 1, por abajo 
por la curva y= In x y a la izquierda por la recta x = 1. Determine 
el volumen del solido generado al hacer girar R alrededor de 

a. el eje x. b. la recta y = 1. 

22. Determinacion de un volumen ( Continuation del ejercicio 
21.) Determine el volumen del solido generado al hacer girar la 
region R alrededor de 

a. el eje y. b. la recta x— 1. 


23. Determinacion de un volumen La region entre el eje x y la 
curva 


y = fix) 


jo, 

(x In x, 


x = 0 
0 < x < 2 


Teoria y aplicaciones 

15. Determinacion de longitud de arco Determine la longitud de 
la curva 


y = 


V 7 cos 2 1 dt, 0 £ x £ ir/4. 


16. Determinacion de longitud de arco Determine la longitud de 

la curva y = ln(l — x 2 ), 0 £ x £ 1/2. 

17. Determinacion de un volumen La region en el primer cuadran¬ 
te acotada por el eje x y la curva y = 3x\/1 — x se hace girar 
alrededor del eje y para generar un solido. Determine el volumen 
del solido. 


se hace girar alrededor del eje x para generar el solido que se 
muestra a continuacion. 

a. Demuestre que/es continua en x = 0. 

b. Determine el volumen del solido 
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24. Determinacion de un volumen La region infinita acotada por 
los ejes coordenados y la curva y = -In x en el primer cuadrante, 
se hace girar alrededor del eje x para generar un solido. Determi¬ 
ne el volumen del solido. 

25. Centroide de una region Determine el centroide de la region 
en el primer cuadrante acotada por abajo por el eje x, por arriba 
por la curva y — In x y a la derecha por la recta x = e. 

26. Centroide de una region Determine el centroide de la region 
en el piano acotada por las curvas y = ±( 1 — x 2 )~'/ 2 y las rectas 
x=0yx= 1. 

27. Longitud de una curva Determine la longitud de la curva 

y = In x, de x = 1 a x = e. 

28. Determinacion del area de una superficie Determine el area 
de la superficie generada al hacer girar la curva del ejercicio 27 
alrededor del ejey. 

29. Longitud de una astroide La grafica de la ecuacion x 2 ^ + 
y 2 / 3 = 1 forma parte de una familia de curvas llamadas astroides 
(no “asteroides”), por su parecido a una estrella (vea la figura si- 
guiente). 


y 



30. Superficie generada por una astroide Determine el area de la 
superficie generada al hacer girar la curva del ejercicio 29 alrede¬ 
dor del eje x. 

31. Determine una curva que pase por el origen, cuya longitud es 



32. Sin evaluar ninguna de las integrales, explique por que 


l j Vl - x 2 dx = J - 


dx 


Vl - x 2 ' 

33. a. Grafique la funcion/(x) = e <x V -5 £ x £ 3. 

POO 

b. Demuestre que / fix) dx converge, y encuentre su valor. 


34. Determine lim 


■' ny"-' 


dy. 


„->oo J 0 1 + y 

35. Deduzca la formula de la integral 


J x(Vx 2 — a 2 ) dx = 


(Vx 2 — a 2 ) 

n + 2 


+ C, n 7^—2. 


36. Demuestre que 

yy < f 1 _ dx _^ 77 V 2 

6 Jo V4 - x 2 - x 3 

(Sugerencia: Observe que para 0 < x < 1, tenemos 4 — x 2 > 
4 — x 2 — x 3 > 4 — 2x 2 , donde el lado izquierdo se vuelve igual- 
dad para x = 0 y el lado derecho se vuelve igualdad para x = 1). 

37. ^Para que valor o valores de a 



dx 


converge? Evalue la(s) integrale(s) correspondiente(s). 

38. Para cada x > 0, sea G(x) = J Q e~ xt dt. Demuestre que xG(x) = 
1 para toda x > 0. 

39. Area infinita y volumen finito iQue valores de p tienen la 
propiedad siguiente: el area de la region entre la curva y = x~ p , 
-1 £ x < 00 , y el eje x es infinita, pero el volumen del solido ge- 
nerado al hacer girar la region alrededor del eje x es finito. 

40. Area infinita y volumen finito qQue valores de p tienen la 
propiedad siguiente: el area de la region en el primer cuadrante 
acotada por la curva y = x~ p , el eje y , la recta x = 1, y el intervalo 
[0, 1] en el eje x es infinita, pero el volumen del solido generado 
al hacer girar la region alrededor de uno de los ejes coordenados 
es finito. 


Integracion tabular 

La tecnica de integracion tabular tambien se aplica a integrales de la 
forma f /(x)g(x) dx cuando ninguna de las funciones puede derivar- 
se de manera repetida hasta convertirse en cero. Por ejemplo, para 
evaluar 


/ 


e 2x cos xdx 


iniciamos como antes, con una tabla listando las derivadas sucesivas 
de e 2 * y las integrales de cos x: 


e ' y sus cos x y sus 

derivadas ( + ) integrales 



Detengase aqui: esta fila es 
igual a la primera, salvo por 
factores constantes (4 a la 
izquierda, -1 a la derecha) 


Detenemos la derivacion y la integracion tan pronto como lleguemos a 
una fila que sea igual a la primera, excepto por factores constantes. In- 
terpretamos la tabla como 


e^cos xdx = +(e 2 'senx) — (2e 2x (— cosx)) 
+ / (4e 2x )(— cosx) dx. 
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Tomamos los productos con su signo, unidos por las flechas diagona¬ 
ls, y una integral con su signo para la ultima flecha horizontal. A1 
transponer la integral de la derecha al lado izquierdo se obtiene 


5 


e 2 'cos xdx = e 2l senx + 2e 2jr cosx 


o bien 


e 2x cos xdx = 


e 2x senx + 2e 2x cosx 


2x , 


+ C, 


despues de dividir entre 5 y sumar la constante de integracion. 

Utilice la integracion tabular para evaluar las integrates en los 
ejercicios 41 a 48. 


e 2x cos 3x dx 

42. 

f e 3 'sen4 xdx 

sen 3x sen x dx 

44. 

f cos 5x sen 4x dx 

sen bx dx 

46. 

j e “ cos bx dx 

In (ax) dx 

48. 

f x 2 In (ax) dx 


La funcion gama y la formula de Stirling 

La funcion gama de Euler T(x) (“gama de x”; T es la g griega mayus- 
cula) utiliza una integral para ampliar la funcion factorial de los ente- 
ros no negativos a otros valores reales. La formula es 



FIGURA 8.27 La funcion gama de Euler, 
T(x) es una funcion continua de x, cuyo 
valor en cada entero positivo n + 1 es n\ 
La formula por medio de una integral 
definida para Y es valida solo para x > 0, 
pero T puede extenderse a valores 
negativos no enteros de x con la formula 
T(x) = (r(x + l))/x, que es tema del 
ejercicio 49. 

de manera que, para x grande, 


E(x) = 



(1 + e(x)), 


e(x) —> 0 cuando x —» oo . (2) 


r(x) = 



x > 0. 


Al despreciar e(x) llegamos a la aproximacion 


Para cada x positiva, el numero T(x) es la integral de t x ^ l e~‘ respecto 
de t, de 0 a oo. La figura 8.27 muestra la grafica de Y cerca del origen. 
Vera como calcular T(l/2) si hace el ejercicio adicional 31 del capltu- 
lo 15. 

49. Si n es un entero no negativo, r(/i + 1) = n\ 

a. Demuestre que T(l) = 1. 

b. Despues aplique integracion por partes a la integral para 

T(x + 1) para demostrar que T(x + 1) = xr(x). 

T( 2 ) = ir(l) = 1 

r(3) = 2r(2) = 2 

r(4) = 3r(3) = 6 



(formula de Stirling). 


(3) 


a. Aproximacion de Stirling para »! Utilice la ecuacion (3) y 
el hecho de que n\ = nY(n) para demostrar que 


nl 



(formula de Stirling). 


(4) 


Como vera si resuelve el ejercicio 64 de la seccion 11.1, la 
ecuacion lleva a la aproximacion 


n 
e • 


(5) 


T(« + 1) = nY(n) = n\ (1) 

c. Utilice induccion matematica para verificar la ecuacion (1) 
para todo entero no negativo n. 

50. Formula de Stirling El matematico escoces James Stirling 
(1692-1770) demostro que 


Q b. Compare el valor que da su calculadora para n\ con el valor 
dado por la aproximacion de Stirling para n = 10, 20, 30,... , 
y as! sucesivamente hasta alcanzar la capacidad de su calcu¬ 
ladora. 

c. Un refinamiento de la ecuacion (2) da 


11m 

x-»oo 




2 ^ r « =1 ’ 


r(x) = 


^V/ (12 *>(1 + e(x)), 
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o 


rw 



lo cual nos dice que 


n\ ~ 



n 




( 6 ) 


Compare los valores dados para 10! por su calculadora, por la 
aproximacion de Stirling y por la ecuacion (6). 


Capftulo Proyectos de aplicacion tecnologica 


Modulo Mathematica/Maple 

Aproximaciones de Riemann, trapecios y Simpson 

Parte I: Visualice el error en que se incurre al usar sumas de Riemann para aproximar el area debajo de una curva. 


Parte II: Construya una tabla de valores y calcule la magnitud relativa del error como una funcion del tamano del paso Ax. 


Parte III: Investigue el efecto de la funcion derivada sobre el error. 

Partes IV y V: Aproximaciones por medio de trapecios. 

Parte VI: Aproximaciones por medio de la regia de Simpson. 

Modulo Mathematica/Maple 

Juegos de eleccion: Exploracion de !a tecnica probabilistica Monte Carlo para integracion numerica 
Explore graficamente el metodo Monte Carlo para aproximar integrales definidas. 

Modulo Mathematica/Maple 

Calculo de probabilidades con integrales impropias 

Explore, de forma grafica, el metodo Monte Carlo para aproximar integrales definidas. 



Capitulo 




Aplicaciones adicionales 

DE INTEGRACI6N 


Biografia historica 

Carl Friedrich Gauss 
(1777-1855) 


INTRODUCCION En la seccion 4.8 hablamos de las ecuaciones diferenciales de la for¬ 
ma dy/dx = f(x) , donde y es una funcion desconocida que se esta derivando. Para una 
funcion continua /, encontramos la solucion general y(x) por medio de integracion: 
y(x) = f f(x) dx. (Recuerde que la integral indefinida representa a to das las antideriva- 
das de f por lo que contiene una constante arbitraria C que debe sumarse una vez que se 
determina una antiderivada). Muchas aplicaciones en la ciencia, la ingenieria y la econo- 
mia incluyen un modelo formulado por ecuaciones diferenciales aun mas generales. Por 
ejemplo, en la seccion 7.5, encontramos que el crecimiento y el decrecimiento exponencial se 
modelan por medio de una ecuacion diferencial de la forma dy/dx = ky, para alguna cons¬ 
tante k d 0. Todavia no hemos considerado ecuaciones diferenciales como dy/dx = y — x, 
aunque tales ecuaciones aparecen con frecuencia en aplicaciones. En este capitulo analiza- 
remos varias ecuaciones diferenciales que tienen la forma dy/dx = fix, y), en donde /es 
una funcion tanto de la variable dependiente como de la variable independiente. Utilizare- 
mos la teoria de integracion indefinida para resolver estas ecuaciones diferenciales, e in- 
vestigaremos metodos de solucion analiticos, graficos y numericos. 



Campos de pendientes y ecuaciones diferenciables separables 


Biografia historica 

Jules Henri Poincare 
(1854-1912) 


A1 calcular las derivadas por derivacion implicita (seccion 3.6), encontramos que la expre- 
sion para la derivada dy/dx con frecuencia contiene ambas variables, x y y, y no solo a la 
variable independiente x. Iniciaremos esta seccion considerando la ecuacion diferencial 
general dy/dx = fix, y) y lo que se entendera por una solucion para ella. Despues exami- 
naremos ecuaciones que tienen una forma especial para la cual la funcion /puede expre- 
sarse como un producto de una funcion de x y una funcion de y. 


Ecuacion diferencial general de primer orden y su solucion 

Una ecuacion diferencial de primer orden es una ecuacion 

dv 

Tx = f{x ’ y) (1) 

en la que fix, y) es una funcion de dos variables definida en una region del piano xy. La 
ecuacion es de primer orden, ya que solo incluye la primera derivada dy/dx (y no a deriva¬ 
das de orden superior). Observe que las ecuaciones 

642 y' = f(x,y) y jjp = f{x,y), 

son equivalentes a la ecuacion (1); emplearemos las tres indistintamente en el texto. 
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Una solucion de la ecuacion (1) es una funcion diferenciable y = y(x) definida en un 
intervalo / (tal vez infinite) de valores de x, tal que 


^v(x) = fix, y(xj) 

en ese intervalo. Esto es, cuandoy(x) y su derivada y'ix) se sustituyen en la ecuacion (1), 
la ecuacion resultante es verdadera para todos los valores de x en el intervalo I. La solu¬ 
cion general para la ecuacion diferencial de primer orden incluye todas las soluciones po- 
sibles. La solucion general siempre incluye una constante arbitraria, pero el que tenga esta 
propiedad no significa que dicha solucion sea la solucion general. Es decir, una solucion 
puede incluir una constante arbitraria sin ser la solucion general. Para establecer que una 
solucion es la solucion general, podrian necesitarse resultados mas profundos de la teoria 
de ecuaciones diferenciales; dichos resultados se estudian en un curso de calculo avanzado. 


EJEMPLO 1 Verificacion de funciones solucion 
Demostrar que cada miembro de la familia de funciones 


es una solucion de la ecuacion diferencial de primer orden 

d y 1 n x 
Tx-x {2 ~ y) 

en el intervalo (0, oo), en donde C es cualquier constante. 


Solucion 


Derivando y = C/x + 2 se obtiene 

+ 0 = 


— = c — 

dx dx 


C 
v 2 ' 


En consecuencia, solo necesitamos verificar que para toda x e (0, oo), 


C_ 

2 


2- lf + 2 


Esta ultima ecuacion se obtiene inmediatamente, desarrollando la expresion del lado 
derecho: 



Por lo tanto, para todo valor de C, la funcion y = C/x + 2 es una solucion de la ecuacion 
diferencial. 


Como en el caso de hallar antiderivadas, con frecuencia necesitamos una solucion 
particular en lugar de la solucion general de la ecuacion diferencial de primer orden 
y' = fix, v) • La solucion particular que satisface la condicion inicial y(xo) = yo es la 
solucion y = y(x)^ cuyo valor es y 0 cuando x = x 0 . Asi, la grafica de la solucion particular 
pasa por el punto (x 0 , yo) en el piano xy. Un problema de primer orden con valor inicial 
es una ecuacion diferencial v' = /(x, y) cuya solucion debe satisfacer una condicion ini¬ 
cial y(x 0 ) = y 0 - 

EJEMPLO 2 Verificacion de que una funcion es una solucion particular 
Demostrar que la funcion 

y = (x + 1) - 
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FIGURA 9.1 Grafica de la solucion 

y = (x + 1) — — e x para la ecuacion 

diferencial dy/dx = y — x, con condicion 
2 

inicial v(0) = — (ejemplo 2). 


es una solucion del problema de primer orden con valor inicial 


dy 

dx =y ~ X ’ 


7(0) 


2 
3 ' 


Solucion La ecuacion 


dy 

Tx =y ~ x 


es una ecuacion diferencial de primer orden con /(x,y) = y — x. 
Del lado izquierdo: 


dy 

dx 


d_ 

dx 


x + 1 — 



= 1 


1 

3 


e 


X 


Del lado derecho: 


y ~ x = (x + 1) - ^ e x ~ x = 


La funcion satisface la condicion inicial, ya que 


v(0) = 


(x + 1) — je x 


= 1 


_b=0 


La grafica de la funcion se muestra en la figura 9.1. 


1 - 


l 

3 


e 


X 


1 = 2 
3 3 • 


Campos de pendientes: visualizacion de las curvas solucion 

Cada vez que especificamos una condicion inicial y(x 0 ) =y 0 para la solucion de una ecua¬ 
cion diferencial y' = f{x, y) , necesitamos que la curva solucion (grafica de la solucion) 
pase por el punto (x 0 , y 0 ) y tenga pendiente /(xo,yo) en ese punto. Podemos representar 
estas pendientes dibujando pequenos segmentos de recta de pendiente fix, y) en puntos se- 
leccionados (x, v) de la region del piano xy que constituye el dominio de f. Cada segmento 
tiene la misma pendiente que la curva solucion que pasa por (x, y) y, por lo tanto, es tan- 
gente a la curva en ese punto. El dibujo resultante se denomina campo de pendientes (o 
campo de direcciones), y proporciona una visualizacion de la forma general de las curvas 
solucion. La figura 9.2a muestra un campo de pendientes, y un bosquejo de una solucion 
particular en la figura 9.2b. Vemos como estos segmentos de recta indican la direction que 
la curva solucion toma en cada punto por donde pasa. 


y 


III, 
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FIGURA 9.2 (a) Campo de pendientes para = y — x. (b) Curva 

solucion particular que pasa por el punto ( 0, j j (ejemplo 2). 
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La figura 9.3 muestra tres campos de pendientes, lo que nos permite ver como se com- 
portan las curvas solucion siguiendo los segmentos de recta tangentes en estos campos. 






FIGURA 9.3 Campos de pendientes (fila superior) y curvas solucion seleccionadas (fila 
inferior). En computadoras, algunas veces los segmentos de pendiente se representan con 
flechas, como aqul. Sin embargo, esto no debe interpretarse como una serial de que las 
pendientes tienen direcciones, porque no es asl. 


La construccion de un campo de pendientes con lapiz y papel puede ser una tarea muy 
tediosa. Todos nuestros ejemplos fueron generados por medio de computadora. 

Aunque las ecuaciones diferenciales generales son dificiles de resolver, muchas ecua¬ 
ciones importantes que surgen en ciencia y en aplicaciones tienen formas caracteristicas 
que pueden resolverse mediante tecnicas especiales. Una de estas tecnicas es la de varia¬ 
bles separables (ecuaciones separables). 


Ecuaciones separables 

La ecuacion y' = f(x, y) es separable si / puede expresarse como un producto de una 
funcion de x por una funcion de v. Entonces la ecuacion diferencial tiene la forma 


fx = g{x)H{y) - 

Cuando reescribimos esta ecuacion en la forma 


dy _ g(x) 
dx h(y) ’ 


H{y) 


1 

h(y) 


su forma diferencial nos permite agrupar todos los terminos y con dy, y todos los terminos 
x con dx: 


h(y ) dy = g(x) dx. 
Ahora basta con integrar ambos lados de esta ecuacion: 


h{y) dy= g(x) dx. 


( 2 ) 


Despues de hacer las integraciones obtenemos la solucion y definida implicitamente como 
una funcion de x. 
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La justification de que podemos simplemente integrar ambos miembros (lados) de la 
ecuacion (2) tiene como fundamento la regia de sustitucion (section 5.5): 


h(v) dy 


dy 

h(y( x )) Tx dx 


h{v(x)) 


gU) 

h(y(x)) 


dy _ g{x) 
dx h(y) 


= / g(x) dx. 


EJEMPLO 3 Resolution de una ecuacion separable 
Resolver la ecuacion diferencial 


dy 

dx 


(1 +v 2 )e x . 


Como 1 + y 2 nunca es cero, podemos resolver la ecuacion separando las 

variables. 


dy 

dx 

dy 


(1 + y 2 )e x 
(1 + y 2 )e x dx 


Tratar a dy/dx como un 
cociente de diferenciales y 
multiplicar ambos lados 
por dx. 


dy 

1 + v 2 



tan 1 y 


e x dx 



e x + C 


Dividir entre (1 + y 2 ). 


Integrar ambos miembros. 

C representa las constantes 
de integracion combinadas. 


La ecuacion tan ^ y = e x + C da v como una funcion impllcita de x. Cuando —tt/2 
< e x + C < tt/2, podemos despejary como una funcion expllcita de x, tomando la tan- 
gente de ambos lados: 


tan (tan 1 y) = tan(e* + C) 


y = tan (e x + C). 


EJEMPLO 4 Resolver La ecuadon 

(x + 1)^ = x(y 2 + 1). 


Soludon 


(x + 1 ) dy = x(y 2 + 1) dx 


y 


dy 

2 + 1 
dy 


x dx 
x + 1 


1 


+ 1 


dx 


i + r J 

tan~*y = x — ln|x + 11 + C. 


x * -1 
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El problema de valor inicial 




* 



FIGURA 9.4 La razon a la que sale el 
agua es LVx, en donde k es una constante 
positiva. En el ejemplo 5, k = 1/2 y x se 
mide en pies. 


Biografia historica 


incluye una ecuacion diferencial separable, y la solucion y = y 0 e kt da la Ley de Cambio 
Exponencial (section 7.5). Encontramos que este problema de valor inicial modela fenome- 
nos como crecimiento poblacional, decrecimiento radiactivo y transferencia de calor. A con¬ 
tinuation se presenta una aplicacion que implica otra ecuacion de primer orden separable. 

Ley de Torricelli 

La ley de Torricelli establece que si se vacia un tanque como el de la figura 9.4, la razon 
a la que el agua sale es una constante por la raiz cuadrada de la profundidad, x, del agua. 
La constante depende del tamano del agujero de desague. En el ejemplo 5 supondremos 
que la constante es 1 / 2 . 

EJEMPLO 5 Vaciado de un tanque 

Un deposito en forma de cilindro circular recto con radio de 5 pies y altura de 16 pies esta 
lleno de agua y se vaciara a razon de 0.5 Vx pies 3 /min. Determine una formula para 
calcular la profundidad y la cantidad de agua que hay en el tanque en cualquier instante t. 
/.Cuanto tiempo tardara en vaciarse el tanque? 

Solucion El volumen de un cilindro circular recto con radio r y altura h es V = irr 2 h, 
por lo que el volumen de agua en el tanque (figura 9.4) es 


* 



FIGURA 9.4 La razon a la que sale el 
agua es k\lx , en donde k es una constante 
positiva. En el ejemplo 5, k = 1/2 y x se 
mide en pies. 


Biografia historica 


Evangelista Torricelli 
(1608-1647) 


V = TTr 2 h = 7t(5) 2 X = 257 TX. 


La derivation nos lleva a 



dt dt y dx/dt < 0 



— 0.5\/x — 2577 - 7 - 


En consecuencia, tenemos el problema de valor inicial 


dx _ Vx 
dt 5077 ’ 


Vx 


x( 0 ) = 16 


El agua tiene Lina profundidad de 16 pies 
cuando t — 0. 


Resolvemos la ecuacion diferencial separando las variables. 


x dx = — 77 — dt 
5077 



Integrar ambos lados. 


2 X 1 / 2 =- 1 + C Combinar las constantes. 

5077 


La condition initial x(0) = 16 determina el valor de C. 


2(16) 1 / 2 = -^-(0) + C 
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Con C= 8, tenemos 


2 x '/ 2 = -■ 


1 


5077 

Las formulas que buscamos son 
t 

10077 


t + 


r 1 / 2 = 4- 


10077 


x = 4 - 


V = 25t7x = 2577 4 - 


10077 


En cualquier instante t, el agua que hay en el tanque tiene una profundidad de 
(4 — 1OO 77)) 2 pies, y la cantidad de agua es 2577(4 — t/(10077)) 2 pies 3 . En t= 0, tene¬ 

mos x = 16 pies y V = 40077 pies 3 , como se pidio. El tanque se vaciara (V = 0) en 
t = 40077 minutos, que son aproximadamente 21 horas. 


EJERCICIOS 9.1 


Verification de soluciones 

En los ejercicios 1 y 2, demuestre que cada funciony =/(x) es una so¬ 
lution de la ecuacion diferencial que se presenta. 

1 . 2 / + 3y = e~ x 

a. y = e~ x b. y = e~* + e~ (3 / 2) * 
c. y = e~* + Ce~ (3/2)x 


2 . y' = y 2 


a. y = 


b. y = - 


x + 3 


c. y = 


x + C 


En los ejercicios 3 y 4, demuestre que la funciony =/(x) es una solu¬ 
tion de la ecuacion diferencial que se da. 

1 1 f x e‘ 2 , , 

3 ■ y ~ x ~J dt’ x y + xy = e 


4. y = 


1 


VT 


+ x* J 1 


VTT7 dt, y' + * 4 y = 1 

1 + x 


En los ejercicios 5 a 8 , demuestre que cada funcion es una solution 
del problema de valor inicial dado. 


Ecuaciones separables 

En los ejercicios 9 a 18, resuelva la ecuacion diferencial. 


9. 2\fxy -y- = x,y> 0 10 . “y-= x 2 Vy, y> 0 


dy 


dx 


dy 

11. -f = e x ~ y 
dx 


13. = Vycos 2 Vy 


dx 


dy . 

12. , = 3x 2 e~ y 
ax 

14 . \/lxy ^ = I 
dx 


15. Vx J’ = e y+ '^ x , x > 0 16. (secx)^; = e y 


dx 


17. % = 2xVl - y 2 , -1 < y < 1 
dx 


18. 


dy _ e ^-y 
dx ~ P x+ y 


En los ejercicios 19 a 22, haga corresponder las ecuaciones diferen- 
ciales con su campo de pendientes. 


Ecuacion 

diferencial 


Condition 

inicial 


Solution 

propuesta 


5. y' + y = 

2 

y(— In 2 ) = 2 


1 

1 

1 + de 2 * 

y 

II 

Hi 

,1 

— 2xy 

NJ 

II 

O 

y = 

(x — 2)1 

7. xy’ + y = 

—sen x, 

,(f) = 0 

y = 

cosx 

X 

x > 0 

8 . x 2 )’ 1 = xy 


y(e) = e 

y = 

X 

lnx 



V 



''///111 I 
"-/////// 

// 


x > 1 


(at 
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y 



ft 

it 

/ w 

til 

_ 

- 


— 2 

ttife 

lift 

11 

L 

_ 



(b) 


23. / = (y + 2 )(y - 2) 


y 


JWJJJC 



: flf, 

km 


Mill 

WWW 


y 


II 


III 




W W W \wNNNNNNNN 


WWW Wf\ W W W \ 

(c) 


24. / = y(y + l)(y - 1) 



y 



Ilk 


111 



(d) 


19. y' = x + y 


20 . y' = y + 1 


21 . y 


x 

v 


22 . y = y 2 - x 2 


En los ejercicios 23 y 24, copie los campos de pendientes y haga un 
bosquejo de algunas de las curvas solucion. 


EXPL0RACI0NES CON COMPUTADORA 

Campos de pendientes y curvas solucion 

En los ejercicios 25 a 30, obtenga un campo de pendientes y agregue 
le las graficas de las curvas solucion que pasan por los puntos dados. 

25. y' = y con 


a. (0,1) b. (0,2) 

26. y = 2(y — 4) con 

a. (0,1) b. (0,4) 

27. y = y(x + y) con 

a. (0, 1) b. (0, -2) 

28. y = y 2 con 

a. (0, 1) b. (0, 2) 

29. y = (y — l)(x + 2) con 

a. (0,-1) b. (0, 1) 

xy 

30. y' = —:-con 

x 2 + 4 

a. (0, 2) b. (0, -6) 


c- (0,-1) 

c. (0, 5) 

c. (0,1/4) d. (-1,-1) 
c. (0,-1) d. (0,0) 
c. (0, 3) d. (1,-1) 

c. (-2V3, -4) 
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En los ejercicios 31 y 32, obtenga un campo de pendientes y grafique 
la solution particular en el intervalo que se especifica. Utilice la fim- 
cion de su software matematico (CAS DE) para determinar la solu¬ 
tion general de la ecuacion diferencial. 

31. Una ecuacion logistica y' = y(2 - y), y(0) = 1/2; 

0 < x < 4, 0 < y < 3 

32. y' = (sen x) (sen y), y(0) = 2; -6 s i £ 6 , - 6 £y £6 

Los ejercicios 33 y 34 no tienen solucion expllcita en terminos de fun- 
ciones elementales. Utilice un software matematico para explorar gra- 
ficamente cada una de las ecuaciones diferenciales. 

33. y' = cos (2x — y), y( 0 ) = 2; 0 £ t £ 5, 0 £ y £ 5; 

y( 2) 

34. Una ecuacion de Gompertz y' = y( 1 /2 - lny), y(0) = 1/3; 

0 < x < 4, 0£)£3; y( 3) 

35. Utilice un software matematico para determinar las soluciones de 
y' + y = /(x) sujeta a la condicion initial y( 0 ) = 0 , si /(x) es 


a. 2x b. sen2x c. 3e^ 2 d. 2e ^ 2 cos2x. 

Grafique las cuatro funciones en el intervalo — 2 < x < 6 para 
poder comparar los resultados. 

36. a. Utilice un software matematico para dibujar el campo de pen¬ 
dientes de la ecuacion diferencial 

, 3x 2 + 4x + 2 

y 2 (y - 1) 

en la region -3 £ j £ 3y-3 £ >’ £ 3. 

b. Separe las variables y utilice el integrador del software mate¬ 
matico para determinar la solucion general en forma implicita. 

c. Por medio del graficador de funciones impllcitas de su soft¬ 
ware matematico, trace las curvas solucion para los valores 
de la constante arbitraria C = — 6, —4, —2, 0, 2, 4, 6. 

d. Determine y grafique la solucion que satisface la condicion 
initial y(0) = —1. 


9.2 


Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden 


La ecuacion de crecimiento/decrecimiento exponencial dy/dx = ky (section 7.5) es una 
ecuacion diferencial separable. Tambien es un caso especial de una ecuacion diferencial que 
tiene forma lineal. Las ecuaciones diferenciales lineales modelan varios fenomenos del mun- 
do real, que incluyen problemas de circuitos electricos y de mezcla de sustancias quimicas. 

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden es aquella que puede escribirse en la 
forma 

L + P(x)y = Q{x), (1) 


en donde P y Q son funciones continuas de x. La ecuacion (1) es la forma estandar de la 
ecuacion lineal. 

Como la ecuacion de crecimiento/decrecimiento exponential puede ponerse en la for¬ 
ma estandar 


dy 

dx 


- ky = 0, 


vemos que es una ecuacion lineal con P{x) = -ky Q(x) = 0. La ecuacion (1) es lineal 
(en y), ya que _v y su derivada dy/dx solo aparecen a la primera potencia, no se multiplican 
entre si y no aparecen como el argumento de una funcion (tal como sen v, e v o V dy/dx). 


EJEMPL0 1 Determination de la forma estandar 
Escribir la ecuacion siguiente en forma estandar: 

dV r. 

x-^_ = x 2 + 3y, x > 0. 

Soludon 


d y 2,0 
x-r = x +3 y 



dy 3 

dx =X+ * y 

Dividir entre x 

dy 

3 

Forma estandar con P(x) = -3/x 

dx 

= x 

y Q(x) =x. 
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Observe que P(x) es —3/x, no + 3 jx. La forma estandar es y' + P{x)y = Q(x), por lo 
que el signo de menos es parte de la formula para P(x). 

Resolucion de ecuaciones Lineales 

Resolvemos la ecuacion 


+ P&)y = 8(x) 

(2) 

multiplicando ambos lados por una funcion positiva v(x) que transforme el lado izquierdo 
en la derivada del producto v(x) • y. Enseguida demostraremos como encontrar v, pero pri- 
mero queremos mostrar como, una vez hallada, proporciona la solucion que buscamos 
Esta es la razon por la que multiplicar por v(x) funciona: 

^ + P(x)y = Q(x) 

La ecuacion original esta 
en la forma estandar. 

dy 

v U) dx + P{x)v{x)y = v(x)Q(x) 

Multiplicar por u(x) positiva. 

(vix) -y) = v(x)Q(x) 

Se elige u(x) para hacer 
dy d 

V Tx +Pvy = dx {v ' y) - 


Integrar respecto de x. 

y — / x / v(x)Q(x) dx 

■ v(x)J 

(3) 


La ecuacion (3) expresa la solucion de la ecuacion (2) en terminos de la funcion v(x) y de 
Q(x). A v(x) le denominamos factor integrante para la ecuacion (2), ya que su presencia 
hace que la ecuacion se pueda integrar. 

^Por que en la formula no aparece tambien P(x)l Si lo hace, pero no directamente, en 
la construction de la funcion positiva v(x). Tenemos 


d 

dx 


M 


dy 

v Tx + p vy 


Condicion impuesta a v. 


dy dv^ 
V dx ^ dx 


dy 

v-j- + fin¬ 
al 


Regia del producto para 
derivadas. 


dv 
y dx 


Pvy 


Se eliminan los terminos v 


dy 

dx' 


Esta ultima ecuacion se cumple si 


dv 

dx 


Pv 


dv 

v 


P dx 


Variables separadas, v > 0 


I 


dv 

v 


P dx Integrar ambos lados. 


In V 


1 


P dx 


e Iav = e f Pdx 
v = ef Pdx 


Como v > 0, no necesitamos el valor 
absoluto de In v. 

Tomar exponenciales en ambos lados 
para despejar v. 

( 4 ) 
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Por lo tanto, una formula para la solucion general de la ecuacion (1) esta dada por la ecua¬ 
cion (3), en donde v(x) esta dada por la ecuacion (4). Sin embargo, en lugar de memorizar 
la formula, solo recuerde como encontrar un factor integrante una vez que tiene la forma 
estandar, con P(x) correctamente identificada. 


Para resolver la ecuacion lineal y' + P(x)y = Q(x ), multiplique ambos lados 
por un factor integrante v(x) = e / p W dx e integre ambos lados. 


Biografia historica 

Adrien Marie Legendre 
(1752-1833) 


En este procedimiento, cuando integre el producto del lado izquierdo siempre obtendra 
el producto v(x)v del factor integrante y la funcion solucion y por la forma en que se de- 
finio v. 

EJEMPLO 2 Resolution de una ecuacion diferencial lineal de primer orden 
Resolver la ecuacion 


dy 2 . , 
x Tx =x +3y, 


x > 0. 


Solucion Primero escribimos la ecuacion en la forma estandar (ejemplo 1): 

dy 3 

Tx - x y = 

de manera que P(x) = — 3/x es identificada. 

El factor integrante es 

v(x) = e f p{x)dx = e /R 3 A)* 


= e —3 ln|jr| 


= e - 31nx 


= e lnx 3 = { 


La constante de integracion es 
0, de manera que v asume un 
valor lo mas sencillo posible. 

x> 0 


Ahora multiplicamos ambos lados de la forma estandar por v(x), e integramos: 


1 


. ( dy 

3 \ 

i 

\dx 

~xy) 

x 3 

j _dy_ 

3 

. x 

x 3 dx 

~7 y 

X 2 

d_ 

{ 1 ^ 

. x 

dx 


X 2 


El lado izquierdo es ^ (v ’ y). 


; dx 


Integrar ambos lados. 


1 


ip 


1 + c. 


A1 despejar v en esta ultima ecuacion se obtiene la solucion general: 

y = x 3 (— ^ + Cj = —x 2 + Cx 3 , x > 0. 
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EJEMPLO 3 ResoLucion de un problema Lineal de primer orden con vaLor inicial 
Resolver la ecuacion 

xy' = x 2 + 3y, x > 0, 

dada la condicion inicial v( 1) = 2. 


Solucion Primero resolvemos la ecuacion diferencial (ejemplo 2), obteniendo 

y = —x 2 + Cx 3 , x > 0. 

Luego utilizamos la condicion inicial para determinar C: 

y = —x 2 + Cx 3 

2 = — (l ) 2 + C(l ) 3 v = 2 cuando x = 1 

C =2 + (l ) 2 = 3. 

La solucion del problema de valor inicial es la funcion y = — x 2 + 3x 3 . 
EJEMPLO 4 Determinar la solucion particular de 

3 xy' — y = lnx + 1 , x > 0 , 

que satisface y( 1 ) = —2. 

Solucion Con x > 0, escribimos la ecuacion en forma estandar: 

, 1 lnx + 1 

^ “ 3^- V = 


Entonces el factor integrante esta dado por 

v = g f-dx/3x — e (-l/3)ln.v _ ^ 1/3 

Asi, 

x^l 2 y = (lnx + 1 )x~^ 2 dx. 

A1 integrar por partes el lado derecho se obtiene 

^=-,-'/ 3 (1 „ +1) + |,-./ 3 &+C , 

Por lo tanto, 

x _1/3 y = —x _1 / 3 (lnx + 1) - 3x -1 / 3 + C 

o, dcspejando y, 

v = -(lnx + 4) + Cx 1 / 3 . 

Cuando x = 1 yy = —2, esta ultima ecuacion se transforma en 

-2 = -(0 + 4) + C, 


por lo que 


C = 2. 
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La sustitucion de C en la ecuacion de y produce la solucion particular 

V = 2x'/ 3 — lnx — 4. 


A1 resolver la ecuacion lineal del ejemplo 2, integramos ambos lados de la ecuacion 
despues de multiplicar cada lado por el factor integrante. Sin embargo, podemos reducir la 
cantidad de trabajo, como en el ejemplo 4, recordando que siempre que se integra el lado 
izquierdo se obtiene el producto, v(x) • y del factor integrante por la funcion solucion. Ba- 
sados en la ecuacion (3), esto significa que 


v(x)y 


v(x)Q(x ) dx. 


Solo necesitamos integrar el producto del factor integrante v(x) con el lado derecho Q(x) 
de la ecuacion (1), y luego igualar el resultado con v(x)y para obtener la solucion general. 
Sin embargo, suele seguirse el procedimiento completo para hacer hincapie en el papel 
que juega v(x) en el proceso de solucion, como se ilustro en el ejemplo 2. 

Observe que si la funcion Q(x) es identicamente cero en la forma estandar dada por la 
ecuacion (1), la ecuacion lineal es separable: 

+ P(*)y = Q(x) 

dv 

+ P(x)y = 0 

dy = —P(x) dx Separation de variables 

A continuacion analizaremos dos problemas aplicados que se modelan por medio de 
una ecuacion diferencial lineal de primer orden. 


Circuitos RL 

El diagrama de la figura 9.5 representa un circuito electrico cuya resistencia total es una 
constante de R ohms, y cuya autoinductancia, mostrada como una bobina de L henries, 
tambien es constante. Hay un interruptor cuyas terminales en a y b pueden cerrarse para 
conectar una fuente electrica constante de V voltios. 

La ley de Ohm, V= RI, tiene que modificarse para ese circuito. La forma modificada es 

L f, + Ri = r ■ < 5 > 

donde i es la intensidad de la corriente, en amperes, y t es el tiempo, en segundos. Re- 
solviendo esta ecuacion, podemos predecir como fluira la corriente despues de cerrar el 
circuito. 

EJEMPLO 5 FLujo de corriente electrica 

El interruptor del circuito RL, ilustrado en la figura 9.5, se cierra en el instante /= 0. ^Co¬ 
mo sera el flujo de la corriente (intensidad) como una funcion del tiempo? 

Solucion La ecuacion (5) es una ecuacion diferencial lineal de primer orden para i co¬ 
mo una funcion de t. Su forma estandar es 


FIGURA 9.5 El circuito RL del 
ejemplo 5. 


di_ 

dt 


+ 


R 


V 
L ’ 


( 6 ) 
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i 



FIGURA 9.6 El crecimiento de la 
corriente en el circuito RL del ejemplo 5. 
/ es el valor de estado estacionario de la 
corriente. El numero t = L/R es 
la constante de tiempo del circuito. La 
corriente alcanza un nivel, dentro del 5%, 
de su valor de estado estacionario en 
3 constantes de tiempo (ejercicio 31). 


y la correspondiente solucion, dado que i = 0 cuando t = 0, es 


i 


v _ l e -m)t 

R R e 


(?) 


(ejercicio 32). Como R y L son positivas, — ( R/L ) es negativo y e —> 0 cuando t —* oo. 

En consecuencia. 


lim i = lim 

t—> OO t—> OO 




Z_Z. 0 = Z 

R R R' 


En cualquier instante dado, la intensidad de corriente es teoricamente menor que V/R, 
pero conforme pasa el tiempo, se aproxima al valor de estado estacionario V/R. De 
acuerdo con la ecuacion 



+ Ri 


V, 


I = V/R es la corriente que fluye por el circuito, si L = 0 (no hay inductancia) o di/dt = 0 
(corriente estacionaria, i = constante) (figura 9.6). 

La ecuacion (7) expresa la solucion de la ecuacion (6) como la suma de dos terminos: 

una solucion de estado estacionario V/R, y una solucion transitoria —{V/R)e (W/X|/ que 

tiende a cero cuando t—> oo. 


Problemas de mezclas 


Una sustancia quimica en una solucion liquida (o dispersa en un gas) entra a un contenedor 
que tiene el liquido (o gas) con, posiblemente, una cantidad especifica del quimico disuel- 
to. La mezcla se mantiene uniforme revolviendola y fluye del contenedor a una velocidad 
conocida. En este proceso, con frecuencia es importante conocer la concentracion del qui¬ 
mico en el contenedor en cualquier instante dado. La ecuacion diferencial que describe el 
proceso tiene como base la formula 


Tasa de cambio 

/ tasa a la que se \ 

/ tasa a la que se \ 


de la cantidad = 

introduce la — 

expulsa la 

(8) 

en el contenedor 

\ sustancia quimica/ 

\ sustancia quimica / 



Si y(t) es la cantidad de sustancia quimica que hay en el contenedor en el instante t, y V(t) 
es el volumen total de liquido en el contenedor en el instante t, entonces la velocidad de 
salida de la sustancia en el instante t es 


y(t) 

Velocidad de salida = jyj— • (tasa de flujo de salida) 

f concentracion en el 
— l contenedor en el instante t 


■ (tasa de flujo de salida). 


(9) 


De acuerdo con esto, la ecuacion (8) se transforma en 


dy 

dt 


(tasa a la que se introduce la sustancia) 


y(0 

v(t) 


• (tasa de flujo de salida). (10) 


Si, digamos, y se mide en libras, V en galones y t en minutos, las unidades de la ecuacion 
(10)son 

libras _ libras _ libras galones 

minutos minutos galones minutos' 


EJEMPLO 6 Tanque de almacenamiento en una refineria 

En una refineria de petroleo, un tanque de almacenamiento contiene 2000 galones de 
gasolina; al principio hay 100 libras de un aditivo disuelto en el fluido. Antes de la tern- 
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40 gal/min que contienen 2 lb/gal 



45 gal/min que contienen lb/gal 


FIGURA 9.7 El tanque de almacenamiento del ejemplo 6 
mezcla el llquido que entra con el almacenado para producir 
un llquido que sale. 


porada invernal, se bombea al tanque gasolina que contiene 2 lb de aditivo por galon, a 
razon de 40 gal/min. La solucion bien mezclada se bombea hacia afuera a una razon de 
45 gal/min. /.Cuanto aditivo esta en el tanque 20 minutos despues de que inicia el proce- 
so? (figura 9.7) 


Solucion Seay la cantidad (en libras) de aditivo que esta en el tanque en el instante /. 
Sabemos que y = 100 cuando t = 0. El numero de galones de gasolina y aditivo en la solu¬ 
cion en el tanque en cualquier instante t es 


Por lo tanto, 


Ademas, 


gal 


MY 


V(t) = 2000 gal + 40 - 41 14 min) 

° ' min mm / 


= (2000 - 5?) gal. 


Razon de entrada = 


yW 

V(t ) 


razon de salida 


y 


45 


2000 - 5 t 
45 y lb 

2000 — 5 1 min 


La razon de salida es 45 
gal/min y v = 2000 — 5t. 


Razon de entrada = ( 2 -^7 ] ( 40 -L— 
gal J \ mm 


= 80 


lb 

min ' 


Ecuacion (10) 


La ecuacion diferencial que modela el proceso de mezclado es 

dy 45v 

dt 2000 - 51 

en libras por minuto. 

Para resolver esta ecuacion diferencial, primero la escribimos en la forma estandar: 


dy 

dt 


+ 


45 

2000 - 5 t y 


= 80. 


En consecuencia, P{t) = 45/(2000 - 5t) y Q(t) = 80. 
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El factor integrante es 

v(t ) = e-f pdl = e /2000 

= e -91n(2000-5r) 2 000 - 5? > 0 

= (2000 - 5 ty 9 . 

A1 multiplicar ambos lados de la ecuacion estandar por v(t) e integrando ambos lados se 
obtiene, 


,2000 - 5,r> -(| + 200^U y) 

(2000 - 5ty 9 Y, + 45(2000 - 5 t)~ w y 
J t [(2000 - 5 t)~ 9 y\ 
(2000 - 5fT 9 _y 
(2000 - 5t)^y 


80(2000 - 5t)“ 


80(2000 - 5t)“ 


80(2000 - 5 1) 


-9 


80(2000 - 5t) -9 dt 


(2000 - 50“ 8 
8 °- (-8M-5) +C 


La solucion general es 


y = 2(2000 - 5 1) + C(2000 - 5/) 9 . 

Ya que y = 100 cuando t = 0, podemos determinar el valor de C: 

100 = 2(2000 - 0) + C(2000 - 0 ) 9 
c = 3900 

( 2000 ) 9 ' 

La solucion particular del problema de valor inicial es 

v = 2(2000 - 5 1) - / 3900 0 (2000 - 5t) 9 . 

(2000) 9 

La cantidad de aditivo 20 minutos despues de que inicie el bombeo es 

y( 20) = 2[2000 - 5(20)] - 9 [2000 - 5(20 )] 9 ~ 1342 1b. 


EJERCICIOS 9.2 _ 

Ecuaciones lineales de primer orden 

Resuelva las ecuaciones diferenciales de los ejercicios 1 a 14. 

dy dy 

1. x~r + y = e x , x > 0 2 . e x -j- + 2e x y = 1 

dx ■ dx 

, , , , senx . „ 

3. xy + 3y = — y~, x > 0 

x 

4. y' + (tan x)y = cos 2 x, —tt/I < x < 7 t /2 


dy 1 

5 - x Tx + 2y = 1 " ** 

6. (1 + x)y' + y = Vj 
8. e^y' + le^y = 2x 
... dy cosx 

10 - x n~-- 2 * 


"■ o-n ! s + ■>„- 


x > 0 

k 7. 2 y' = e x/2 + y 

9. xy' — y = 2x\nx 

x > 0 

l) 2 s = t + 1, t > 1 
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/7c 

12. (f + 1)^ + 2s = 3 (t + 1) + - ‘ t > -1 

dt (£ + 1 ) 

Hv 

13. sen 6 — + (cos 0)r = tan 6, 0 < 6 < 77-/2 

do 

14. tan + r — sen 2 (9, 0 < 6 < tt/2 

dd 

Resolucion de problemas de valor inicial 

Resuelva los problemas de valor inicial de los ejercicios 15 a 20. 

15. ^ + 2y=3, y( 0) = 1 


gal/min. La mezcla se mantiene uniforme mezclandola, y sale del 

tanque a razon de 4 gal/min. 

a. iA que razon entra sal (libras por minuto) al deposito en el 
instante ft 

b. ^Cual es el volumen de salmuera en el deposito en el instan¬ 
te ft 

c. lA que razon (libras por minuto) sale la sal del deposito en el 
instante ft 

d. Plantee y resuelva un problema de valor inicial que describa 
el proceso de mezclado. 

e. Determine la concentracion de sal en el deposito 25 minutos 
despues de iniciado el proceso. 


16. t-j~ t + 2 y = t\ t> 0, y( 2) = 1 

17. 0-jr + y = send, 6 > 0, y(-7r/2) = 1 

do 

= 2 

, AO) = 5 

20. -j —t- xy = x, y(0) = —6 

21. Resuelva el problema de valor inicial de crecimiento/decaimiento 
exponencial para y como funcion de t, considerando la ecuacion 
diferencial como una ecuacion lineal de primer orden con P(x) = 
-k y Q(x) = 0: 


18. e - 2y = d 3 sec d tan 0, d > 0, y(i r/3) 

do 

dy ~ p x 

19. (x + l)^- 2(x 2 + x)y = —;—-, x > — 1 

dx x + 1 


dy 

dt 


ky (k constante), y(0) = yo 


22. Resuelva el siguiente problema de valor inicial para u como fun¬ 
cion de t: 

^ + = 0 (ky m constantes positivas), m(0) = uo 


26. Problema de mezcla Un tanque, con capacidad de 200 galones, 
esta lleno hasta la mitad con agua destilada. En el instante t— 0, 
se introduce al tanque una solucion a razon de 0.5 lb/gal de 
concentrado, a razon de 5 gal/min, y la mezcla, revuelta perfecta- 
mente, se extrae a razon de 3 gal/min. 

a. ^,En que instante se llena el tanque? 

b. En el instante en que el tanque esta lleno, ^.cuantas libras de 
concentrado habra en el? 

27. Mezcla de fertilizante Un deposito contiene 100 galones de 
agua pura. Se introduce al tanque una solucion, que contiene 1 lb/ 
gal de fertilizante soluble para cesped, a razon de 1 gal/min, y la 
mezcla es bombeada fuera del tanque a razon de 3 gal/min. De¬ 
termine la cantidad maxima de fertilizante en el tanque y el ins¬ 
tante en que se alcanza ese maximo. 

28. Contaminacion eon monoxido de carbono En un inicio, la 
sala de conferencias de una compaiila tiene 4500 pies 3 de aire li- 
bre de monoxido de carbono. Empezando en el instante t = 0,el 
humo de cigarro, que contiene 4% de monoxido de carbono, se 
lanza a la sala, a razon de 0.3 pies 3 /min. Un ventilador en el techo 
mantiene el aire de la sala con buena circulacion, y el aire deja la 
sala a la misma velocidad de 0.3 pies 3 /min. Determine el tiempo 
en que la concentracion de monoxido de carbono en la sala llega 
a 0.01%. 


a. como una ecuacion lineal de primer orden. 

b. como una ecuacion separable. 


Teona y ejemplos 

23. ^Alguna de las ecuaciones siguientes es 
respuestas. 


a. x , 


1 


dx — x In I x I + C 


b. x 1 


24. ^.Alguna de las ecuaciones siguientes es 
respuestas. 


b. 


1 

COS X 1 
1 

cosx , 


cos x dx = tanx + C 


cos x dx = tanx + 


C 


correcta? Justifique sus 

\dx = x In | x | + Cx 
correcta? Justifique sus 


25. Mezcla de sal Un deposito contiene inicialmente 100 galones 
de salmuera en la que estan disueltas 50 lb de sal. Al deposito 
entra salmuera, que contiene 2 lb/gal de sal, a una razon de 5 


29. Corriente en un circuito RL cerrado ^Cuantos segundos, des¬ 
pues de que se cierra un circuito RL, le tomara a la corriente, i, 
alcanzar la mitad de su valor de estado estacionario? Observe que 
el tiempo depende de R y L, y no del voltaje que se aplique. 

30. Corriente en un circuito RL abierto Si en un circuito RL el 
interruptor se abre cuando el circuito alcanza su estado estaciona¬ 
rio, I = V/R, el decrecimiento de la corriente (graficada a conti- 
nuacion) satisface la ecuacion 

L ^ + Ri = 0, 
dt 

que es la ecuacion (5) con V = 0. 

a. Resuelva la ecuacion para expresar i como una funcion de t. 

b. ^Cuanto tiempo despues de que se abrio el circuito la corrien¬ 
te caera a la mitad de su valor original? 

c. Demuestre que el valor de la corriente es I/e cuando t = L/R. 
(El significado de este tiempo se explica en el ejercicio si¬ 
guiente). 
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31. Constantes de tiempo A1 numero L/R del circuito RL de la fi¬ 
gure 9.6, los ingenieros le llaman constante de tiempo. El signi- 
ficado de la constante de tiempo es que la corriente alcanzara 
95% de su valor final dentro de 3 constantes de tiempo a partir de 
que el circuito se cierra (figure 9.6). De esta manera, la constante 
de tiempo proporciona una medida de que tan rapido alcanzara su 
equilibrio un circuito. 

a. Determine el valor de i en la ecuacion (7) que corresponda a 
t — 3L/R^ y demuestre que es alrededor de 95% del valor es- 
tacionario I = V/R. 

b. ^Aproximadamente que porcentaje de la corriente en estado 
estacionario fluira en el circuito 2 constantes de tiempo a partir 
de que se cierre el interruptor (digamos, cuando t = 2 L/R)? 

32. Deduccion de la ecuacion (7) del ejemplo 5 

a. Demuestre que la solucion de la ecuacion 

d[ R . _ V 
dt + L l L 


c. Demuestre que i = V/R es una solucion de la ecuacion (6) y 
que i = satisface la ecuacion 


di R . 

Jt + L 1 = 0 - 


Biografia historica 


James Bernoulli 
(1654-1705) 


Una ecuacion diferencial de Bernoulli tiene la forma 

% + p Wy = GW*"- 

Observe que, si n = 0 o 1, la ecuacion de Bernoulli es lineal. 
Para otros valores de n, la sustitucion u = y 1 ^" transforma la 
ecuacion de Bernoulli en la ecuacion lineal 

% + (1 - n)P(x)u = (1 - n)Q(x). 


Por ejemplo, en la ecuacion 
dy 
dx 


L = e L 


tenemos n = 2, de modo que u = y 1-2 = y~ l y du/dx = 

— y~ 2 dv/dx. Entonces, dy/dx — —y 2 du/dx = —iC 1 du/dx. 
A1 sustituir en la ecuacion original se obtiene 


— u 


2 


du 

dx 


u 1 = e x u 2 


o, de manera equivalente. 


du 

dx 


+ 


u = — e 


—x 


es 


; = !+ Ce-w. 


Esta ultima ecuacion es lineal en la variable dependiente (des- 
conocida) u. 

Resuelva las ecuaciones diferenciales de los ejercicios 33 a 36. 


b. Despues utilice la condicion inicial j(0) = 0 para determinar el 
valor de C. Esto completa la deduccion de la ecuacion (7). 


33. / - y = ~y 2 
35. xy' + y = y~ 2 


34. y' — y = xy 2 
36. x 2 y' + 2xy = y 3 


9.3 


Metodo de Euler 


Biografia historica 

Leonhard Euler 
(1703-1783) 


Si no se necesita o no se puede determinar una solucion exacta para un problema de valor 
inicial y' = f(x,v),y(x o) = >'o, con frecuencia podemos utilizar una computadora para 
generar una tabla de valores numericos aproximados de y para valores de x en un intervalo 
apropiado. Tal tabla se denomina solucion numerica del problema, y el metodo por medio 
del cual la generamos se llama metodo numerico. Por lo general, los metodos numericos 
son rapidos y precisos, y suelen representar una alternativa util cuando las formulas exac- 
tas no son necesarias, no estan disponibles o son demasiado complicadas. En esta seccion 
estudiaremos uno de esos metodos numericos, denominado metodo de Euler, en el cual se 
basan muchos otros del mismo tipo. 

Metodo de Euler 

Dada una ecuacion diferencial dy/dx = f{x,y ) y una condicion inicial y(x 0 ) = Vo, pode¬ 
mos aproximar la solucion exacta y = y(x) por medio de su linealizacion 

L(x) = y(x 0 ) + y'(x 0 )(x - x 0 ) o L{x) = y 0 + f(x 0 ,y 0 )(x ~ x 0 ). 
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FIGURA 9.8 Linealizacion L(x) de 
y = y(x) en x = xo■ 



La funcion L(x) proporciona una buena aproximacion a la solucion y(x) en un intervalo 
pequeno alrededor de x 0 (figura 9.8). La base del metodo de Euler es colocar una cadena 
de linealizaciones para aproximar la curva en un intervalo de mayor longitud. A continua- 
cion vemos como funciona este metodo. 

Sabemos que el punto (x 0 , yo) esta en la curva solucion. Suponga que especificamos 
un nuevo valor para la variable independiente, como x\ = x 0 + dx . (Recuerde que 
dx = Ax en la definicion de diferenciales). Si el incremento dx es pequeno, entonces 

yi = L{x i) = yo + /Uo,yo) dx 

es una buena aproximacion al valor exacto y = y(xi). Asi, a partir del punto (xo,yo), 
que esta exactamente en la curva solucion, hemos obtenido el punto (xi, yi) , que esta muy 
cercano al punto (xi,y(xi)) en la curva solucion (figura 9.9). 

Por medio del punto (x b y ,) y la pendiente /(x i, yi) de la curva solucion que pasa por 
(x b yi), tomamos un segundo paso. Haciendo X 2 = x\ + dx, utilizamos la linealizacion de 
la curva que pasa por (x b y{) para calcula 

yi = yi + /(xi,yi) dx. 

Esto proporciona la siguiente aproximacion, (x 2 , y 2 ), para valores a lo largo de la curva so¬ 
lucion y=y(x) (figura 9.10). Continuando de esta manera, tomamos un tercer paso desde 
el punto (x 2 , y 2 ) con pendiente /(x 2 , y 2 ) para obtener la tercera aproximacion 

L 3 = yi + f(x 2 ,y 2 ) dx, 

y asi una y otra vez. Literalmente estamos construyendo una aproximacion a una de las so- 
luciones, siguiendo la direccion del campo de pendientes de la ecuacion diferencial. 

En la figura 9.10, los pasos se dibujaron en una escala mayor para ilustrar el proceso 
de construccion, de modo que la aproximacion parece muy burda. En la practica dx seria 
suficientemente pequena para hacer que la recta superior sea muy cercana a la curva en 
color azul y proporcione una buena aproximacion. 


FIGURA 9.9 El primer paso de Euler 
aproxima y(xi) con yi = L{x\). 


EJEMPLO 1 Uso deL metodo de Euler 

Determinar las primeras tres aproximaciones y\,y 2 yy 2 por medio del metodo de Euler pa¬ 
ra el problema de valor inicial 

y' = 1 + y, y(0) = L 

iniciando en x 0 = 0 y dx = 0. 1. 


y 



FIGURA 9.10 Tres pasos en la 
aproximacion de Euler a la solucion del 
problema de valor inicial 
y' = f(x,y),y(x 0 ) = yo - Cuando 
hacemos mas pasos, por lo comun los 
errores se acumulan, pero no en la forma 
exagerada en que se muestra aqul. 


Solucion Tenemos xo = 0, yo = l,xi = xo + dx = 0.1, x 2 = xo + 2 dx = 0.2, y 
X 3 = xo + 3 dx = 0.3. 

Primero : yi = yo + f(xo,yo) dx 

= yo + (1 + yo) dx 
= 1 + (1 + 1 )( 0 . 1 ) = 1.2 
Segundo: y 2 = yi + /(xi,yi) dx 

= yi + (1 4- yi) dx 
= 1.2 + (1 + 1.2) (0.1) = 1.42 
Tercero : y 2 = yi + f(x 2 ,y 2 ) dx 

= yi + (l + yi)dx 
= 1.42 + (1 + 1.42)(0.1) = 1.662 

El proceso paso a paso que se utilizo en el ejemplo 1 puede continuarse con facilidad. 
Por medio de valores igualmente espaciados para la variable independiente en la tabla, y 
generando n de ellos, se hace 

x\ = xo + dx 
x 2 = Xi + dx 


X n = X„-l + dx. 
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Despues se calculan las aproximaciones a la solucion, 

y 1 = yo + f(xo,yo ) 

= y i + /Ui, vi) dx 

Vn = y n - 1 + /Un-l, Jn-l) dx. 

El numero de pasos, «, puede ser tan grande como se quiera, pero los errores pueden 
acumularse si n es demasiado grande. 

El metodo de Euler es facil de implementar en una computadora o en una calculadora. 
Un programa de computadora genera una tabla de soluciones numericas para un problema 
de valor inicial, permitiendonos introducir x 0 y y 0 , el numero de pasos n y el tamano del 
paso, dx. Despues calcula los valores aproximados de la solucion yi,yi ,... ,y„ de manera 
iterativa, como se acaba de describir. 

A1 resolver la ecuacion separable del ejemplo 1, encontramos que la solucion exacta 
al problema de valor inicial es y = 2e x — 1. Utilicemos esta information en el ejemplo 2. 

EJEMPLO 2 Investigation de la precision del metodo de Euler 
Utilizar el metodo de Euler para resolver 

y' = i+y, y( o) = l, 

en el intervalo 0 s x s 1, iniciando en x 0 = 0 y tomando 

(a) dx = 0.1 

(b) dx = 0.05. 

Compare las aproximaciones con los valores de la solucion exacta y = 2e x — 1. 

Solucion 

(a) Usamos una computadora para generar los valores aproximados de la tabla 9.1. La co- 
lumna “Error” se obtuvo restando lo valores de Euler de los valores obtenidos con 
la solucion exacta, ambos sin redondear. Despues todas las entradas se redondearon a 
cuatro decimales. 


TABLA 9.1 

Solucion de Euler para y' = l 
y(0) = l, tamano del paso dx 

T—1 

^ O 

+ II 

X 

y (Euler) y (exacta) 

Error 

0 

1 

1 

0 

0.1 

1.2 

1.2103 

0.0103 

0.2 

1.42 

1.4428 

0.0228 

0.3 

1.662 

1.6997 

0.0377 

0.4 

1.9282 

1.9836 

0.0554 

0.5 

2.2210 

2.2974 

0.0764 

0.6 

2.5431 

2.6442 

0.1011 

0.7 

2.8974 

3.0275 

0.1301 

0.8 

3.2872 

3.4511 

0.1639 

0.9 

3.7159 

3.9192 

0.2033 

1.0 

4.1875 

4.4366 

0.2491 
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FIGURA 9.11 La grafica de y = 2e x — 1 
sobrepuesta en un diagrama de las 
aproximaciones de Euler que se muestran 
en la tabla 9.1 (ejemplo 2). 


Cuando se llega ax = 1 (despues de 10 pasos), el error relativo porcentual es de 
casi 5.6%. En la figura 9.11 se muestra una grafica de la curva de la solucion exacta 
con un diagrama de dispersion de los puntos de Euler de la tabla 9.1. 

(b) Una forma de tratar de reducir el error consiste en disminuir el tamano del paso. La 
tabla 9.2 muestra los resultados y sus comparaciones con la solucion exacta cuando 
disminuimos el tamano del paso a 0.05, duplicando el numero de pasos a 20. Como en 
la tabla 9.1, todos los calculos se realizan antes de redondear. Esta vez, cuando se lle¬ 
ga ax = 1, el error relativo porcentual es solo de aproximadamente 2.9%. 


TABLA 9.2 

Solucion de EuLer de y' = 1 + 

y- 


y(o) = 

l, tamano del paso dx 

= 0.05 

X 

y (Euler) y (exacto) 

Error 

0 

1 

1 

0 

0.05 

1.1 

1.1025 

0.0025 

0.10 

1.205 

1.2103 

0.0053 

0.15 

1.3153 

1.3237 

0.0084 

0.20 

1.4310 

1.4428 

0.0118 

0.25 

1.5526 

1.5681 

0.0155 

0.30 

1.6802 

1.6997 

0.0195 

0.35 

1.8142 

1.8381 

0.0239 

0.40 

1.9549 

1.9836 

0.0287 

0.45 

2.1027 

2.1366 

0.0340 

0.50 

2.2578 

2.2974 

0.0397 

0.55 

2.4207 

2.4665 

0.0458 

0.60 

2.5917 

2.6442 

0.0525 

0.65 

2.7713 

2.8311 

0.0598 

0.70 

2.9599 

3.0275 

0.0676 

0.75 

3.1579 

3.2340 

0.0761 

0.80 

3.3657 

3.4511 

0.0853 

0.85 

3.5840 

3.6793 

0.0953 

0.90 

3.8132 

3.9192 

0.1060 

0.95 

4.0539 

4.1714 

0.1175 

1.00 

4.3066 

4.4366 

0.1300 


En el ejemplo 2, podriamos haber intentado reducir el tamano del paso aun mas para 
obtener una precision mayor. Sin embargo, cada calculo extra no solo requiere de tiempo 
adicional de calculo sino, lo mas importante, agrega errores de redondeo debido a las re- 
presentaciones aproximadas de los numeros dentro de la computadora. 

El analisis del error y la investigation de los metodos para reducirlo cuando hacemos 
calculos numericos son importantes, pero son propios de un curso mas avanzado. Existen 
metodos numericos mas precisos que el de Euler, como podremos ver en un estudio poste¬ 
rior de ecuaciones diferenciales. A continuation analizaremos una mejora del mismo. 
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Biografia historica 

Carl Runge 
(1856-1927) 


Metodo de Euler mejorado 

Podemos mejorar el metodo de Euler tomando un promedio de dos pendientes. Primero 
estimamos v„ como en el metodo de Euler original, pero la denotamos mediante z n . Luego, 
en el siguiente paso tomamos el promedio de f{x n -i,y„-\) y f(x n ,z„) en lugar de 
y„~ i). Asi, calculamos la siguiente aproximacion y„ usando 


Zn = y n - 1 + f(x n -i,y„- 1 ) dx 

f{x n -\,y„-i) + f(x n ,z n ) 


y„ = y n -1 + 


dx. 


EJEMPLO 3 Investigacion de la precision del metodo de Euler mejorado 
Utilizar el metodo de Euler mejorado para resolver 

y' = l+y, p(0) = 1, 

en el intervalo 0 < x < 1, comenzando en x 0 = 0 y tomando dx = 0.1. Compare las 
aproximaciones con los valores de la solucion exacta y = 2e x — 1. 

Utilizamos una computadora para generar los valores aproximados de la tabla 
9.3. La columna “Error” se obtiene restando los valores del metodo de Euler mejorado, de 
los valores obtenidos con la solucion exacta, ambos sin redondear. Despues, todas las en- 
tradas se redondean a cuatro decimales. 


TABLA 9.3 

Solucion con Euler mejorado para 
y' = 1 + y, y(0) = 1, tamano del paso 
dx = 0.1 

X 

y (Euler 
mejorado) 

y (exacta) 

Error 

0 

1 

1 

0 

0.1 

1.21 

1.2103 

0.0003 

0.2 

1.4421 

1.4428 

0.0008 

0.3 

1.6985 

1.6997 

0.0013 

0.4 

1.9818 

1.9836 

0.0018 

0.5 

2.2949 

2.2974 

0.0025 

0.6 

2.6409 

2.6442 

0.0034 

0.7 

3.0231 

3.0275 

0.0044 

0.8 

3.4456 

3.4511 

0.0055 

0.9 

3.9124 

3.9192 

0.0068 

1.0 

4.4282 

4.4366 

0.0084 


Para el momento en que llegamos a x = 1 (despues de 10 pasos), el error relativo es 
aproximadamente de 0.19%. 

Comparando las tablas 9.1 y 9.3, vemos que el metodo de Euler mejorado es conside- 
rablemente mas preciso que el metodo de Euler regular, al menos para el problema de valor 
inicial y' = 1 + y, y(0) = 1. 
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EJEMPLO 4 Revision del tanque de aLmacenamiento en una refineria 

En el ejemplo 6, seccion 9.2, vimos un problema que incluia un deposito de gasolina de 
2000 galones, al que entraba una mezcla de aditivo, la cual se bombeaba simultaneamente. 
El analisis produjo el problema de valor inicial 

dy 45y 

* = 8 °- 2000 ^’ ^ 0) = 100 

en dondey(f) es la cantidad de aditivo que hay en el tanque en el instante t. En ese ejemplo 
se pidio encontrary(20). Por medio del metodo de Euler con un incremento de dt = 0.2 (o 
100 pasos), se obtienen las aproximaciones 

y(0.2) « 115.55, y(0.4) « 131.0298,... 

efinalizando con y(20) ~ 1344.3616. El error relativo a la solucion exacta y(20) = 1342, 
es aproximadamente de 0.18%. 


EJERCICIOS 9.3 _ 

Calculo de aproximaciones de Euler 

En los ejercicios 1 a 6, utilice el metodo de Euler para calcular las pri- 
meras tres aproximaciones al problema de valor inicial dado, para el 
tamano de incremento dado. Calcule la solucion exacta e investigue la 
precision de sus aproximaciones. Redondee sus resultados a cuatro 
decimales. 

1. / = 1 - y(2) = -1, dx = 0.5 

2. y' = x( 1 — y), y( 1) = 0, dx = 0.2 

3. y' = 2xy + 2 y, y(0) = 3, dx = 0.2 

4. y' = y 2 (l + 2x), y(—1) =1, dx = 0.5 

5. y' = 2xe^, y(0) = 2, dx = 0.1 

6. y' = y + e x — 2, y(0) = 2, dx — 0.5 

7. Utilice el metodo de Euler con dx = 0.2 para estimar y( 1), si 
y = yyy(0) = 1. ^Cual es el valor exacto dey(l)? 

8. Utilice el metodo de Euler con dx = 0.2 para estimar y(2), si 
y = y/x y y( 1) = 2. ^Cual es el valor exacto de y(2)? 

9. Utilice el metodo de Euler con dx = 0.5 para estimar v(5), si 
y' = y 2 /Vx y y( 1) = — 1. ^Cual es el valor exacto de y(5)? 

10. Utilice el metodo de Euler con dx = 1/3 para estimar y(2), si 
U = y — e 2x y y(0) = 1. ^Cual es el valor exacto de y(2)? 

Metodo de Euler mejorado 

En los ejercicios 11 y 12, use el metodo de Euler mejorado para calcular 
las primeras tres aproximaciones al problema de valor inicial. Compa¬ 
re las aproximaciones con los valores de la solucion exacta. 

11. y' = 2y(x + 1), y(0) = 3, dx = 0.2 
(Vea el ejercicio 3 para la solucion exacta). 

12. y' = x(l - y), y(l) = 0, dx = 0.2 
(Vea el ejercicio 2 para la solucion exacta). 


EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 

Metodo de Euler 

En los ejercicios 13 a 16, utilice el metodo de Euler con el tamano de 
paso especificado para estimar el valor de la solucion en el punto da¬ 
do, x . Determine el valor de la solucion exacta en x . 

13. y' = 2xe^, y(0) = 2, dx = 0.1, x* = 1 

14. y' = y + e x — 2, y(0) — 2, dx = 0.5, x* = 2 

15. y' = \/x/y, y > 0, y(0) =1, dx = 0.1, x * = 1 

16. y' = 1 + y 2 , y(0) = 0, dx = 0.1, x" = I 

En los ejercicios 17 y 18, (a) determine la solucion exacta del proble¬ 
ma de valor inicial. Luego compare la precision de la aproximacion 
con y(x ) usando el metodo de Euler e iniciando en Xq con el tamano 
del paso (b) 0.2, (c) 0.1 y (d) 0.05. 

17. y' = 2y 2 (x - 1), y(2) = -1/2, x 0 = 2, x* = 3 

18. y' = y — 1, y(0) = 3, Xo = 0, x* = 1 

Metodo de Euler mejorado 

En los ejercicios 19 y 20, compare la precision de la aproximacion con 
y(x ) usando el metodo de Euler mejorado, comenzando en x 0 con ta¬ 
mano del paso 

a. 0.2 b. 0.1 c. 0.05 

d. Describa que le sucede al error cuando disminuye el tamano 
del paso. 

19. y' = 2y 2 (x - 1), y(2) = -1/2, x 0 = 2, x* = 3 
(Vea el ejercicio 17 para obtener la solucion exacta). 

20. y' = y — 1, y(0) = 3, x 0 = 0, x* = 1 

(Vea el ejercicio 18 para obtener la solucion exacta). 
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Exploradon grafica de ecuaciones diferenciales 


trace la aproximacion de Euler para la grafica que obtuvo en el 
inciso (d). 


Utilice un software matematico para investigar de manera grafica cada 
una de las ecuaciones diferenciales de los ejercicios 21a 24. Realice 
los pasos siguientes en su investigacion. 


f. Repita el inciso (e) para 8, 16 y 32 subintervalos. Trace estas 
tres aproximaciones de Euler superpuestas en la grafica del 
inciso (e). 


a. Trace un campo de pendientes para la ecuacion diferencial en la 
ventana xy dada. 


g. Determine el error (v(exacta) - v(Euler)) en el punto especifica- 
do x — b para cada una de sus cuatro aproximaciones de Euler. 
Analice la mejora en el error porcentual. 


b. Determine la solucion general de la ecuacion diferencial por me¬ 
dio de la funcion para solucionar ecuaciones diferenciales de su 
software matematico. 


21. y' = x + y, y(0) = -7/10; -4 < x < 4, -4 < y < 4; 

b = 1 


c. Grafique las soluciones para los valores de la constante arbitraria 
C = —2, —1,0, 1,2 superpuestas en su diagrama de campo de 
pendientes. 


22. / = -x/y, y(Q) = 2; -3 < x < 3, -3 < y < 3; b = 2 


d. Determine y grafique la solucion que satisface la condicion ini- 
cial especificada en el intervalo [0, b\. 


23. Una ecuacion logistica y' - y(2 - y), y(0) = 1/2; 
0<x<4, 0 < y < 3; b = 3 


e. Determine la aproximacion numerica de Euler a la solucion del 
problema de valor inicial con 4 subintervalos del intervalo en x, y 


24. y' = (sen.t)(seny), y(0) = 2; -6 £ i £ 6, — 6 £ y £ 6 

b = 37r/2 




Soluciones graficas de ecuaciones diferenciales autdnomas 


En el capitulo 4 aprendimos que el signo de la primera derivada indica en que parte es cre- 
ciente la grafica de una funcion y en donde es decreciente. El signo de la segunda derivada 
indica la concavidad de la grafica. Podemos fundamentar nuestro conocimiento de como 
las derivadas determinan la forma de una grafica para resolver, de manera grafica, una 
ecuacion diferencial. Las ideas iniciales para hacerlo asi, son las nociones de la line a de 
fase y el valor de equilibria. Llegamos a estas nociones con la investigacion de lo que su- 
cede cuando la derivada de una funcion diferenciable es cero desde un punto de vista dife- 
rente al estudiado en el capitulo 4. 

Valores de equilibrio y li'neas de fase 

Cuando derivamos de manera implicita la ecuacion 


y In (5 y — 15) = x + 1 


obtenemos 



Al despejar y' = dy/dx encontramos y' = 5y — 15 = 5(y — 3). En este caso la deriva¬ 
da y' es una funcion de v (la variable dependiente) unicamente, y es cero cuando y = 3. 

Una ecuacion diferencial para la que dy/dx solo es funcion de y se denomina ecuacion 
diferencial autonoma. Investigue que sucede cuando la derivada en una ecuacion autono¬ 
ma es cero. 


DEFINICION Valores de equilibrio 

Si dy/dx = g(y) (ecuacion diferencial autonoma), los valores de y para los que 

dy/dx = 0 se denominan valores de equilibrio o puntos de reposo. 
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De esta manera, los valores de equilibrio son aquellos en los que no ocurre cambio en 
la variable dependiente, por lo que y esta en reposo. El hincapie se hace en el valor de y 
en donde dy/dx = 0, no en el valor de x, como estudiamos en el capltulo 4. 

EJEMPLO 1 Determinacion de valores de equilibrio 

Los valores de equilibrio para la ecuacion diferencial autonoma 

tx = {y+ 1)( - v " 2) 


son y = — 1 yy = 2. m 

A fin de construir una solucion grafica para una ecuacion diferencial autonoma como 
la del ejemplo 1, primero hacemos una linea de fase para la ecuacion, una grafica en el eje 
y que muestre los valores de equilibrio junto con los intervalos en donde dy/dx y d 2 y/dx 2 
son positivos y negativos. Entonces, sabemos en donde son crecientes y decrecientes 
las soluciones, y cual es la concavidad de las curvas solucion. Estas son las caracteristicas 
esenciales que encontramos en la seccion 4.4, de manera que podemos determinar las for¬ 
mas de las curvas solucion sin tener que determinar las formulas para ellas. 

EJEMPLO 2 Como dibujar una linea de fase y bosquejar las curvas solucion 
Dibujar una linea de fase para la ecuacion 

f x = (y+ 1)(v - 2 ) 

y utilizarla para bosquejar las soluciones de la ecuacion. 


Solucion 

1. Dibuje una recta numerica para y y marque los valores de equilibrio y = -1 y y = 2, 
en donde dy/dx = 0. 


-<•>-<•)-> y 

-1 2 


2. Identifique y marque los intervalos en donde y' > 0 y y' < 0. Este paso se parece al 
que hicimos en la seccion 4.3, solo que ahora marcamos el eje v en lugar del eje x. 


i i 

i i 

i i 

y' > 0 ! y' <0 ! y'>0 

— : -<*>- : -<•>-►J’ 

-1 2 

Podemos concentrar la informacion acerca del signo de y' en la misma linea de 
fase. Como y' > 0 en el intervalo a la izquierda de v = — 1, una solucion de la ecua¬ 
cion diferencial con valor de y menor que -1 crecera hacia y = — 1. Mostramos esta 
informacion dibujando una flecha en el intervalo que apunta hacia -1. 

-*■-►- < 9 > --•-®—•-* * 

-1 2 

De manera similar, y' < 0 entre y = -1 y y = 2, de modo que cualquier solucion 
con un valor en este intervalo disminuira hacia y = -1. 
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Para y > 2, tenemos y' > 0, asi que una solucion con un valor de y mayor que 2 
aumentara desde all! y sin cota. 

En resumen, las curvas solucion por debajo de la recta horizontal y = -1 en el piano 
xy ascienden hacia y = -l. Las curvas solucion entre las rectas y = -1 yy = 2 descienden 
de y = 2 hacia y = — 1. Las curvas solucion por arriba de y = 2 ascienden desde y = 2 
y se mantienen creciendo. 

3. Calcule y" y marque los intervalos en donde y" > 0 y y" < 0. Para determinar y", 
derivamos y' respecto de x, por medio de diferenciacion implicita. 

y' = (y + 1 ){y — 2) = y 2 — y — 2 Formula para v'.... 

_ ry , _ , derivada impHcitamen- 

^ te respecto de x. 

= (2 y - 1 )y' 

= (2 y ~ 1 )(y + 1 ){y - 2). 


A partir de esta formula, vemos que y" cambia de signo en y = — 1 ,y = 1/2, y 
y = 2. Agregamos la informacion del signo a la linea de fase. 

y' > 0 i y' < 0 i y' < 0 I y'>0 

y" < 0 [ y" >0 [ y" < 0 [ y" > 0 


-1 I 2 

2 


y 



FIGURA 9.12 Soluciones graficas del 
ejemplo 2, incluyendo las rectas 
horizontales y = -1 y y = 2, que pasan 
por los valores de equilibrio. 


4. Bosqueje una coleccion de curvas solucion en el piano xy. Las rectas horizontales 
y = — 1 ,y = \/2yy = 2 dividen el piano en bandas horizontales en las que conocemos 
los signos de y' y y" . En cada banda, esta informacion nos dice si las curvas solucion 
ascienden o descienden y cual es su curvatura cuando x aumenta (figura 9.12). 

Las “lineas de equilibrio” y = —1 y y = 2 tambien son curvas solucion. (Las fun- 
ciones constantes y = - 1 y y = 2 satisfacen la ecuacion diferencial). Las curvas so¬ 
lucion que cruzan la recta y = 1/2 tienen un punto de inflexion alii. La concavidad 
cambia de concava hacia abajo (arriba de la recta) a concava hacia arriba (abajo de la 
recta). 

Como se dijo en el paso 2, las soluciones en las bandas central e inferior se apro- 
ximan al valor de equilibrio y = — 1 cuando x aumenta. Las soluciones en la banda 
superior ascienden constantemente, alejandose del valor y = 2. 

Equilibrio estable y equilibrio inestable 

Vea la figura 9.12 y fijese, sobre todo, en el comportamiento de las curvas solucion cerca 
de los valores de equilibrio. Una vez que una curva solucion tiene un valor cercano a v = -l, 
tiende de manera asintotica hacia ese valor; y = -1 es un equilibrio estable. El comporta¬ 
miento cerca de y = 2 es justamente lo opuesto; todas las soluciones, excepto la solucion 
de equilibrio y = 2 se mueven alejandose de ella conforme x aumenta. Llamamos a y = 2 
un equilibrio inestable. Si la solucion esta en ese valor, alii permanece, pero si esta fuera 
por cualquier cantidad, no importa que tan pequena, se aleja de el. (En ocasiones un valor 
de equilibrio es inestable porque una solucion se aleja de ella solo por uno de los lados del 
punto). 

Ahora que sabemos lo que buscamos, podemos ver el comportamiento en la linea de 
fase inicial. Las flechas se alejan de y = 2 y, una vez que estan a la izquierda de y = 2, se 
dirigen hacia y = -1 . 
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f >o 

dt 




dH 

dt 


< 0 


~H 


15 


FIGURA 9.13 Primer paso en la 
construction de la llnea de fase para la ley 
de enfriamiento de Newton del ejemplo 3. 
A la larga, la temperatura tiende al valor de 
equilibrio (la del medio que lo rodea). 


dH . 

7/T >0 


d z H 
dt 2 


<0 


15 


dH . 

7/T <0 


d 2 H 
dt 2 


> 0 


*H 


FIGURA 9.14 La linea de fase completa 
para la ley de enfriamiento de Newton 
(ejemplo 3). 


H 



FIGURA 9.15 Temperatura contra 
tiempo. Sin importar la temperatura initial, 
la temperatura del objeto, H(t), tiende 
hacia 15°C, la temperatura del medio que 
lo rodea. 


A continuation se presentan varios ejemplos aplicados para los que podemos bosque- 
jar una familia de curvas solution para la ecuacion diferencial por medio del metodo del 
ejemplo 2. 

En la section 7.5 resolvimos de manera analitica la ecuacion diferencial 


dH 

dt 


-k(H - H s ), 


k > 0 


que modela la ley de enfriamiento de Newton. Aqui, H es la temperatura (cantidad de ca- 
lor) de un objeto en el instante t, y H s es la temperatura constante del entorno que rodea al 
objeto. Nuestro primer ejemplo utiliza un analisis de linea de fase para ilustrar el compor- 
tamiento grafico de este modelo de temperatura sobre el tiempo. 


EJEMPLO 3 Enfriando La sopa 

qQue le sucede a la temperatura de la sopa cuando un tazon de sopa caliente se coloca so¬ 
bre una mesa en una habitation? Sabemos que la sopa se enfria, pero, ,',c6mo se ve una 
curva tipica de la temperatura como una funcion del tiempo? 

Solution Suponga que el medio ambiente tiene una temperatura constante de 15°C. 
Entonces podemos expresar la diferencia de temperaturas como H(t) - 15. Suponiendo 
que H es una funcion diferenciable del tiempo t, de acuerdo con la ley de enfriamiento de 
Newton existe una constante de proporcionalidad k > 0 tal que 

f = - 15 > <‘> 

(menos k para obtener una derivada negativa cuando H > 15). 

Como dH/dt = 0 en H = 15, la temperatura 15°C es un valor de equilibrio. Si 
H > 15, la ecuacion (1) indica que (II — 15) > 0 y dH/dt < 0. Si el objeto esta mas ca¬ 
liente que la habitation, se enfriara. De manera similar, si II < 15 entonces {H — 15) < 0 
y dH/dt > 0. Un objeto mas frio que la habitation se calentara. Asi, el comportamiento 
descrito por medio de la ecuacion (1) coincide con nuestra intuition respecto a como debe 
comportase la temperatura. Estas observaciones se capturan en el diagrama de linea de fa¬ 
se initial de la figura 9.13. El valor H = 15 es un equilibrio estable. 

Determinamos la concavidad de las curvas solution, derivando ambos lados de la 
ecuacion (1) respecto de t: 

1(f) =!<-«*-U» 

d 2 H = ,dH 
dt 2 dt ■ 

Como —k es negativa, vemos que d 2 H/dt 2 es positiva cuando dH/dt < 0, y negativa 
cuando dH/dt > 0. La figura 9.14 agrega esta information a la linea de fase. 

La linea de fase completa, muestra que si la temperatura del objeto esta por arriba del 
valor de equilibrio de 15°C, la grafica de If(t) disminuira y sera concava hacia arriba. Si la 
temperatura esta por abajo de 15°C (la temperatura del medio ambiente), la grafica de H{t) 
aumentara y sera concava hacia abajo. Utilizamos esta information para bosquejar curvas 
solution tipicas (figura 9.15). 

Con base en la curva solution superior de la figura 9.15, vemos que cuando el objeto 
se enfria, la razon a la que lo hace disminuye, ya que dH/dt se aproxima a cero. Esta ob¬ 
servation esta implicita en la ley de enfriamiento de Newton, y forma parte de la ecuacion 
diferencial, pero el aplanamiento de la grafica cuando el tiempo avanza proporciona una 
representation visual inmediata del fenomeno. La capacidad para discernir sobre el com¬ 
portamiento fisico de las graficas es una herramienta poderosa para la comprension de sis- 
temas reales. 
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EJEMPLO 4 Analisis de La calda de un cuerpo que enfrenta una fuerza de resistencia 

Galileo y Newton observaron que la razon de cambio en el momento (o momentum) encon- 
trado por un objeto movil es igual a la fuerza neta aplicada a el. En terminos matematicos, 

F= dt {mV ) (2) 

donde F es la fuerza y my v la masa y la velocidad del objeto. Si m varia con el tiempo, 
como cuando el objeto es un cohete que quema combustible, el lado derecho de la ecua¬ 
cion (2) se expande a 


F r 


= kv 

i 



y positiva 


v 


F p = mg 


dv . dm 

m —r v —r- 

dt dt 

utilizando la regia del producto. Sin embargo, en muchas situaciones, m es constante, 
dm/dt = 0, y la ecuacion (2) toma la forma mas sencilla 

F=m^oF=ma, (3) 

conocida como la segunda ley de movimiento de Newton. 

En caida libre, la aceleracion constante debida a la gravedad se denota mediante g, y 
la fuerza que actua hacia abajo en el cuerpo que cae es 

F P = mg, 


FIGURA 9.16 Un objeto que cae bajo la 
influencia de la gravedad con fuerza de 
resistencia, que se supone es proporcional 
a la velocidad. 


la propulsion debida a la gravedad. Sin embargo, si consideramos un objeto real que cae 
en el aire, digamos una moneda que cae desde una gran altura o un paracaidista que des- 
ciende de una altura aun mayor, sabemos que la resistencia del aire es un factor que afecta 
la velocidad de la caida. Un modelo mas realista de la caida libre incluiria la resistencia al 
aire, mostrada como una fuerza F r en el diagrama de la figura 9.16. 

Para velocidades bajas, por debajo de la velocidad del sonido, los experimentos fisi- 
cos han demostrado que F r es aproximadamente proporcional a la velocidad del cuerpo. 
Por lo tanto, la fuerza neta sobre el objeto que cae es 


con lo que se obtiene, 


F=F p - F r , 


dt 


>0 


i 

i 



mg 

k 


dv „ 

Fk <0 


FIGURA 9.17 Linea de fase inicial para 
el ejemplo 4. 


m 


dv 

dt 


= mg — kv 


dv k 

ht ~ 8 ~ ™ v - 


(4) 


Podemos utilizar la linea de fase para analizar las funciones de velocidad que resuelven es- 
ta ecuacion diferencial. 

El punto de equilibrio, obtenido haciendo el lado derecho de la ecuacion (4) igual a 
cero, es 


= "t? 
k • 


Si, en un inicio, el cuerpo se esta moviendo mas rapido que esto, dv/dt es negativa y el 
cuerpo aminora la velocidad. Si el cuerpo se mueve a una velocidad por debajo de mg/k, 
entonces dv/dt > 0 y el cuerpo aumenta su velocidad. Estas observaciones se capturaron 
en el diagrama inicial de linea de fase de la figura 9.17. 

Determinamos la concavidad de las curvas solucion por medio de la derivacion de 
ambos lados de la ecuacion (4) respecto de t: 

d 2 v _ d I k ) - k dv 

^dt I ~Jt [ 8 m v )~ mYf 
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dv _ 

dT >0 

d 2 v 

— T < 0 
dt 2 

^>0 
dt 2 


(•; m, m > 

mg 


k 

FIGURA 9.18 

Linea de fase completa 


para el ejemplo 4. 


Vemos que d 2 v/dt 2 < 0 cuando v < mg/k y d 2 v/dt 2 > 0 cuando v > mg/k. La figura 
9.18 anade esta informacion a la linea de fase. Observe la similitud que tiene esta llnea de 
fase con la de la ley de enfriamiento de Newton (figura 9.14). Las curvas solucion tambien 
son similares (figura 9.19). 

La figura 9.19 muestra dos curvas solucion tipicas. Sin importar la velocidad inicial, 
vemos que la velocidad del cuerpo tiende al valor limite v = mg/k. Este valor, un punto 
de equilibrio estable, se denomina velocidad limite del cuerpo. Los paracaidistas pueden 
variar su velocidad terminal de 95 mph a 180 mph cambiando la cantidad del area del 
cuerpo que se opone a la caida 


EJEMPLO 5 Analisis del crecimiento poblacional en un ambiente Limitado 


V 



FIGURA 9.19 Curvas tipicas de velocidad 
del ejemplo 4. El valor v = mg/k es la 
velocidad terminal. 


En la section 7.5 examinamos el crecimiento poblacional por medio del modelo de cam- 
bio exponencial. Esto es, si P representa el numero de individuos y no consideramos las 
salidas y las llegadas, entonces 


dP 

dt 


= kP , 


(5) 


donde k > 0 es la tasa de nacimiento menos la tasa de mortalidad por individuo por uni- 
dad de tiempo. 

Como el ambiente natural solo tiene un numero limitado de recursos para sustentar la 
vida, es razonable suponer que solo una poblacion maxima Mpuede alojarse en el. Cuando 
la poblacion se aproxima a esta poblacion limite o capacidad de sustentacion, los recursos 
se vuelven menos abundantes y la tasa de crecimiento k disminuye. Una relation sencilla 
que exhibe este comportamiento es 


k= r{M - P), 


donde r > 0 es una constante. Observe que k disminuye cuando P aumenta hacia M, y que 
k es negativa si P es mayor que M. Sustituyendo k por r(M — P) en la ecuacion (5) se ob- 
tiene la ecuacion diferencial 


I 

I 

I 



0 


§>» 


dP 

dt 


<0 


M 


FIGURA 9.20 Linea de fase inicial para 
la ecuacion 6. 


dP n 

7 / 7 >0 


d~P 

dt 2 


> 0 


d/p 

dt 2 


<0 


dP . 

7/T <0 


M 

2 


d 2 P 

dt 2 


>0 


FIGURA 9.21 Linea de fase terminada 
para el crecimiento logistico (ecuacion 6). 


' u = r(M - P)P = rMP - rP 2 . 


( 6 ) 


El modelo dado por la ecuacion (6) se conoce como crecimiento logistico. 

Podemos pronosticar el comportamiento de la poblacion durante el tiempo analizando 
la linea de fase para la ecuacion (6). Los valores de equilibrio son P = MyP = 0,y pode¬ 
mos ver que dP/dt >0si0<l D <My dP/dt < 0 si P > M. Estas observaciones se 
registraron en la linea de fase en la figura 9.20. 

Determinamos la concavidad de las curvas de poblacion derivando ambos lados de la 
ecuacion (6) respecto de t: 


d 2 P 
dt 2 


- 2 rP^f 

dt dt 

r(M-2P>§. 


(7) 


Si P = M/2 , entonces d 2 P/dt 2 = 0. Si P < M/2 , entonces ( M — 2P) y dP/dt son positi- 
vas y d 2 P/dt 2 > 0. Si M/2 < P < M, entonces ( M — 2P) < 0, dP/dt > 0, y d 2 P/dt 2 
< 0. Si P > M, entonces tanto (M — 2P) como dP/dt son negativas y d 2 P/dt 2 > 0. 
Agregamos esta informacion a la linea de fase (figura 9.21). 
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Las rectas P = M/2 y P = M dividen al primer cuadrante del piano tP en bandas ho- 
rizontales en las que conocemos los signos de dP/dt y d 2 P/dt 2 . En cada banda, sabemos 
como ascienden y descienden las curvas solucion y como es su concavidad conforme pasa 
el tiempo. Las rectas de equilibrio P = 0 y P = M son curvas de poblacion. Las curvas 
de poblacion cruzan la recta P = M/2 tienen un punto de inflexion alii, dandoles una for¬ 
ma sigmoidea (curvadas en dos direcciones como una letra S). La figura 9.22 muestra 
curvas tipicas de poblacion. 


p 



FIGURA 9.22 Curvas de poblacion del ejemplo 5. 


EJERCICIOS 9.4 


Lineas de fase y curvas solucion 

En los ejercicios 1 a 8 , realice lo que se pida. 


a. Identifique los valores de equilibrio. ^Cuales son estables y 
cuales son inestables? 

b. Construya una linea de fase. Identifique los signos de y' y y" . 

c. Haga un bosquejo de las curvas solucion. 


'■ ! - U + 2)0 - 3) 

- d y 3 

3 - Tx = - v " > 

5. / = Vy, y > 0 

7. / = (y - 1)0, - 2)(y - 3) 


dy , 

2. — = y 2 — 4 
dx 

dy i 

*-Tx=y~ 2 y 

6 . y' = y — Vy, y > 0 

8 . y' = y 3 - y 2 


Modelos de crecimiento poblacional 

Las ecuaciones diferenciales autonomas de los ejercicios 9 a 12 repre- 
sentan modelos para crecimiento poblacional. Para cada ejercicio, uti- 
lice un analisis de linea de fase para hacer un bosquejo de las curvas 
solucion para P(t), seleccionando diferentes valores de inicio, P{ 0) 
(como en el ejemplo 5). (.Cuttles equilibrios son estables y cuales son 
inestables? 


13. Catastrofica continuation del ejemplo 5 Suponga que una 
poblacion saludable de alguna especie crece en una ambiente li- 
mitado y que la poblacion actual, P 0 , esta bastante cercana a la ca- 
pacidad de sustentacion M 0 . Tal situation podria presentarse, por 
ejemplo, en una poblacion de peces que viven en un lago de agua 
dulce en un parque natural. Repentinamente, una catastrofe, como 
la eruption volcanica del monte Santa Elena, contamina el lago y 
destruye una parte significativa del alimento y el oxigeno de los 
que dependen los peces. El resultado es un nuevo ambiente con 
una capacidad de sustentacion M h es decir, considerablemente 
menor que M 0 y, de hecho, menor que la poblacion actual, P 0 . Ini- 
ciando en algun instante antes de la catastrofe, haga un bosquejo 
de una curva “antes y despues” para ilustrar la manera en que la 
poblacion de peces responde al cambio en el ambiente. 

14. Control de una poblacion El departamento de caza y pesca de- 
portivas de cierto estado planea emitir permisos de caza para con- 
trolar la poblacion de venados (un ciervo por permiso). Se sabe 
que si la poblacion de venados cae por debajo de cierto nivel m, la 
especie se extinguira. Tambien se sabe que si la poblacion de vena¬ 
dos crece por arriba de la capacidad de sustentacion M, la poblacion 
se reducira a M, a consecuencia de enfermedades y mala nutricion. 
a. Analice la sensatez del modelo siguiente para calcular la tasa 

de crecimiento de la poblacion de venados como una funcion 
del tiempo: 


9. 


dP 

dt 


= 1-2 P 


10 . 


dP 

dt 


Pi 1 


2 P) 


11 . 


dP 

dt 


2P(P 


3) 



3P(1 



= rP(M - P)(P - m), 
dt 

donde P es la poblacion de venados y r es una constante de 
proporcionalidad positiva. Incluya una linea de fase. 
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b. Explique como difiere este modelo del modelo loglstico 
dP/dt = rP(M — P). ^Es mejor o peor que el modelo 
loglstico? 

c. Muestre que si P > Mpara toda t, entonces lim,-»oo P(t) = M. 

d. iQue sucede si P < m para toda t? 

e. Analice las soluciones de la ecuacion diferencial. ^Cuales son 
los puntos de equilibrio del modelo? Explique la dependencia 
del valor de estado estacionario de P sobre los valores inicia- 
les de P. ^Aproximadamente cuantos permisos deben emitirse? 

Aplicaciones y ejemplos 

15. Paracaidismo Si un cuerpo de masa m que cae desde el reposo 
bajo la accion de la gravedad encuentra una resistencia del aire 
proporcional al cuadrado de la velocidad, entonces la velocidad 
del cuerpo a t segundos de caida satisface la ecuacion 

m ^ = mg — kv 1 , k > 0 

donde k es una constante que depende de las propiedades aerodi- 
namicas del cuerpo y de la densidad del aire. (Suponga que la caida 
es demasiado corta para verse afectada por cambios en la densi¬ 
dad del aire). 

a. Dibuje una linea de fase para la ecuacion. 

b. Haga un bosquejo de una curva tipica de velocidad. 

c. Para un paracaidista de 160 lb (mg = 160) y con tiempo en se¬ 
gundos y distancia en pies, un valor tipico de k es 0.005. 

^Cual es la velocidad terminal del paracaidista? 

16. Resistencia proporcional a \4 Un cuerpo de masa m es lanza- 
do verticalmente hacia abajo con una velocidad inicial i>o- Supon¬ 
ga que la fuerza de resistencia es proporcional a la raiz cuadrada 
de la velocidad y determine la velocidad terminal desde un anali- 
sis grafico. 

17. Navegacion Un velero se dirige a lo largo de un curso recto, 
con el viento proporcionando una fuerza constante hacia adelante 
de 50 lb. La unica fuerza adicional que actua sobre el bote es la 
resistencia cuando este se mueve en el agua. La fuerza de resis¬ 
tencia es numericamente igual a cinco veces la velocidad del bote, 
y la velocidad inicial es de 1 pie/segundo. ^Cual es la velocidad 
maxima, en pies por segundo, del bote con este viento? 

18. Difusion de informacion Los sociologos reconocen un feno- 
meno denominado difusion social, que es la propagation de infor¬ 
macion, innovation tecnologica o una moda cultural entre una po¬ 
blacion. Los miembros de la poblacion pueden dividirse en dos 
clases: aquellos que conocen la informacion y aquellos que la 
desconocen. En una poblacion fija cuyo tamano se conoce, es ra- 
zonable suponer que la velocidad de difusion es proporcional al 
numero de personas que conocen la informacion por el numero de 
individuos que aun no la conocen. Si X denota el numero de indi- 
viduos que tienen la informacion en una poblacion con N perso¬ 
nas, entonces un modelo matematico para la difusion social esta 
dado por 

§ - tm - x), 

donde t representa el tiempo en dias y k es una constante positiva. 


a. Analice la sensatez del modelo. 

b. Construya una linea de fase identificando los signos de X' 
yX". 

c. Haga un bosquejo de curvas solution representativas. 

d. Prediga el valor de X para el que la informacion se este propa- 
gando mas rapidamente. ^Cuantas personas recibiran, tarde o 
temprano, la informacion? 

19. Corriente en un circuito RL El diagrama siguiente representa 
un circuito electrico cuya resistencia total es una constante de 
R ohms y cuya autoinductancia, mostrada como una bobina en 
L henries, tambien es constante. Hay un interruptor cuyas termi- 
nales en a y b pueden cerrarse para conectar una fuente electrica 
constante de V voltios. 

La ley de Ohm, V = Ri, tiene que modificarse para este cir¬ 
cuito. La forma modificada es 

L i + R ‘- r - 

donde i es la intensidad de la corriente en amperes, y t es el tiempo 
en segundos. Resolviendo esta ecuacion, podemos predecir como 
fluye la corriente despues de que el interruptor se cierre. 

+ ■ 5 7 |h y 

/- - Interruptor 


I—V\A—^04515^— 

« L 

Utilice un analisis de linea de fase para bosquejar la curva 
solucion, suponiendo que el interruptor en el circuito RL se cierra 
en el instante t = 0. ^Que le sucede a la corriente cuando t —■* oo ? 
Este valor se denomina solucion de estado estacionario o solu¬ 
tion estacionaria. 

20. Una perla en el champu Suponga que una perla esta hundien- 
dose en un fluido viscoso, como el champu, sujeta a una fuerza de 
friction que se opone a que caiga y es proporcional a su velocidad. 
Suponga tambien que hay una fuerza de resistencia de flotacion 
ejercida por el champu. De acuerdo con el principio de Arquime- 
des, la fuerza de flotacion es igual al peso del fluido desplazado 
por la perla. Utilizando m para la masa de la perla y P para la ma¬ 
sa del champu desplazado por la perla al descender, complete los 
pasos siguientes. 

a. Haga un diagrama que muestre las fuerzas que actuan sobre 
la perla al hundirse, como en la figura 9.16. 

b. Utilizando v(t) para la velocidad de la perla como una fun- 
cion del tiempo t, escriba una ecuacion diferencial que mode- 
le la velocidad de la perla como un cuerpo que cae. 

c. Construya una linea de fase que muestre los signos de v' y 
v". 

d. Haga un bosquejo de curvas solucion tipicas. 

e. ^Cual es la velocidad terminal de la perla? 
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Aplicaciones de ecuaciones diferenciales de primer orden 


En esta section examinaremos tres aplicaciones de las ecuaciones diferenciales que hemos 
estudiado. La primera aplicacion analiza un objeto que se mueve a lo largo de una linea 
recta mientras esta sujeto a una fuerza que se opone al movimiento. El segundo es un mo- 
delo de crecimiento de poblacion que toma en cuenta factores del medio ambiente que li- 
mitan el crecimiento, tal como la disponibilidad de alimento u otros recursos vitales. La 
ultima aplicacion considera una curva o curvas que intersectan ortogonalmente (esto es, en 
angulo recto) a cada curva de una segunda familia de curvas. 

Resistencia proporcional a la velocidad 

En algunos casos es razonable suponer que la resistencia encontrada por un objeto en mo¬ 
vimiento, tal como un automovil que se va a detener, es proporcional a su velocidad. 
Mientras mas rapido se mueva el objeto, mayor es la resistencia que presenta el aire que lo 
circunda. Para describir esto en terminos matematicos, representamos el objeto como una 
masa m que se mueve a lo largo de una recta coordenada con funcion de position 5 y velo¬ 
cidad v en el instante t. De acuerdo con la segunda ley de movimiento de Newton, la fuerza 
de resistencia que se opone al movimiento es 


Fuerza = masa X aceleracion = m . . 

at 

Podemos expresar la hipotesis de que la fuerza de resistencia es proporcional a la veloci¬ 
dad escribiendo 


dv , dv k ,, . 

m ^=~ kv 0 ( * >0) - 

Esta es una ecuacion diferencial separable que representa un cambio exponential. La solu¬ 
tion para la ecuacion con condition inicial v = v 0 en t = 0 es (section 7.5). 


^Que podemos aprender de la ecuacion (1)? Por una parte, si m es grande, como la masa 
de un buque minero de 20,000 toneladas en el lago Erie, tardara mucho tiempo para que la 
velocidad se aproxime a cero (ya que t debe ser grande en el exponente de la ecuacion pa¬ 
ra hacer kt/m suficientemente grande para que v se haga pequena). Podemos aprender aun 
mas si integramos la ecuacion (1) para determinar la position 5 como una funcion del 
tiempo t. 

Suponga que el cuerpo se desliza hasta detenerse, y que la unica fuerza que actua 
sobre el es una resistencia proporcional a su velocidad. ^Cuanto se desplaza? Para deter- 
minarlo, iniciamos con la ecuacion (1) y resolvemos el problema de valor inicial 


ds 

dt 


= v 0 e 


(k/m)t 


5(0) = 0. 


Integrando respecto a t se obtiene 

s 


vo m 

~T 


e ~(k/m)t + 


c. 


Sustituyendo 5 = 0 cuando t = 0 se obtiene 


0 = 


vq m 


+ C 


c = 


vom 


k 


k 
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Por lo tanto, la posicion del cuerpo en el instante t es 


s(t) 


_ v o fn e ~Wm)t + VO”! e -Wm) t) 

k k k 


( 2 ) 


Para determinar la distancia que el cuerpo se deslizara, determinamos el limite de s(t) 
cuando t—> oo. Como — ( k/m ) < 0, sabemos que e ik l m)t —» 0 cuando t—* oo, de modo 
que 


11m s(t) = 11m -^-(1 - e ~W m)t ) 

> oo f—>oo k 

vqm , N vnm 


Asl, 


Distancia recomda = — t~ . (3) 

Por supuesto, esta es una cifra ideal. Solo en matematicas podemos extender el tiempo 
a infinito. El numero vq m/k es unicamente una cota superior (aunque una muy util). Esto es 
cierto en la vida real por lo menos en un sentido: si m es grande, detener el cuerpo 
requerira un gran consumo de energla. Esta es la razon por la que los transatlanticos tienen 
que ser fondeados por medio de remolcadores. Cualquier transatlantico convencional que 
entrara a puerto con suficiente velocidad para navegar, chocaria contra el muelle antes de 
poderse detener. 


En el sistema de unidades ingles, en donde 
el peso se mide en libras, la masa se mide 
en slugs. Asl, 

Libras = slugs X 32, 

suponiendo que la constante gravitacional 
es 32 pies/s 2 . 


EJEMPLO 1 DesLizamiento de un patinador sobre hieLo 

Para un patinador de 192 lb, la k en la ecuacion (1) es aproximadamente 1/3 slug/s y m = 
192/32 = 6 slugs. ^Cuanto tardara el patinador en deslizarse de 11 pies/s (7.5 mph) a 
1 pie/s? ^.Cuanto recorrera antes de detenerse por completo? 


Solucion Respondemos la primera pregunta despejando t de la ecuacion (1): 

ii —t /18 i Ecuacion (1) cuando k = 1/3, 

e m = 6, vo = 11 , v — 1 

e~ t/n =1/11 


—f/18 = In (1/11) = -In 11 


t = 18 In 11 « 43 segundos. 


Respondemos la segunda pregunta con la ecuacion (3): 


Distancia recorrida = 


v^m 

~k~ 


11-6 

1/3 


= 198 pies. 


Modelacion de crecimiento poblacional 

En la seccion 7.5 modelamos el crecimiento de la poblacion por medio de la ley de cambio 
exponencial: 


dP 

dt 


kP, P( 0) = P 0 
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donde P es la poblacion en el instante t,k > 0 es una tasa constante de crecimiento y Pq es 
el tamano de la poblacion en el instante t = 0. En la seccion 7.5 encontramos la solucion 
P = P 0 e kt para este rnodelo. Sin embargo, no podemos evitar preguntarnos ( ',que tan bue- 
no es el modelo? 

Para iniciar una valoracion del modelo, observe que la ecuacion diferencial de creci¬ 
miento exponencial indica que 

dP/dt 

— p— = k (4) 

es constante. Esta razon se denomina tasa de crecimiento relativo. Ahora bien, la tabla 
9.4 proporciona la poblacion mundial, a mitad de ano, para los anos 1980 a 1989. Toman- 
do dt = 1 y dP ~ A P, de acuerdo con la tabla vemos que la tasa de crecimiento relativo 
en la ecuacion (4) es aproximadamente la constante 0.017. En consecuencia y con base en 
los datos tabulados, con t = 0 representando 1980, t = 1 representando 1981 y asi sucesi- 
vamente, la poblacion mundial podria modelarse por medio de 

dP 

Ecuacion diferencial: — = 0.017P 

dt 

Condicion inicial: FH0) = 4454. 


P Poblacion mundial (1980-99) 


6000 


5000 


4000 


p = 4454e°' 017f 


10 


20 


FIGURA 9.23 Observe que el valor de la 
solucion P = 4454e 0 017 ' es 6152.16 
cuando t— 19, cifra que es ligeramente 
superior a la poblacion real en 1999. 


TABLA 9.4 

PobLacion mundial (medio ano) 


Poblacion 



Ano 

(millones) 

A P/P 


1980 

4454 

76/4454 s 

a 0.0171 

1981 

4530 

80/4530 s 

- 0.0177 

1982 

4610 

80/4610 - 

= 0.0174 

1983 

4690 

80/4690 - 

S 0.0171 

1984 

4770 

81/4770 - 

s 0.0170 

1985 

4851 

82/4851 s 

s 0.0169 

1986 

4933 

85/4933 s 

s 0.0172 

1987 

5018 

87/5018 - 

s 0.0173 

1988 

5105 

85/5105 s 

s 0.0167 

1989 

5190 




Fuente: Oficina de Censos de los Estados Unidos (septiembre de 
1999): www.census.gov/ipc/www/worldpop.html. 


La solucion a este problema de valor inicial proporciona la funcion de poblacion 
P = 4454e 0 017 '. En el ano 1999 (con t = 19), la solucion predice que la poblacion mun¬ 
dial a mitad de ano sera de 6152 millones (figura 9.23), cifra superior a la de la poblacion 
real, que es de 6001 millones, segun la Oficina de Censos de los Estados Unidos (ta¬ 
bla 9.5). Examinemos informacion mas reciente para ver si existe un cambio en la tasa de 
crecimiento). 

La tabla 9.5 muestra la poblacion mundial para los anos 1990 a 2002. De acuerdo con 
los datos de la tabla, vemos que la tasa de crecimiento relativo es positiva pero disminuye 
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conforme la poblacion aumenta debido a factores ambientales, economicos y otros. En 
promedio, la tasa de crecimiento disminuyo casi 0.0003 por ano entre 1990 y 2002. Esto 
es, la grafica de k en la ecuacion (4) es casi una recta con pendiente negativa — r = —0.0003. 
En el ejemplo 5 de la seccion 9.4 propusimos el modelo de crecimiento logistico mas 
realista 


dt = r(M - P)P, (5) 

donde M es la poblacion maxima, o capacidad de sustentacion, que el medio es capaz de 
sustentar a la larga. Comparando la ecuacion (5) con el modelo exponencial, vemos que 
k = r(M — P) es una funcion linealmente decreciente de la poblacion, en lugar de ser 
constante. Las curvas solucion para el modelo logistico de la ecuacion (5) se obtuvieron en 
la seccion 9.4, y se muestran (nuevamente) en la figura 9.24. Observe en las graficas que 
si P < M, la poblacion crece hacia M\ si P > M, la tasa de crecimiento sera negativa 
(pues rr> 0 ,M> 0) y la poblacion disminuye. 


TABLA 9.5 Poblacion mundial reciente 

Ano 

Poblacion 

(millones) 

A P/P 


1990 

5275 

84/5275 « 

0.0159 

1991 

5359 

84/5359 « 

0.0157 

1992 

5443 

81/5443 « 

0.0149 

1993 

5524 

81/5524 « 

0.0147 

1994 

5605 

80/5605 « 

0.0143 

1995 

5685 

79/5685 « 

0.0139 

1996 

5764 

80/5764 « 

0.0139 

1997 

5844 

79/5844 « 

0.0135 

1998 

5923 

78/5923 « 

0.0132 

1999 

6001 

78/6001 « 

0.0130 

2000 

6079 

73/6079 « 

0.0120 

2001 

6152 

76/6152 « 

0.0124 

2002 

6228 

? 


2003 

9 




P 



FIGURA 9.24 Curvas solucion para el modelo logistico de 
poblacion dP/dt = r(M — P)P. 


Fuente: Oficina de Censos de los Estados Unidos (septiembre de 
2003): www.census.gov/ipc/www/worldpop.html. 


EJEMPLO 2 Modelado de una poblacion de osos 

Se sabe que un parque nacional es capaz de sustentar 100 osos pardos, pero no mas. Ac- 
tualmente diez osos habitan en el parque. Modelamos la poblacion con una ecuacion dife- 
rencial loglstica con r = 0.001 (aunque el modelo podria no dar resultados confiables para 
niveles de poblacion pequenos). 
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FIGURA 9.25 Un campo de pendientes 
para la ecuacion diferencial logistica 
dP/dt = 0.001(100 - P)P (ejemplo 2). 


(a) Dibuje y describa un campo de pendientes para la ecuacion diferencial. 

(b) Utilice el metodo de Euler con tamano del paso dt = 1 para estimar el tamano de la 
poblacion en 20 anos. 

(c) Determine una solucion analitica del crecimiento logistico, P(t). para la poblacion, y 
dibuje su grafica. 

(d) .•'.En que momento la poblacion de osos llegara a 50 miembros? 

Solucion 

(a) Campo de pendientes. La capacidad de sustentacion es 100, por lo que M= 100. La 
solucion que buscamos es una solucion a la ecuacion diferencial siguiente. 

dP 

^ = 0.001(100 - P)P 

La figura 9.25 muestra un campo de pendientes para esta ecuacion diferencial. Parece 
que tiene una asintota horizontal en P = 100. Por arriba, estas curvas solucion des- 
cienden hacia este nivel y por abajo ascienden a el. 

(b) Metodo de Euler. Con tamano del paso dt = 1, t 0 = 0, P{ 0) = 10 y 


‘ h = f(t,P) = 0.001(100 - P)P, 


obtenemos la aproximacion de la tabla 9.6 por medio de la formula de iteracion 

P n = Pn -1 + 0.001(100 - P n —\)P n — \ . 


100 

80 

60 

40 

20 


/ 

» (20, 43.8414) 


L 


L 


L 


L 


± 


L 


L 


0 20 40 60 80 100 120 140 


FIGURA 9.26 Aproximaciones de Euler 
de la solucion para dP/dt = 0.001 
(100 - P)P,P( 0) = 10, tamano del paso 
dt = 1. 


TABLA 9.6 

Solucion de EuLer para dP/dt = 

0.001(100 - P)P, P( 0) = 10, 
tamano deL paso dt = 1 

t 

P (Euler) 

t 

P (Euler) 

0 

10 



1 

10.9 

11 

24.3629 

2 

11.8712 

12 

26.2056 

3 

12.9174 

13 

28.1395 

4 

14.0423 

14 

30.1616 

5 

15.2493 

15 

32.2680 

6 

16.5417 

16 

34.4536 

7 

17.9222 

17 

36.7119 

8 

19.3933 

18 

39.0353 

9 

20.9565 

19 

41.4151 

10 

22.6130 

20 

43.8414 


A1 cabo de 20 anos habra aproximadamente 44 osos pardos. La figura 9.26 muestra 
una grafica de la aproximacion de Euler en el intervalo 0S(S 150 con el tamano 
del paso dt = 1. Esta grafica se parece a las curvas inferiores que bosquejamos en la 
figura 9.24. 
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(c) Solution analhica. Podemos suponer que t = 0 cuando la poblacion de osos es 10, por 
lo que P( 0) = 10. El modelo de crecimiento loglstico que buscamos es la solucion del 
problema de valor inicial siguiente. 


Ecuacion diferencial: 


dP 

dt 


= 0.001(100 - P)P 


Condicion inicial: P{ 0) = 10 

Para preparar la integracion, reescribimos la ecuacion diferencial en la forma 

1 dP 


P( 100 - P) dt 


= 0 . 001 . 


Usando la descomposicion en fracciones parciales en el lado izquierdo y multiplican- 
do ambos lados por 100, obtenemos 


+ 


1 


dP 


= 0.1 


,P ' 100 - PJ dt 

In IP| - In1100 - P | = O.lt + C 

= O.lf + c 

= -o.lt - c 


= e -° A, - c 


Integrar respecto de t. 



In — = —In ^ 
b ( 


Exponenciar. 


= (±e- L )e 


c\„- o.n 


100 

P 



1 = Ae~°- U 

100 


P = 


1 + Ae 


- 0 . 1 / • 


Hacer^l = ±e 


Despejar P. 


Esta es la solucion general de la ecuacion diferencial. Cuando t= 0, P= 10 y obte- 
nemos 

10 = ^^ 

1 + Ae° 

1 + A = 10 
A = 9. 


FIGURA 9.27 La grafica de 
100 


Asi, el modelo de crecimiento logistico es 


P 1 + 9e _U1 ' 

superpuesta sobre el campo de pendientes 
en la figura 9.25 (ejemplo 2). 


P = 


100 


-o.n ■ 


1 + 9e~ 

Su grafica (figura 9.27) esta sobrepuesta en el campo de pendientes de la figura 9.25. 
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Trayectoria ortogonal 



FIGURA 9.28 Una trayectoria ortogonal 
intersecta a la familia de curvas en angulo 
recto, u ortogonalmente. 


y 



FIGURA 9.29 Cada recta que pasa por el 
origen es ortogonal a la familia de 
circunferencias con centro en el origen. 


(d) .•'.En que momenta la poblacion de osos llegara a 50 miembros? Para este modelo, 

100 


50 = 

1 + 9e 

1 + 9 e -° lt = 2 

= I 

e 9 
e ou = 9 

In 9 


-O.lr 


t = 


0.1 


22 anos. 


La solucion de la ecuacion diferencial loglstica general 

f = r(« - P)P 

puede obtenerse como en el ejemplo 2. En el ejercicio 10 se le pedira demostrar que la so¬ 
lucion es 


P = 


M 


1 + Ae-'' Ml ’ 

El valor de A esta determinado por una condicion inicial apropiada. 


Trayectorias ortogonales 

Una trayectoria ortogonal de una familia de curvas, es una curva que interseca en angulo 
recto, u ortogonalmente, a cada curva de la familia (figura 9.28). Por ejemplo, cada recta 
que pasa por el origen es una trayectoria ortogonal de la familia de circunferencias con 
centro en el origen, x 2 + y 2 = a 2 , (figura 9.29). Esos sistemas de curvas mutuamente or¬ 
togonales son de particular importancia en problemas fisicos relacionados con potencial 
electrico, en donde las curvas de una familia corresponden al flujo de corriente electrica y 
las de la otra familia corresponden a curvas de potencial constante. Tambien aparecen en 
problemas de hidrodinamica y de flujo de calor. 

EJEMPLO 3 Determination de trayectorias ortogonales 

Determine las trayectorias ortogonales de la familia de curvas xy = a, donde a 0 es 
una constante arbitraria. 


Solucion Las curvas xy = a forman una familia de hiperbolas con asintotas y = ±x. 
Primero encontramos las pendientes de cada curva en esta familia, o sus valores dyfdx. 
Derivando xy = a de manera implicita, se obtiene 


X d ^ +y=0 ° 


dy_ = _y 

dx x 


Asi, la pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x, y) en una de las hiperbolas 
xy = a es y' = —y/x. En una trayectoria ortogonal la pendiente de la recta tangente en 
este mismo punto debe ser el reciproco negativo, o x/y. Por lo tanto, las trayectorias orto¬ 
gonales deben satisfacer la ecuacion diferencial 

dy_ = x 
dx y' 
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Esta ecuacion diferencial es separable y la resolvimos en la section 9.1: 

Variables separables. 


y dy = x dx 
y dy = / x dx 


2 y = 2 X +C 


Integrar ambos lados. 


2 2 u 

y - x = b. 


( 6 ) 


en donde b = 2C es una constante arbitraria. Las trayectorias ortogonales conforman la fa- 
milia de hiperbolas dada por la ecuacion (6) y bosquejada en la figura 9.30. 


FIGURA 9.30 Cada curva es ortogonal a 
toda curva que pertenece a la otra familia 
(ejemplo 3). 


EJERCICIOS 9.5 


1. Deslizamiento de una bicicleta Un ciclista de 66 kg en una bi- 
cicleta de 7 kg deja de pedalear y se desliza a 9 m/s al nivel del 
suelo. La k en la ecuacion (1) es aproximadamente 3.9 kg/s. 

a. ^Cuanto avanza el ciclista antes de detenerse por completo? 

b. ^Cuanto tarda el ciclista en reducir su velocidad a 1 m/s? 

2. Deslizamiento de un acorazado Suponga que un acorazado de 
la clase Iowa tiene una masa aproximada de 51,000 toneladas me- 
tricas (51,000,000 kg) y un valor de k en la ecuacion (1) de mas o 
menos 59,000 kg/s. Suponga que la nave pierde la potencia cuan- 
do se esta moviendo a una velocidad de 9 m/s. 

a. ^Cuanto se alejara la nave de la costa antes de que quede a la 
deriva en el mar? 

b. ^Cuanto tardara la velocidad de la nave en reducirse a 1 m/s? 

3. Los datos de la tabla 9.7 fueron recolectados por Valerie Sharrits 
mediante un detector de movimiento y una CBL™; Valerie es 
profesora de matematicas de la Escuela St. Francis DeSales High 
School de Columbus, Ohio. La tabla muestra la distancia j (metros) 
que se deslizo en patines de linea en t segundos, su hija Ashley, 
cuando tenia 10 anos de edad. Encuentre un modelo para la posicion 
de Ashley, en la forma de la ecuacion (2), basandose en la informa- 
cion de la tabla 9.7. Su velocidad inicial fue uo = 2.75 m/s, su 
masa 39.93 kg (ella pesaba 88 lb), y la distancia total que se desli¬ 
zo hasta detenerse fue 4.91 m. 

4. Deslizamiento hasta detenerse La tabla 9.8 muestra la distancia 
s (metros) en terminos del tiempo t, que se deslizo Kelly Schmitzer, 
en patines de linea. Determine un modelo para su posicion, en la 
forma de la ecuacion (2). Su velocidad inicial fue v 0 = 0.80 m/s, 
su masa m = 49.90 kg (110 lb), y la distancia total que se deslizo 
hasta detenerse fue 1.32 m. 

5. Poblacion de carpas Un tanque para peces con capacidad para 
2000 galones puede sustentar no mas de 150 carpas. Se introdu- 
cen 6 carpas al tanque. Suponga que la tasa de crecimiento de la 
poblacion es 

dP 

“T = 0.0015(150 - P)P, 
en donde el tiempo t esta en semanas 


TABLA 9.7 Datos del patinaje de Ashley Sharritts 


t (seg) 

s(m) 

t (seg) 

s ( m ) 

t (seg) 

s(m) 

0 

0 

2.24 

3.05 

4.48 

4.77 

0.16 

0.31 

2.40 

3.22 

4.64 

4.82 

0.32 

0.57 

2.56 

3.38 

4.80 

4.84 

0.48 

0.80 

2.72 

3.52 

4.96 

4.86 

0.64 

1.05 

2.88 

3.67 

5.12 

4.88 

0.80 

1.28 

3.04 

3.82 

5.28 

4.89 

0.96 

1.50 

3.20 

3.96 

5.44 

4.90 

1.12 

1.72 

3.36 

4.08 

5.60 

4.90 

1.28 

1.93 

3.52 

4.18 

5.76 

4.91 

1.44 

2.09 

3.68 

4.31 

5.92 

4.90 

1.60 

2.30 

3.84 

4.41 

6.08 

4.91 

1.76 

2.53 

4.00 

4.52 

6.24 

4.90 

1.92 

2.73 

4.16 

4.63 

6.40 

4.91 

2.08 

2.89 

4.32 

4.69 

6.56 

4.91 


a. Determine una formula para la poblacion de carpas en termi¬ 
nos de t. 

b. ^Cuanto tiempo pasara para que la poblacion de carpas sea de 
100? ^Cuanto tiempo transcurrira para que la poblacion llegue 
a 125 carpas? 

6. Poblacion de gorilas Cierta reserva para vida salvaje puede 
sustentar no mas de 250 gorilas de tierras bajas. Se sabe que en la 
reserva habia 28 gorilas en 1970. Suponga que la tasa de creci¬ 
miento de la poblacion es 

dP 

,; = 0.0004(250 - p)p, 
dt 

en donde el tiempo t esta en anos. 
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TABLA 9.8 Datos deL patinaje de Kelly Schmitzer 

t (seg) 

s(m) 

t (seg) 

s (m) 

t (seg) 

s (m) 

0 

0 

1.5 

0.89 

3.1 

1.30 

0.1 

0.07 

1.7 

0.97 

3.3 

1.31 

0.3 

0.22 

1.9 

1.05 

3.5 

1.32 

0.5 

0.36 

2.1 

1.11 

3.7 

1.32 

0.7 

0.49 

2.3 

1.17 

3.9 

1.32 

0.9 

0.60 

2.5 

1.22 

4.1 

1.32 

1.1 

0.71 

2.7 

1.25 

4.3 

1.32 

1.3 

0.81 

2.9 

1.28 

4.5 

1.32 


a. Determine una formula para la poblacion de gorilas en termi- 
nos de t. 

b. ^Cuanto tiempo tardara la poblacion de gorilas en llegar a la 
capacidad de sustentacion de la reserva? 

7. Cria de atun del Paclfico La cria de atun del Paclfico se ha 
modelado por medio de la ecuacion loglstica 

dy 

— = r(M — y)y 

donde y(l) es el peso de la poblacion total de atun en kilogramos 
en el instante t (medido en afios), se estima que la capacidad de 
sustentacion es M = 8 X 10 7 kg,yr = 0.08875 X 10~ 7 porano. 

a. Si y(0) = 1.6 X 10 7 kg, ^cual es el peso total de la pobla¬ 
cion de atun al cabo de 1 ano? 

b. ^En que momento el peso total del criadero de atun llegara a 
4 X 10 7 kg? 

8. Modelo loglstico modificado Suponga que la ecuacion dife- 
rencial loglstica del ejemplo 2 se modifica a 

dP 

^77 = 0.001(100 - P)P - c 
para alguna constante c. 

a. Explique el significado de la constate c. ^Que valores de c 
podrlan ser realistas para la poblacion de osos pardos? 

b. Dibuje un campo de direcciones para la ecuacion diferencial 
cuando c = 1. ^Cuales son las soluciones de equilibrio (sec- 
cion 9.4)? 

c. Haga un bosquejo de varias curvas solucion en el campo de 
direcciones de la parte (a). Describa lo que le sucede a la po¬ 
blacion de osos pardos para diferentes poblaciones iniciales. 

9. Soluciones exactas Determine las soluciones exactas de los si- 
guientes problemas de valor inicial. 

a. y' = 1 + y, y(0) = 1 

b. / = 0.5(400 - y)y, y(0) = 2 

10. Ecuacion diferencial loglstica Demuestre que la solucion de la 
ecuacion diferencial 

§ p > p 


es 


donde A es una constante arbitraria. 

11. Solucion catastrofica Sean k y P () constantes positivas. 
a. Resuelva el problema de valor inicial 

§-*>*■ p <»- p ° 

Q b. Demuestre que la grafica de la solucion del inciso (a) tiene 
una aslntota vertical en un valor positivo de t. ^Cual es ese 
valor de ft 

12. Extincion de una poblacion Considere el modelo poblacional 


~ = r{M- P)(P 


m). 


donde r > 0, M es la poblacion maxima sustentable, y m es la 
poblacion minima por debajo de la cual las especies se extinguen. 


a. Seanm = 100, M= 1200, y suponga que m < P < M. 
Demuestre que la ecuacion diferencial puede reescribirse en 
la forma 


1 

1200 - P 


+ 



dP 

dt 


1100r 


y resuelva esta ecuacion separable. 

b. Determine la solucion al inciso (a) que satisface E’(O) = 300. 

c. Resuelva la ecuacion diferencial con la restriccion 
m < P < M. 


Trayectorias ortogonales 

En los ejercicios 13 a 18, determine las trayectorias ortogonales de 
la familia de curvas. Haga un bosquejo de varios miembros de cada 
familia. 

13. y = mx 14. y = cx 2 

15. kx 2 + y 2 = 1 16. 2x 2 + y 2 = c 2 

17. y = ce~ x 18. y = e kx 

19. Demuestre que las curvas 2x 2 + 3>’ 2 = 5 y y 2 = x 3 son ortogo¬ 

nales. 

20. Determine la familia de soluciones de la ecuacion diferencial da- 
da y la familia de trayectorias ortogonales. Haga un bosquejo de 
ambas familias. 

a. x dx + y dy = 0 b. x dy — 2y dx = 0 

21. Suponga que ay b son numeros positivos. Haga un bosquejo de 
las parabolas 

y 2 = 4a 2 - 4 ax y y 2 = 4 b 2 + 4 bx 

en el mismo diagrama. Demuestre que se intersecan en (a — b> 
±2 Vflfe) , y que cada “parabola a” es ortogonal a toda “parabo¬ 
la b”. 
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Capitulo Preguntas de repaso 

1. iQue es una ecuacion diferencial de primer orden? ^Cuando una 
funcion es una solucion de tal ecuacion? 

2 . ^Como se resuelven las ecuaciones diferenciales de primer orden 
con variables separables? 

3. ^Cual es la ley de cambio exponencial? ^Como puede deducirse a 
partir de un problema de valor inicial? ^Cuales son algunas de las 
aplicaciones de la ley? 

4. iQue es el campo de pendientes de una ecuacion diferencial 
y' = f{x, y ) ? iQue se puede aprender de tales campos? 

5. ^Como se resuelven las ecuaciones diferenciales de primer orden? 

6 . Describa el metodo de Euler para resolver numericamente el pro¬ 
blema de valor inicial y' = f(x,y),y(x o) = yo. Proporcione un 
ejemplo. Comente la precision del metodo. ^Por que podria nece- 
sitar resolver de manera numerica un problema de valor inicial? 


7. Describa el metodo de Euler mejorado para resolver numerica¬ 
mente el problema de valor inicial y' = f{x,y),y{x o) = yoiComo 
se compare con el metodo de Euler? 

8 . iQue es una ecuacion diferencial autonoma? ^Que son los valores 
de equilibrio? ^En que difieren de los puntos criticos? ,[,Que es un 
valor de equilibrio estable? ^Que es un valor de equilibrio inestable? 

9. ^Como se construye la linea de fase para una ecuacion diferencial 
autonoma? ^De que manera nos ayuda la linea de fase para produ- 
cir una grafica que muestre cualitativamente una solucion de la 
ecuacion diferencial? 

10. ^Por que el modelo exponencial no es realista para predecir creci- 
miento poblacional a largo plazo? ^Como corrige el modelo logis- 
tico la deficiencia del modelo exponencial para el crecimiento 
poblacional? ^Que es la ecuacion diferencial logistica? ^,Cual es la 
forma de su solucion? Describa la grafica de la solucion logistica. 


Capitulo Ejercicios de practica 


En los ejercicios 1 a 20 resuelva la ecuacion diferencial. 


1. 

8- 

ii 

Vy cos 2 Vy 

2. 

y = 

3y(x + l) 2 
y- 1 

3. 

yy' = 

= secy 2 sec 2 x 

4. 

y cos 

2 x dy + sen x dx = 0 

5. 

y = 

xe y \/x — 2 

6. 

y' = 

xye 

7. 

sec* 

dy + xcos 2 y dx = 

0 8. 

2 x 2 dx — 3Vycscxc?y = 0 

9. 

y = 

e y_ 

xy 

10. 

y = 

xe x y cscy 

11. 

x(x - 

- 1 ) dy — y dx = 0 

12. 

y = 

(y 2 - l)*- 1 

13. 

2 y - 

II 

* 

to 

14. 

$+ 

y = e~ x senx 

15. 

xy' 3 

II 

1 

y 

16. 

xy' - 

- y = 2x In x 

17. 

(1 + 

e x ) dy + (ye x + e 

II 

43 

H 

0 


18. 

e x dy + (e x y — 4x) dx 

= 0 




19. ( x + 3 y 2 ) dy + y dx = 0 ( Sugerencia: d (xy) = y dx + x dy) 

20. x dy + (3 y — x~ 2 cosx) dx = 0, x > 0 


Problemas de valor inicial 

En los ejercicios 21 a 30 resuelva el problema de valor inicial. 


2i - 1 - *°> - - 2 

dx 1 + x 2 

23. (x + l)~i — 1-2 y = x, x > — 1, y(0) = 1 


24. x y— h 2y = x + 1, x > 0, v( 1) 


25. 


-j- + 3x 2 y = x 2 , y(0) = —1 


26. x dy + (v — cos x) dx = 0, y = 0 

27. x dy — (y + Vy) dx = 0, y(l) = 1 


28. y 


> dx 


r, y(0) = 1 


dy e 2 * + l’ 

29. xy’ + (x - 2)y = 3x 3 e~ x , y(l) = 0 

30. y dx + (3jc — xy + 2) dy = 0, y(2) = — 1, y < 0 

Metodo de Euler 

En los ejercicios 31 y 32, utilice el metodo que se indica para resolver 
el problema de valor inicial, en el intervalo dado, iniciando en x 0 con 
dx = 0.1. 

31. Euler: y' = y + cosx, y(0) = 0; 0 £ x < 2; xo = 0 

32. Euler mejorado: y' = (2 — y)(2x + 3), y(—3) = 1; 

—3 £ x < — 1; x 0 = — 3 

En los ejercicios 33 y 34, utilice el metodo que se indica con 
dx = 0.05 para estimar y(c), dondey es la solucion al problema de va¬ 
lor inicial. 


33. Euler mejorado: 


dy x — 2y 


dx 


x + 1 


y(0) = 1 


c = 3; 
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34. Euler: 


c = 4; 


dy 

dx 


x 2 — 2y + 1 
x 


y(i) = 1 


En los ejercicios 35 y 36, utilice el metodo que se indica para resolver 
de manera grafica el problema con condition inicial, iniciando en 
xo = 0 con 


a. dx = 0.1. 
tj/j 35. Euler: 


dy 

dx 


b. dx = -0.1. 


1 

e x+y+2 ’ 


y( 0) = -2 


36. Euler mejorado: 

dy 

dx 


x 2 + y 
e y + x ’ 


y( o) = o 


Campos de pendientes 

En los ejercicios 37 a 40, haga un bosquejo del campo de pendientes 
de la ecuacion. Luego agregue a su bosquejo la curva solucion que pa- 
se por el punto P( 1 , — 1 ). Utilice el metodo de Euler con xo = 1 y 
dx = 0.2 para estimar v(2). Redondee su respuesta a cuatro decima¬ 
tes. Determine por comparacion el valor exacto de y(2). 

37. / = x 38. y' = l/x 

39. y' = xy 40. y' = l/y 

Ecuaciones diferenciales autonomas 
y Ifneas de fase 

En los ejercicios 41 y 42, 


a. identifique los valores de equilibrio. /.Cuales son estables y 
cuales son inestables? 

b. construya una linea de fase. Identifique los signos de y' y y" . 

c. haga un bosquejo de una selection representativa de curvas 
solucion. 


dy , 

4L dx=? - 1 


42. 


dy 

dx 


y ~ y 


Aplicaciones 

43. Velocidad de escape La atraccion gravitacional F ejercida por 
una Luna sin atmosfera sobre un cuerpo de masa m a una distancia 
s del centro de la Luna, esta dada por la ecuacion F = —mg R 2 s ~ 2 , 
donde g es la aceleracion debida a la gravedad en la superficie de 
la Luna y R es su radio (vea la figura siguiente). La fuerza F es 
negativa, ya que actua en la direction que disminuye s. 


Masa m 



R 


Centro i 
de la Luna 


a. 


b. 


Si el cuerpo se proyecta verticalmente hacia arriba desde la 
superficie de la Luna con una velocidad inicial vq en el ins- 
tante 1=0, utilice la segunda ley de Newton, F = ma, para 
demostrar que la velocidad del cuerpo en la position s esta 
dada mediante la ecuacion 


2 gR 2 


+ v 0 ~ 2gR. 


Asi, la velocidad permanece positiva mientras v 0 > V / 2 gR. 
La velocidad u 0 = V2 gR es la velocidad de escape de la 
Luna. Un cuerpo lanzado hacia arriba con esta velocidad o 
una mayor escapara de la atraccion gravitacional de la Luna. 
Demuestre que si vq = \/2gR , entonces 


s = R 1 + 


3 up 
2 R 


2/3 


44. Deslizamiento hasta detenerse La tabla 9.9 muestra la distan¬ 
cia i (metros) que se deslizo en patines de linea en t segundos 
Johnathon Krueger. Determine un modelo para su posicion en la 
forma de la ecuacion (2) de la seccion 9.5. Su velocidad inicial 
era v 0 = 0.86 m/s, su masa m = 30.84 kg (el pesa 68 lb), y la dis¬ 
tancia total que se deslizo fue 0.97 m. 


TABLA 9.9 Datos deL patinaje de Johnathon Krueger 

t (seg) 

s(m) 

t (seg) 

*( m) 

t (seg) 

s ( m ) 

0 

0 

0.93 

0.61 

1.86 

0.93 

0.13 

0.08 

1.06 

0.68 

2.00 

0.94 

0.27 

0.19 

1.20 

0.74 

2.13 

0.95 

0.40 

0.28 

1.33 

0.79 

2.26 

0.96 

0.53 

0.36 

1.46 

0.83 

2.39 

0.96 

0.67 

0.45 

1.60 

0.87 

2.53 

0.97 

0.80 

0.53 

1.73 

0.90 

2.66 

0.97 


Capitulo Ejercicios adicionales y avanzados 


Teoria y aplicaciones 

1. Transporte a traves de la membrana de una celula Bajo cier- 
tas condiciones, el resultado del movimiento de una sustancia di- 
suelta que atraviesa la membrana de una celula se describe me¬ 
diante la ecuacion. 


dy 

dt 


kjric - y). 


En esta ecuacion, y es la concentracion de la sustancia dentro de la 
celula, dy/dt es la razon a la que cambia y respecto al tiempo. Las 
letras k. A, V y c representan constantes, k es el coeficiente de per- 
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meabilidad (una propiedad de la membrana), A el area de la su- 
perficie de la membrana, V el volumen de la celula, y c la concen¬ 
tration de la sustancia fuera de la celula. La ecuacion dice que la 
razon a la que cambia la concentration dentro de la celula es pro¬ 
portional a la diferencia entre la concentration en ella y la con¬ 
centration en el exterior. 

a. Resuelva la ecuacion para y(t), usando y 0 para denotar y(0). 

b. Determine la concentration de estado estacionario, 
llm,_>ooy (t ). (Basado en Some Mathematical Models in Bio¬ 
logy, editado por R. M. Thrall, J. A. Mortimer, K. R. Rebman 
y R. F. Baum, ed. rev., diciembre de 1967, PB-202 364, pags. 
101-103; distribuido por N.T.I.S., Departamento de Comercio 
de Estados Unidos). 

2. Flujo de mezcla de oxlgeno El oxlgeno fluye a traves de un tu- 
bo hasta un matraz de un litro con aire, y la mezcla de oxlgeno y 
aire (que se considera perfectamente mezclada) escapa hacia otro 
tubo. Suponiendo que el aire contiene 21% de oxlgeno, ^que por- 
centaje de oxlgeno contendra el matraz despues de que 5 litros 
hayan pasado a traves del tubo de entrada? 

3. Bioxido de carbono en un salon de clase Si una persona pro- 
medio respira 20 veces por minuto, exhalando cada vez 100 pul- 
gadas 3 de aire que contiene 4% de bioxido de carbono, determine 
el porcentaje de bioxido de carbono en el aire que hay en una ha¬ 
bitation cerrada de 10,000 pies 3 , 1 hora despues de que un grupo 
de 30 estudiantes entra en ella. Suponga que al principio el aire 
esta fresco, que los ventiladores dejan entrar 1000 pies 3 de aire pu- 
ro por minuto, y que el aire puro contiene 0.04% de bioxido de 
carbono. 


4. Altura de un eohete Si una fuerza externa F actua sobre un sis- 
tema cuya masa varla con el tiempo, la ley de movimiento de 
Newton es 


d(mv) 

dt 


F + (v + u) 


dm 
dt ' 


En esta ecuacion, m es la masa del sistema en el instante t, v su 
velocidad y v + u es la velocidad de la masa que esta entrando (o 
saliendo) del sistema a una velocidad de dm/dt. Suponga que un 
eohete de masa initial m 0 parte del reposo, pero se conduce hacia 
arriba por medio de la combustion de parte de su masa, a una ra¬ 


zon constante de dm/dt = -b unidades por segundo y a una velo¬ 
cidad relativa del eohete de u = -c. La unica fuerza externa que 
actua sobre el eohete es F=-mg, debida a la gravedad. Bajo estas 
suposiciones, demuestre que la altura del eohete por arriba del 
suelo al cabo de t segundos (t pequeno comparado con m 0 /b) es 


y = c 


m o — bt mo — bt 


\& 2 - 


5. a. Suponga que P(x) y Q(x) son continuas en el intervalo [a, b], 

Utilice la primera parte del teorema fundamental del calculo, 
para demostrar que cualquier funciony satisface la ecuacion 

= /»wew* + c 

para v(x) = eJ PM * es una solution de la ecuacion lineal de 
primer orden 

% + P(x)y = Q(x). 

b. Si C = yov(xo) ~ f* v(t)Q(t) dt, demuestre que cualquier 
solution v en el inciso (a) satisface la condition initial 
y(x o) = To- 

6. (Continuation del ejercicio 5). Suponga las hipotesis del ejercicio 
5 y que y\(x) y y 2 (x) son soluciones de la ecuacion lineal de pri¬ 
mer orden que satisfacen la condition initial y(xo) = To • 

a. Verifique que y(x) = yi(x) — y 2 (x) satisface el problema de 
valor initial 

v' + P(x)y = 0, t(*o) = 0. 

b. Para el factor integrante u(x) = eJ ^ dx , demuestre que 

Mx)[y\(x) - y 2 (x)]) = 0. 

Concluya que v(x)[yi(x) — y 2 (x)] = consonante. 

c. Con base en la parte (a), tenemos yi(*o) — y2(*o) = 0- Como 
v(x) > 0 para a < x < b, utilice el inciso (b) para establecer 
que y\(x) — y 2 (x) = 0 en el intervalo (a, b). Por lo tanto, 

yi(x) = V 2 (x)paraa < x < b. 


Capi'tulo Proyectos de aplicacion tecnologica 

Modulo Mathematica/Maple 

Dosis de medicamentos: £Son efectivas? <?Son seguras? 

Formule y resuelva un modelo de valor initial para la absorcion de medicamentos en el torrente sangulneo. 

Modulo Mathematica/Maple 

Ecuaciones diferenciales de primer orden y campos de pendientes 

Trace los campos de pendientes y las curvas solution para varias condiciones iniciales de ecuaciones diferenciales de primer orden seleccionadas. 








Respuestas 


CAPITULO 1 

Seccion 1.1, paginas 7-8 

1. 0.1, 0.2, 0.3, 0.8, 0.9 o 1 

3. (a) No es necesariamente cierta (b) Cierta (c) Cierta (d) Cierta 
(e) Cierta (f) Cierta (g) Cierta (h) Cierta 
5. x < —2 -o- >x 


1. X < 


9. x < - - 


11. X < —■= -6/7 

19 7 25 

13 ±3 15. - - 17. - — 

2 ’ 2 6 ’ 6 


19 . -2 < x < 2 
21 . -2 < t < 4 


-2 4 

11 -c o > y 

23. 1 < y < -y 1 n/3 

25. 0 < Z < 10 -•--- 

0 10 

2 ^ 2 10 ^ 14 -O-O->, 

27. y<X<-0^<X<— 10/35 14/35 

29. (-00, -2] U [2, OO) - -* - .- 

31. (—oo 0) U (2, oo) - c- 

0 2 

33. (-oo,-3] U [l,oo) - - * -- 

35. (-V2, V2) 37. (-3,-2) U (2, 3) 39. (-1,3) 

41. (0, 1) 43. a a 0; cualquier numero real negativo 

47. - \ < x < 3 


Seccion 1.2, paginas 16-19 

1. 2,-4;2V5 3. -4.9, 0; 4.9 5. Circulo unitario 

7. El circulo con centro en el origen y puntos menores que un radio 
de V3 y su interior 



11. m x indefinida. y 


3) 

A(2, 3) 

* 3 

2 

1 

r = 3 

Pendiente = 0 

-1 0 

1 2 


13. (a) x = -1 (b) y = 4/3 

15. (a) x = 0 (b) y = -V2 

17. > = -x 19. y = -| + y 21. y = -|x + 6 

23. y = -9 25. y = 4x + 4 27. y = - 

29. y = -| + 12 

31. Interseccion x = 4; interseccion y = 3 


r 



33. Interseccion x = a/ 3, intersecciony = —\Zl 



R-l 


























R-2 


Capitulo 1: Respuestas 


35. Si. Las rectas son perpendiculares, porque sus pendientes —A/B 
y B/A son reciprocas negativas una de la otra. 

37. (3, -3) 39. (-2, -9) 

41. x 2 + (y - 2) 2 = 4 43. (x + l) 2 + (y - 5) 2 = 10 


y 



45. (x + Vi) 2 + (y + 2) 2 = 4 47. {x + 2) 2 + (y - 2) 2 = 4 


y 







55. y 



57. y 59. 




61. 


Puntos exteriores de un clrculo con centra en el origen y radio 

Vl. 


63. Un circulo de radio 2 con centra en (1, 0), junto con su interior. 
65. La region entre los circulos x 2 + y 2 = 1 y x 2 + y 2 = 4 (puntos con 
distancia desde el origen esta entre 1 y 2). 


67. Los puntos interiores de un circulo con centra en (0, —3) y radio 
3, que esta debajo de la rectay = —3. 

69. (x + 2 ) 2 + (y - l) 2 <6 71. x 2 + y 2 < 2, x > 1 


73. 


75. 


(vs’vs)’ ( V?’ 

1 - V5 3 - V5 
2 ’ 2 


2 

V5 

1 + V5 3 + V5 
2 ’ 2 


77. - 


1 


79. I 2 ’ — 


vT 

V3 

2 


1 

V3' 

I ^3 

2 ’ 2 


81. (a) ~ —2.5 grados/pulgada 
(c) ~ —8.3 grados/pulgada 

85. Si: C = F = -40° 



(b) ~ —16.1 grados/pulgada 
83. 5.97 atm. 


91. 



Seccion 1.3, paginas 26-28 

1. £>:(-oo, oo), R: [1, 00 ) 3. D: (0, 00 ), R: ( 0, 00 ) 

5. D: [-2, 2], R: [0, 2] 




































Capltulo 1: Respuestas 


R-3 


7. (a) No es una funcion de x, ya que algunos valores de x tienen 
dos valores de y (b) Es una funcion de x, ya que para cada x 
hay solo unay posible. 


9. (a) No (b) No (c) No (d) (0, 1] 

11. A = p — 3x 

4 y 



19. (-oo,0)U (0, oo) 


y 


2 

1< 

II 


-4 -3 -2 -1 

1 2 3 4 ' 

> 

-2 


21. (a) Por cada valor positivo de x 
hay dos valores de y. 


(b) Por cada valor de x # 0, 
hay dos valores de y. 





25. 



27. (a) 


(b) 


29. (a) 


(b) 


31. (a) 
33. (a) 
35. SI 
39. (a) 


(b) 

(c) 

(d) 


/(*) 

fix) 


fx, 0 < X < 1 

\-x + 2, 1 < x < 2 

{ 2, 0 < x < 1 

0 , 1 < x < 2 

2, 2 < x < 3 

0, 3 < x < 4 


fix) 

fix) 


{ —x, — 1 < x < 0 

1 , 0 < x < 1 

-\x + §, 1 < X < 3 

(\x, - 2 <x <0 

\ — 2 x + 2 , 0 < x £ 1 

L —1, 1 < x < 3 


(-2, 0)U(4, oo) 

0 < x < 1 (b) — 1 < x £ 0 

37. V = x(14 — 2x)(22 - 2x) 

Porque la circunferencia del clrculo original era 877 y se qui- 
to una pieza de longitud x. 

8 tt — x . x 
= ^7^ = 4 " 2rf 

h = ViJ^7 2 = Vl6 r ~ x2 

2tt 

1 , ( 8 tt— x) 2 \f 16ttx — x 2 

V — irTrr h = --- 


Seccion 1.4, paginas 37-38 

1. (a) lineal, algebraica, polinomial de grado 1 (b) de potencia, 

algebraica (c) racional, algebraica (d) exponencial 
3. (a) racional, algebraica (b) algebraica (c) trigonometrica 
(d) logarltmica. 

5. (a) h (b) / (c) g 

1. Simetrica respecto del origen. 



Dec. - oo < x < oo 





























R-4 Capituio 1: Respuestas 


9. Simetrica respecto del origen 

y Inc. - oo <x<OyO<x< oo 



11. Simetrica respecto del eje y 


y 



Dec. - oo < x < 0; 
inc. 0 < x < oo 


13. Simetrica respecto del origen 

y Inc. -oo < x < oo 



15. No hay simetria 



Dec. 0 < x < oo 


31. (a) La grafica sostiene la suposicion de que y es proporcional a 
x. La constante de proporcionalidad es estimada a partir de 
la pendiente de la recta, que es 0.166. 


y 



(b) La grafica sostiene la suposicion de que y es proporcional a 
x 1 / 2 . La constante de proporcionalidad es estimada a partir 
de la pendiente de la recta, que es 2.03. 


y 



33. (a) k~ 1.1 (b) k ~ 0.059 

35. (a) y 

10 - 
9 - 


7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

If 


6 


X 


17. Simetrica respecto del ejey 

y 



Dec. — oo < x £ 0; 
inc. 0 < x < oo 


19. Par 21. Par 23. Impar 25. Par 27. Ninguna 
29. Ninguna 


(b) k ~ 0.87 

(c) Usandoy = 0.87xconx = 13, obtenemosy = 11.31. 


Seccion 1.5, paginas 45-48 


1. D t : - oo < x < oo, D g : x > 1, R f : - oo < y < oo, 
Rg'-y — 0, D/ +g — Df. g = Dg, Rf+g :y — 1, Rf-g :y — 0 


3. D f : -oo < x < oo, D g : -oo < x < oo, R f :y= 2, 
R g :y a 1, Df/ g : -oo < x < oo, R f/g : 0 < y < 2, 
D g // : -oo < x < oo, 7?g// ;y > 1/2 


5. (a) 2 (b) 22 (c) x 2 + 2 (d) x 2 + lOx + 22 (e) 5 


(f) -2 (g) x + 10 (h) x 4 - 6x 2 + 6 


7. (a) - 5 (b) - 5 (c) y - 5 


(d) 


4x - 5 


(e) 


4x 2 - 5 


(f) 


1 


(4x - 5) 2 






















Capi'tuLo 1: Respuestas R-5 


9- (a) /(g(x)) (b) j(g(x)) (c) g(g(x)) (d) j(j(x)) 31. > 33. 


(e) g(h(J(x)J) 

(1) h(j(f(x))) 



\x-2\ / 

11. g(x) 

f(x) 

/ ° g(*) 

\ 4 


(a) x - 7 

Vx 

Vx - 7 



(b) x + 2 

3x 

3x + 6 

-2 0 

2 4 6' 

(c) x 2 

Vx - 5 

Vx 2 - 5 





(e) 1 + * 

,,, 1 1 

( f ) X X x 

13. (a) f(g(x)) = yjj + 1, g(f(x)) = 

(b) £> /og = (0,oo),D g ' f = (-l,oo) 

(c) Rf. g = (l,oo),R g . f = (0,oo) 

15. (a) y=-(x + 7) 2 (b) y=-(x- 4) 2 

17. (a) Position 4 (b) Position 1 (c) Position 2 

(d) Posicion 3 

19. (x + 2) 2 + (y + 3) 2 = 49 21. y + 1 = (x + l) 3 



37. 


-2 -i y 

V 1 2 

0 


/ -1 

, 2/3 

y = 1 -x 























































R-6 Capltulo 1: Respuestas 


(c) D : [0, 2], R : [0, 2] 

y 



(e) D : [-2, 0], R : [0, 1] 



(g) D : [-2, 0], : [0, 1] 



51. y = 3x 2 — 3 53. y = ~ + 

57. v = ^4 - ^ 59. v = 1 - 


(d) D: [0, 2], «:[-l,0| 



(f) D : [1, 3], R : [0, 1] 

y 



(h) £>:[-!, 1], : [0, 1] 



55. y = V4x + 1 

2x 2 

27x 3 


69. y 71. 




73. y 75. 




77. 


(x + 4) 2 (y - 3) 2 
16 9 


Centro: (-4, 3) 


El eje mayor es el segmento de recta entre (—8, 3) y (0, 3). 


y 





y 




79. (a) Impar (b) Impar (c) Impar (d) Par (e) Par 



(f) Par 

(g) Par 

(h) Par 

(i) Impar 



Seccion 1.6, 

paginas 56-58 




1. 

(a) 8t t m 

(b) 

55-77 

— m 3. 

8.4 pulg. 



5. 

e 

— IT 

-2-77/3 

0 

77/2 

3 - 77/4 


sen 6 

0 

V3 

2 

0 

1 

1 

\V 


cos 0 

-1 

1 

2 

1 

0 

1 

V 2 


tan 6 

0 

V3 

0 

IND 

-1 


cot 6 

IND 

1 

V3 

IND 

0 

-1 


sec 6 

-1 

-2 

1 

IND 

-V 2 


CSC 0 

IND 

2 

IND 

1 

V 2 


Vs 


65. 


67. 


y 










































Capi'tuLo 1: Respuestas R-7 


7. 

9. 

11 . 

13. 


cosx = —4/5, tanx = —3/4 
senx =-^.tanx = — \/8 


1 2 

senx =-—, cosx =-— 

V5 V5 


Periodo tt 


15. Periodo 2 




17. Periodo 6 


y 



19. Periodo 2tt 


y 



47. 2 + 4 V ^ 49. 2 4 V " 2 55. c = Vl ~ 2.646 

59. a = 1.464 

61. A = 2, B = 277, C = -7T, Z> = — 1 



63. ^ = — Jr, 5 = 4, C = 0, D = ^ 



21. Periodo 2ir 





23. Periodo ir/2, simetrica res- 
pecto del origen 


5 



25. De Periodo 4; simetrica 
respecto del eje y. 


S 



29. D : (-oo, oo), 
R:y = -1,0,1 



V6 + V2 


1 + V3 
2\/2 


65. (a) 37 (b) 365 (c) 101 a la derecha (d) 25 hacia arriba 


Seccion 1.7, paginas 66-68 

1. d) 3. d) 

5. [—3, 5] por [—15, 40] 



7. [-3, 6] por [-250, 50] 



9. [-3, 3] por [-6, 6] 


11. [-2, 6] por [-5, 4] 




39. —cosx 41. — cosx 43. 


4 


45. 












































R-8 Capi'tuLo 1: Respuestas 


13. [-2, 8] por [-5, 10] 15. [-3, 3] por [0, 10] 


27. [-IOO 77 , IOOtt] por [-1.25, 1.25] 





17. [-15, 5] por [-10, 10] 19. [-4, 4] por [0, 3] 




21. [-10, 10] por [-6, 6] 23. [-6, 10] por [-6, 6] 

y y 


29. 


15’ 15 


por [-0.25, 0.25] 





25. 


77 77 

125’125 


por [-1.25, 1.25] 


y 





35. 


y 
















































CapituLo 1: Respuestas R-9 


37. 


•••••••••a, 

-1 

-2 

-3 

-4 


23456 


39. 




-5 -4 -3 -2 -1 


y=xlxj 


/ 


1 2 3 4 5 


41. (a) y = 1059.14x - 2074972.23 

(b) m = 1059.14; esta es la cantidad que aumentara la compen¬ 
sation cada ano. 

(c) 



(d) $53,899.17 

43. (a) y = 0.0866x 2 - 1.970lx + 50.0594 

(b) > 



(c) Si la rapidez es de 72 millas/hora, la distancia aproximada 
para detenerse es de 367.50 pies. Si la rapidez es de 85 mi¬ 
llas/hora, la distancia aproximada para detenerse es de 
522.67 pies. 


(d) y = -140.4121 + 6.889x 


y 



Si la rapidez es de 72 millas/hora, la distancia aproximada 
para detenerse es de 355.60 pies. Si la rapidez es de 85 mi¬ 
llas/hora, la distancia aproximada para detenerse es de 
445.15 pies. 

La ecuacion de regresion cuadratica ofrece el mejor ajuste. 


Ejercicios practicos, paginas 69-70 


1. x a —2 


i i i i i 


3. x > 6 


0123456789 


7. x < -1 ox > 5 9. (0, 11) 

l. No, porque no tiene dos lados de la misma longitud; no, porque 
no tiene dos lados perpendiculares. 

19. y = —3x + 3 


5. -8,6 

11 

no tiene dos 
13. y = 3x — 

4 

3' 


20 

3 


15. x = 0 17. y = 2 

2 


,, A O 

23. y = - X + - 


25. 


29. 

37. 

41. 

43. 

45. 

47. 

49. 

51. 

53. 


r 1 

A = 77T 2 , C = lirr, A = — 27. x = tan d, v = tan 2 6 

477 

Respecto del origen 31. Ninguno 33. Par 35. Par 
Impar 39. Ninguno 

(a) Dominio: todos los reales (b) Rango: [—2, oo] 

(a) Dominio: [—4, 4] (b) Rango: [0, 4] 

(a) Dominio: todos los reales (b) Rango: (—3, oo) 

(a) Dominio: todos los reales (b) Rango: [—3, 1] 

(a) Dominio: (3, oo) (b) Rango: todos los reales 
(a) Dominio: [—4, 4] (b) Rango: [2, 0] 


f(x) 


(1 - x, 0 < x < 1 
\2 — x, l<x^2 


55. (a) 1 (b) 




(c) x, x # 0 


(d) 


Vl/VxT~2 +1. 

57. (a) (/ ° g)(x) = -x,x > -2, (g ° f)(x) = V4 - x 2 

(b) Dominio (f ° g ): [—2, oo), dominio (g °/): [—2, 2] 

(c) Rango (/ ° g): (-oo, 2], rango (g ° /): [0, 2] 



















R-10 Capltulo 2: Respuestas 


59. Reemplaza la portion para x < 0 con la imagen espejo de la por¬ 
tion para x > 0 para hacer una grafica nueva, simetrica respecto 
del ejey. 



61. No se ve afectada. 

63. Anade la imagen espejo de la portion para x > 0 para hacer una 
grafica nueva, simetrica respecto del ej sy. 

65. Refleja la portion para v < 0 a lo largo del eje x. 

67. Refleja la portion para y < 0 a lo largo del eje x. 

69. Periodo tt 



71. Periodo 2 


y 



73. y 



75. (a) a = 1 b = V3 
b 


11. (a) a = 


tan B 


(b) c = 


(b) a = IV 5/ i 
a 


sen A 


79. ~ 16.98 m 81. (b) 4 tt 


Ejercicios adicionales y avanzados, paginas 71-72 

1. (a) y (b) * 



3. SI. Por ejemplo: f{x) = \/xy g(x) = l/jt,o f(x) — 2xy 
g{x) = x/2,o f(x) = e x yg(x) = lnx. 

5. Si f(x) es impar, entonces g(x ) =/(jc) — 2 no es impar. Tampoco 
g(x) es par, a menos que f{x) = 0 para toda x. Si/es par, enton¬ 
ces g(x) =/(jc) — 2 tambien es par. 



9. V2 11. 3/4 13. 3VT5/16 27. -4 < m < 0 


CAPITULO 2 

Seccion 2.1, paginas 81-84 

1. (a) No existen. Conforme x se aproxima a 1 por la derecha, g(x) 
se aproxima a 0. A medida que x se aproxima a 1 por la izquier- 
da, g(.r) se aproxima a 1. No hay un numero unico L para el que 
todos los valores de g(x) esten arbitrariamente cerca conforme 
x~>\. (b) 1 (c) 0 

3. (a) Verdadera (b) Falsa (c) Falsa 

(d) Falsa (e) Falsa (1) Verdadera 

5. A medida que x se aproxima a 0 por la izquierda, x/\x\ se apro¬ 
xima a -1. Conforme x se aproxima a 0 por la derecha, jc/|jc| se 
aproxima a 1. No hay un numero unico L para el que todos los 
valores de la funcion esten arbitrariamente cerca conforme 
x—> 0. 

7. No puede decirse nada. 9. No; no; no. 

























Capltulo 2: Respuestas R-ll 


11. (a )f(x) = (x 2 - 9)/(x + 3) 


X 

-3.1 

-3.01 

-3.001 

-3.0001 

-3.00001 

-3.000001 

fix) 

-6.1 

-6.01 

-6.001 

-6.0001 

-6.00001 

-6.000001 


X 

-2.9 

-2.99 

-2.999 

-2.9999 

-2.99999 

-2.999999 

fix) 

-5.9 

-5.99 

-5.999 

-5.9999 

-5.99999 

-5.999999 


(c) 11m f{x) = -6 

x —3 

13. (a) G(x) = (.t + 6)/(x 2 + 4x - 12) 


X 

-5.9 

-5.99 

-5.999 

-5.9999 

G(x) 

-.126582 

-.1251564 

-.1250156 

-.1250015 


-5.99999 

-5.999999 

-.1250001 

-.1250000 


X 

-6.1 

-6.01 

-6.001 

-6.0001 

G(x) 

-.123456 

-.124843 

-.124984 

-.124998 


-6.00001 

-6.000001 

-.124999 

-.124999 


(c) 11m G(x) = -1/8 = -0.125 

x->-6 

15. (a )f(x) = {x 1 - \)/{\x |-1) 


X 

-1.1 

-1.01 

-1.001 

-1.0001 

-1.00001 

-1.000001 

fix) 

2.1 

2.01 

2.001 

2.0001 

2.00001 

2.000001 


35. Las graficas pueden desplazarse a consecuencia de la impresion, 
as! que sus estimaciones podrlan no coincidir exactamente con 
las que se presentan aqul. 


(a) 


p Qi 

PQi 

PQi 

PQ4 

43 

46 

49 

50 


(b) ~ 50 m/seg o 180 km/h 


Las unidades apropiadas son 
m/seg. 

(b) ~ $56,000/ano 

(c) ~ $42,000/ano 



39. (a) 0.414213, 0.449489, (Vl + h - 1 )/h (b) g(x) = Vx 


1 + h 

1.1 

1.01 

1.001 

1.0001 

Vl + h 

1.04880 

1.004987 

1.0004998 

1.0000499 

(Vl + h - 1 )/h 

0.4880 

0.4987 

0.4998 

0.499 


1.00001 

1.000001 

1.000005 

1.0000005 

0.5 

0.5 


(c) 0.5 (d) 0.5 


X 

-.9 

-.99 

-.999 

-.9999 

-.99999 

-.999999 

fix) 

1.9 

1.99 

1.999 

1.9999 

1.99999 

1.999999 


(c) 11m f{x) = 2 

X * — 1 

17. (a)g(6>) = (sen 6)/6 


e 

,i 

.01 

.001 

.0001 

.00001 

.000001 

gie) 

.998334 

.999983 

.999999 

.999999 

.999999 

.999999 


d 

-,i 

-.01 

-.001 

-.0001 

-.00001 

-.000001 

gie) 

.998334 

.999983 

.999999 

.999999 

.999999 

.999999 


11m g(d) = 1 


19. (a) f{x) = x'A 1- *) 


X 

.9 

.99 

.999 

.9999 

.99999 

.999999 

fix) 

.348678 

.366032 

.367695 

.367861 

.367877 

.367879 


X 

1.1 

1.01 

1.001 

1.0001 

1.00001 

1.000001 

fix) 

.385543 

.369711 

.368063 

.367897 

.367881 

.367878 


11m fix) ~ 0.36788 

X—* 1 


21. 4 23. 0 
31. (a) 


25. 9 
(b) - 


27. 77-/2 29. (a) 19 

3V3 „ , 


(b) 1 


Seccion 2.2, paginas 88-91 

1. -9 3. 4 5. -8 7. 5/8 9. 5/2 11. 27 13. 16 

15. 3/2 17. 3/2 19. 1/10 21. -7 23. 3/2 25. -1/2 

27. 4/3 29. 1/6 31. 4 33. 1/2 35. 3/2 

37. (a) Regia del cociente (b) Reglas de la diferencia y la potencia 
(c) Reglas de la suma y el multiplo constante. 

39. (a) -10 (b) -20 (c) -1 (d) 5/7 

41. (a) 4 (b) -21 (c) -12 (d) -7/3 

43. 2 45. 3 47. 1/(2V7) 49. V5 

51. (a) Elllmiteesl. 53. c = 0, 1, — 1; el llmite es 0 en c = 0 y 1 
en c = 1,-1. 55.7 57. (a) 5 (b) 5 

Seccion 2.3, paginas 98-101 

1. S = 2 H 

1 5 7 

3. S = 1/2 

-7/2 -3 -1/2 


5. S = 1/18 _4-i-^ t 



4/9 

1/2 

4/7 


7. 

S = 0.1 9. S = 

7/16 

11. 5 

= V5 - 2 13. 5 = 0.36 

15. 

(3.99,4.01), 5 = 

0.01 

17. (- 

-0.19,0.21), 5 = 0.19 

19. 

(3, 15), 5 = 5 

21. (10/3,5), 

5 = 2/3 

23. 

(—W>, — W>), 

5 = 

V45 - 

-2« 0.12 

25. 

(Vl5, Vl7), 5 ; 

= Vl7 - 4 ~ 

0.12 


7 T 


33. 1 














































































































R-12 Capltulo 2: Respuestas 


27. 



0.03 


,2 + 



= 0.03 
m 


29. 


1_ _ c_ 1_ 
2 nv m + 2 


8 = 


c 

m 


31. L = -3, 8 = 0.01 33. Z = 4, 8 = 0.05 

35. L = 4, 8 = 0.75 


55. [3.384, 3.387]. Para asegurar la respuesta, el extremo izquierdo 
fue redondeado hacia arriba y el extremo derecho hacia abajo. 
59. El llmite no existe conforme x se aproxima a 3. 


Seccion 2.4, paginas 111-114 

1. (a) Verdadera (b) Verdadera (c) Falsa (d) Verdadera 
(e) Verdadera Verdadera (g) Falsa (h) Falsa (i) Falsa 
(j) Falsa (k) Verdadera (1) Falsa 


(c) -oo (d) oo 19. (a) -oo (b) oo (c) 0 

(d) 3/2 21. (a) -oo (b) 1/4 (e) 1/4 (d) 1/4 

(e) Sera-oo. 23. (a) -oo (b) oo 25. (a) oo 
(b) OO (c) OO (d) 00 


27. 



3. (a) 2, 1 (b) No, 11m f(x) ¥= 

(d) Si, 3. 

5. (a) No (b) SI, 0 (c) No 



11m /(x) (c) 3,3 

x —>2 


29. 


(b) 1, 1 (e) SI, 1 

10 

1 


5 

2x + 4 

x = -2 

V 


~ r ~~ T \ 

2-10 

1 2 


-5 



-10 



9. (a) Z):Osxs2,JJ:0<ySlyy = 2. 
(b) (0, 1)U (1,2) (e) x = 2 (d) x = 0 



11. V3 13. 1 15. 2/V5 17. (a) 1 (b) -1 

19. (a) 1 (b) 2/3 21. 1 23. 3/4 25. 2 27. 1/2 

29. 2 31. 1 33. 1/2 35. 3/8 37. (a) -3 (b) -3 

39. (a) 1/2 (b) 1/2 41. (a) -5/3 (b) -5/3 43. 0 

45. -1 47. (a) 2/5 (b) 2/5 49. (a) 0 (b) 0 

51. (a) 7 (b) 7 53. (a) 0 (b) 0 55. (a) -2/3 

(b) -2/3 57. 0 59. 1 61. 00 69. 1 

73. 8 = e 2 , 11m Vx - 5 = 0 

x—>5 + 

77. (a) 400 (b) 399 (c) El llmite no existe. 

79. 1 81. 3/2 83. 3 


31. 



33. y 



Seccion 2.5, paginas 122-123 

1. 00 3 . -00 5 . -00 7. 00 9. (a) 00 (b) -00 

11. 00 13. 00 15. -00 17. (a) 00 (b) -00 
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R-13 


35. >' 




39. Esta es una posibilidad. 


y 



41. Esta es una posibilidad. 


y 



43. Esta es una posibilidad. 


y 



45. Esta es una posibilidad. 


y 



51. (a) Para todo numero real positivo B , existe un numero corres- 
pondiente 8 > 0 tal que para toda x 

xo — S < x < Xq => /(x) > B. 


(b) Para todo numero real negativo —B, existe un numero co- 
rrespondiente S > 0 tal que para toda x 

xo < x < xo + S => f(x) < —B. 

(c) Para todo numero real negativo — B , existe un numero co- 
rrespondiente 8 > 0 tal que para toda x 

xq — 8 < x < xq => /(x) < —B. 


57. 



59. > 



y 



61. 




































R-14 
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63. 



Seccion 2.6, paginas 132-134 

1. No; es discontinua en x — 2; no esta definida en x — 2. 

3. Escontinua. 5. (a) Si (b) Si (c) Si (d) Si 

7. (a) No (b) No 9. 0 11. 1, se pueden eliminar; 0, se 

pueden eliminar 13. En todos los puntos x, excepto en x = 2 
15. En todos los puntos x, excepto en x = 3, x = 1 17. En to- 

dos los puntos x 19. En todos los puntos x, excepto en x = 0 

21. En todos los puntos x, excepto eni = mr/ 2, siendo n cualquier 
entero 23. En todos los puntos x, excepto en x = mr/2, 
siendo n un entero impar 25. En todos los puntos x & —3/2 
27. En todos los puntos x 

29. 0; continua en x = it 31. 1 ; es continua en y = 1 

33. 3/2/2; es continua en t = 0 35. g(3) = 6 

37. /(1) = 3/2 39. a = 4/3 

63. jc ~ 1.8794,-1.5321,-0.3473 

65. x « 1.7549 67. x ~ 3.5156 69. x ~ 0.7391 


Seccion 2.7, paginas 140-141 

1. P\.m\ = I, Py. m 2 =5 3. P\:m\ = 5/2, P 2 : m 2 = “1/2 

5. y = 2* + 5 


y 



7. y = x + 1 


y 



9. y = 12* + 16 



11 . 

m = 

4 ,y~ 

- 5 = 

: 4(* - 2) 



13. 

m = 

-2 ,y 

- 3 

= —2(* 

- 3) 



15. 

m = 

12, y 

- 8 

= 12(? - 

■ 2) 



17. 

m = 

1 

4’ y ~ 

- 2 = 


4) 



19. 

m = 

-10 

21. 

, m = — 

1/4 

23. ( 

-2,-5) 

25. 

y = 

— (* 4 

- 1 ),y = -(* 

- 3) 

27. 

19.6 m/seg 

29. 

6tt 

31. 

Si 

33. Si 

35. 

(a) En 

ningun punto 

37. 

(a) En * = 

= 0 

39. (a) 

En ningun punto 41. (a) 

43. 

(a) En * = 

= 0 






Ejercicios practicos, paginas 142-143 

1. En* = —1: lim /(*) = lim /(*) = 1, de manera que 

x —1 X * 1 + 

lim /(*) = 1 = /(—1); la funcion es continua 

x —>—1 

en* = —1 

En* = 0: lim /(*) = lim /(*) = 0, de manera que 

x—*o x— >0 + 

lim /(*) = 0. Sin embargo,/(0) # 0,asique 

x—>0 

/es discontinua en * = 0. La discontinuidad puede 
eliminarse redefiniendo/(0) como 0. 

En * = 1: lim /(*) = — 1 y lim /(*) = 1, de manera que 

x—*l x— >l + 

lim /(*) no existe. La funcion es discontinua en 

x —>1 

* = 1, y la discontinuidad no puede eliminarse. 



3. (a) -21 (b) 49 (c) 0 (d) 1 (e) 1 (f) 7 

(g) -7 (h) -/ 5. 4 

7. (a) (- 00 ,+ 00 ) (b) [0, 00 ) (c) (- 00 , 0) y (0, 00 ) 

(d) (0, 00 ) 

9. (a) No existe (b) 0 

11. / 13. 2* 15. -/ 17. 2 19. 0 21. | 23. 0 

25. —00 27. 0 29. 1 31. La respuesta es no en ambos 

casos, ya que lim /(*) no existe y lim /(*) tampoco. 

x —>1 x —>—1 

37. (b) 1.324717957 
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Ejercicios adicionales y avanzados, paginas 144-146 

3. 0; el llmite lateral izquierdo es necesario porque la funcion no 
esta definida para v> c. 5. 65 < t < 75; la temperatura debe 
alterarse cuando mucho 5°F. 

13. (a) B (b) A (c) A (d) A 

21. (a) 11m r+(a) = 0.5, 11m r + (a ) = 1 

a-* 0 a—>-l + 

(b) 11m r (a) no existe 11m r-(a) = 1 

a—*0 a—*—l + 

25. 0 27. 1 29. 4 


CAPITULO 3 

Seccion 3.1, paginas 155-159 

2 1 2 

1. ~2x, 6, 0, -2 3. - 2, -•*-V 

t 3 4 3 VI 

5 3 _L_ I _J_ 7 6x 2 9 _ 1 _ 

' 2\/^’2Vr 2, 2V2 ‘ (2t + l) 2 

11. - 7 13. 1-4,0 15. 3 1 2 - 2t, 5 

2 (q + 1 )Vq + 1 * 

17. - ~ 4 ,- , y-4=-Ux-6) 19.6 

(x — 2)Vx — 2 ^ 

21. 1/8 23. —— 1 —r 25. — =lI —- 27. b 29. d 

' (x + 2) 2 (x - l) 2 

31. (a) x — 0,1,4 (b) y 



3.2 


1 

0.6 

; , , °-8-; 

-0.7 

. 84 o_o 87 88 

-3.3 

- 0—0 


35. Como llm x _*o + f'(x) = 1 mientras que llm v ^o“ f'( x ) — 0, /(x) 
no es diferenciable en x = 0. 

37. Como llm x -»i+ /'(x) = 2 mientras que linv-»i- /'(x) = 1/2, 
f(x) no es diferenciable enx= 1. 

39. (a) —3 £ x £ 2 (b) Ni continua ni diferenciable 

(c) Ni continua ni diferenciable 

41. (a) -3 £ t< 0,0 <i£ 3 (b) Ni continua ni diferenciable 

(c) x = 0 

43. (a) — 1 £ x < 0, 0 < x £ 2 (b) x — 0 

(c) Ni continua ni diferenciable 

45. (a) y' = —2x (c) x < 0, x = 0, x > 0 

(d) -00 < x < 0 , 0 < x < 00 


47. (a) / = x 2 
(b) v 




(c) x # 0 , x = 0 , en ninguno 

(d) — 00 < x < 00 , en ninguno 
49. y' = 3x 2 nunca es negativo 

51. Si, >" + 16 = — (x — 3) es tangente en (3, —16) 

53. No, la funcion y = [xJ no satisface el teorema del valor inter- 
medio para derivadas. 

55. Si, (-f)'(x) = -(/'(*)) 

g(t) 

57. Parag(t) = mtyh(t) = t, lim —— = m , que necesita ser dis- 

t —»0 h(t) 

tinto de cero. 


Seccion 3.2, paginas 169-171 


dy d 2 y 

1 . — = — 2 x, —7 = -2 
ax dx 2 


3. ~ = 15t 2 - 15t 4 ,4 
dt 2 


ds 

dt 


= 30t - 60 1 3 


dy , 

5. ; = 4x 2 - 1, 
dx 


d 2 y 

dx 2 


= 8 x 


t/w __(/ J_ t/ 2 H’ 

& ~ z 3 = 

dv 

9. : = 12x - 10 + 10x~ 

dx 

jj - zl _|_ 3 d 2 ’’ 


_18 _ 2 

z 4 z 
d 2 y 


dx~ 


= 12 - 30x~ 


13. v' = — 5x 4 + 12x 2 - 2x - 3 


15. y' = 3x 2 + lOx + 2 — 


17. / = 


-19 


(3x - 2 ) 2 


19. g'(x) = 
23. f'(s) = 


21 . 


x- + x + 4 
(x + 0.5 ) 2 

1 

Vs(Vs + l ) 2 

—4x 3 - 3x 2 + 1 


dv 

dt 


t 2 - 2t - 1 
(1 + t 2 ) 2 

1 


25. v' = - \ + 2x ~ 3 / 2 


(x 2 - l) 2 (x 2 + x + l) 2 

29. / = 2x 3 - 3x - 1,/' = 6 x 2 - 3 ,y"' = 12x, v (4) = 12, 
y(") = 0 para n > 5 
31. y' = 2x — lx~ 2 ,y" = 2 + 14x~ 3 


33. 4 = 30“ 
dd 


de 2 


= —120 


35. 4= -z- 2 - l,^ = 2z- 3 
* rfz 2 

„ d P 1 , 1 3 , 5 1 1 4 <- -6 

37 '^- 6 » + 6 « + « - 5 “ 
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39. (a) 13 (b) -7 (c) 7/25 (d) 20 

41. (a) y = -1 4 (b) m = -4 en (0, 1) 

O 4 

(c) y = 8x — 15, y = 8x + 17 
43. y = 4x, y = 2 45. a = 1, b = 1, c = 0 

47. (a) y = 2x + 2, (c) (2,6) 

49. /*'(*) = na n x"~ l + (n — \)a n -\x n ~ 2 +■■■+ 2 a 2 X + ai 
51. La regia del producto es entonces la regia del multiplo constante, 
de manera que la ultima es un caso especial de la regia del 
producto. 

53. (a) -j^(uvw) = uvw' + uv'w + u'vw 

(b) -J- (U 1 U 2 U 2 U 4 ) = U\U 2 UIU\ + U 1 U 2 U 3 U 4 + M 1 M 2 W 3 M 4 + 
U1U2U2U4 

(c) = U\U 2 ■ ■ ■ u n -\u' n + U\ U 2 ■ ■ ■ U n - 2 U' n -\U n + 

• • • + ll\U2' ' ' U n 

dP _ _ nRT 2an 2 
dV~ ( V - nb) 2 V 3 


Seccion 3.3, paginas 179-183 

1. (a) —2 m, — lm/seg (b) 3 m/seg, 1 m/seg; 2 m/seg 2 , 

2 m/seg 2 (c) la direccion cambiara e t = 3/2 seg 
3. (a) —9 m,—3 m/seg (b) 3 m/seg, 12 m/seg; 

6 m/seg 2 , —12 m/seg 2 (c) no hay cambio de direccion 
5. (a) —20 m,—5 m/seg (b) 45 m/seg, (1/5) m/seg; 

140 m/seg 2 , (4/25) m/seg 2 (c) no hay cambio de direccion 
7. (a) a(l) = -6 m/seg 2 , a(3) = 6 m/seg 2 
(b) v(2) = 3 m/seg (c) 6 m 

9. Marte: ~ 7.5 seg, Jupiter: ~ 1.2 seg 11. g s = 0.75 m/seg 2 
13. (a) v = —32?, 1 12 1 = 32t pies/seg, a = — 32 pies/seg 2 
(b) t ~ 3.3 seg (c) v ~ —107.0 pies/seg 


15. (a) t = 2, t = 7 

(c) 

I v I (m/seg) 

Rapidez 

' AO\ 

0 2 4 6 8 10 


(b) 3 


t (seg) 


t < 6 

(d) 


4 - 

3 -c 
2 - 
1 - 


- — 
dt 


0 

-1 
-2 
-3 - 


123456789 10 


17. (a) 190 pies/seg (b) 2 seg (c) 8 seg, 0 pies/seg, 

(d) 10.8 seg, 90 pies/seg (e) 2.8 seg 

(f) el cohete alcanza la maxima aceleracion a los 2 segundos 
despues del lanzamiento 

(g) la aceleracion es constante entre los 2 y los 10.8 segundos, 
—32 pies/seg 2 


19. (a) 


4 

7 


seg, 280 cm/seg 


(b) 560 cm/seg, 980 cm/seg 2 


(c) 29.75 disparos/seg 

21. C = posicion, A = velocidad, B = aceleracion 
23. (a) $110/lavadora (b) $80 (c) $79.90 

25. (a) b'(0) = 10 4 bacterias/h (b) b'(5) = 0 bacterias/h 
(c) b'(10) = -10 4 bacterias/h 


dy t dy 

27. ( a ) /// = p2 _ ' (b) El mayor valor de es 0 m/h cuando 

dy 

t = 12 y el menor valor de es — 1 m/h, cuando t = 0. 

(c) >• 



29. t = 25 seg D = 

31. 



(a) v = 0 cuando t = 6.25 seg. (b) v > 0 cuando 

0 < t < 6.25 => el cuerpo se mueve hacia arriba; v < 0 
cuando 6.25 < t £ 12.5 => el cuerpo se mueve hacia abajo. 

(c) El cuerpo cambia de direccion en t = 6.25 seg. (d) El 
cuerpo aumenta su rapidez en (6.25, 12.5] y la disminuye en 
[0, 6.25). (e) El cuerpo se mueve mas rapido en los puntos 

extremos t = 0 y t = 12.5 cuando viaja a 200 pies/seg. Se mueve 
mas despacio en f = 6.25, cuando la rapidez es 0. (f) Cuando 

t = 6.25 el cuerpo esta a 5 = 625 m del origen, en la posicion 
mas lejana respecto de este. 


33. 



, , . . 6 ± VU 

(a) v = 0 cuando t = - - - seg. 

, L1 ^ „ , 6 - V / 15 _^6 + Vl5_ , 

(b) v < 0 cuando - r- < t < --- => el cuerpo 


3 3 

se mueve hacia la izquierda; v > 0 cuando 0 < t < 

6 + VL5 


6 - VT? 


< t < 4 = 


el cuerpo se mueve hacia la derecha. 
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(c) El cuerpo cambia de direction en t = ^ seg. 


(d) El cuerpo aumenta su rapidez en 


disminuye en 




y la 

6 + Vl5 \ 




(e) El cuerpo se mueve mas rapido en t — 0 y t = 4, cuando se 
desplaza a 7 unidades/seg, y mas lento en t = 6 — ^ seg. 

(f) Cuando t = ^ + ^ —— el cuerpo esta en la position 

s ~ —6.303 unidades, en el punto mas lejano del origen. 

A F 5-0 


35. (a) Tarda 135 seg. (b) Rapidez promedio = 


A t 73-0 


— ~ 0.068 estadios/seg. (c) Usando un cociente de dife- 

rencias centrado, la rapidez del caballo es aproximadamente 
A F = 4-2 . 2_ = J_ 

A t 59 - 33 26 13 

furlongs/seg. 


(seccion 3.4, ejercicio 53) - 


0.077 


(d) El caballo tiene su maxima aceleracion durante el ultimo es- 
tadio (entre la novena y decima marcas de estadio). Tarda solo 
11 seg en correr este ultimo estadio, que es la menor cantidad de 
tiempo para un estadio. (e) El caballo acelera al maximo du¬ 
rante el primer estadio (entre las marcas 0 y 1). 


Seccion 3.4, paginas 188-190 


1. —10 — 3 sen.r 3. —cscxcotx —- 


7. 


9. 4 tan x sec x — esc 2 x 


,, — 2 esc f cot f . . „ ,,, 

15. — - ,, 17. — 0(0 cos 0 + 2sen0) 


(1 + cotx) 2 

13. sec 2 t — 1 , 

(1 - eset) 

19. sec 0 esc 8 (tan 0 - cot 8) - sec 2 6 - esc 2 6 
21. sec 2 q 23. sec 2 q 25. (a) 2 esc 3 * — esex 

(b) 2 sec 3 x — sec x 


5. 0 

11 . x 2 cosx 



(3ir/2, -1) 



31. Si, enx = tt 33. No 


35 ‘ l-f.-l jilf - 1 



37. (a) y = —x + tt/2 + 2 (b) y = 4 - V3 

39. 0 41.-1 43. 0 

45. - \fl m/seg, \fl m/seg, \fl m/seg 2 , V2 m/seg 3 
47. c = 9 49. senx 

Seccion 3.5, paginas 201-205 

1. 12x 3 3. 3 cos (3x + 1) 5. —sen (senx) cosx 

7. 10 seg 2 (10x — 5) 

, dy dy du 

9. Con u = (2x + l),y = tt 5 :-ti = ti--j- = 5 u 4 • 2 

dx du dx 


= 10(2x + l) 4 


11. Con u = (1 — ( x/l)),y = u 1 : ~r = 




dx du dx 


= -7^'(-7 = 1-f 


, , dy dy du 

13. Con « = ((x-/8) + x - (l/x)),y = « = 

4w 3 • (v + 1 + ^) = 4 (y + x - |) (| + 1 + 


rfy dy du 

15. Con « = tanx, y = sec u\—r = -j —, = 

dx du dx 

(sec u tan i/)(sec 2 x) = sec (tanx) tan (tanx) sec 2 x 
, dy dv du 

17. Con u = senx, y = tr : = -=—— = 3 u 1 cosx 

dx du dx 


= 3 sen 2 x (cosx) 


19. - 


2V / 3^ r 


21. —(cos3 1— sen 5t) 23. 


esc 8 


cot 6 + esc 6 


25. 2xsen 4 x + 4x 2 sen 3 x cosx + cos 2 x + 2xcos 3 x senx 


27. (3x - 2) 6 - 


1 


x 4 4 - 


2x' 


29. 


(4x + 3) 3 (4 x + 7) 

(x + l) 4 


31. Vxsec 2 (2\/x) + tan(2Vx) 33. — ^ sen ^ —- 

(1+cosfl) 2 

35. ~jx = —2 sen ( 8 2 ) sen 20 + 20 cos (20) cos (0 2 ) 

du 
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dq 


37. 


dt 


t + 2 

2(t + if! 1 


Vt + 1 


39. 2t t sen (irf — 2) cos (irt — 2) 41. 

43. —2 cos (cos (2t — 5))(sen(2f — 5)) 
2 


8 sen ( 2 1) 

(1 + cos 2 t) 5 


45. ( 1 + tan 4 ( -y 


47. -- 


tsen(f 2 ) 


tan 3 ( A )sec 2 ( -4- 


1+ i 


V 1 + cos (t 2 ) 

51. 2 csc 2 (3x - 1) cot (3x - 1) 53. 5/2 55. -tt/4 57. 0 

59. (a) 2/3 (b) 2 tj- + 5 (c) 15 - 8 tt (d) 37/6 (e) -1 

(f) V2/24 (g) 5/32 (h) -5/(3Vl7) 61. 5 

63. (a) 1 (b) 1 65. (a) y = ttx + 2 - tt (b) tt/2 

67. „ 69. 




73. 



75. 


77. 




79. (a) x = a cos t,y = —a sen l, 0 ^ £ 2-77 

(b) x = a cos t,y = a sen t, 0 s t < 2 tt 

(c) x = a cos t,y = —a sen t, 0 s t s 477 

(d) x — a cos t,y = a sen t, 0 £ t £ 4 tt 

81. Respuesta posible: x = —1 + 5f,y = —3 + 4 t, 0 s t < 1 

83. Respuesta posible: x = t 2 + l,y = t, t s 0 

85. Respuesta posible: x = 2 — 3f,y = 3 — At, t & 0 


d 2 y 

87. y = -x + 2, V 7 
dx 2 


= -V2 


1 Vy 

89..v = x n ,- 

91. v = x - 4 ,—\ 
dx 2 


d 2 y 

93 ‘^ 2 ’^ 


*=7t/4 

= -2 


*=1/4 


= -1 


/ = 7t/2 


95. A1 duplicar la frecuencia, la velocidad, la aceleracion y la sacu- 
dida se multiplican por 2, 4 y 8 , respectivamente. 

97. u( 6 ) = |m/seg, a( 6 ) = -j^m/seg 2 

( V2 \ 

107. ( ——., 1 J,y = 2x en t = 0, y = — 2x en t = tt 


Seccion 3.6, paginas 211-213 


1. 3 . 2 ''’ 


5. 


9. 


3x 2 / 3 ‘ 2 (x + 6) 1/2 


11 “I = 2 r 5/7 

(x 2 + D 1 / 2 7 


7. —(2x + 5 ) _3/2 


dy 
dt 

15. f'{x) = 


13. -j f = -|(2f + 5) _ 5 / 3 cos[(2t + 5)~ 2/3 ] 


-1 


4V / x(l - Vx) 
2 
3 


17. h'(d) = -f (sen20)(l + cos20 )~ 2 / 3 19. —^-— 

1 v A 7 x 2 + 2 xy 


1 - 2 y 


2 x + 2 y — 1 
1 

v(x + 1 ) : 


23. 


—2x J + 3x 2 y — xy 2 + x 

x 2 y - x 3 + y 

2 ,„ —cos 2 (xy) — y 

2 27. cos 2 y 29. - 


21 . 

25. 

31. 


Vsen^y j - cos ^ | + xy 
2 2 

r —V - X 

37. y' = -y,y" = —i— 


-y 


33. - 


x 

Vt 

Ve 


35 -f 


39. y' = Vj/A y" 


y 2 - (x + l ) 2 
V 3 


„ , Vy i 

41. y = — 7 =-, y = - 7 =- 

Vy + 1 2(Vy + l) 3 

43. -2 45. (-2, 1) : m = -1, (-2, -1) : m = 1 

._ , . 7 1 4 , 29 

47. (a) y = ^x - (b) y = - yx + — 


49. (a) y = 3x + 6 , (b) y = - — x + — 

51. (a) y = |x + (b) y = - |x - | 

53. (a) y = - yx + it, (b) y = %x - |r + y 
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55. (a) y = 2t rx - 2ir, (b) - v = 

57. Puntos: (— Vl, 0) y (Vl, 0), Pendiente: -2 

-q . /V3 V3\ /r /V3 A 

59. m = -1 en I -yy, 2 I, m = V3 en I -yy, 2 I 

61. (-3, 2) : m = - (-3, -2): m = (3, 2) : m = 

(3, —2): m = -y 

63. 0 65. ~6 67. (a) Falsa (b) Cierta (c) Cierta 

(d) Cierta 69. (3,-1) 

dx x 2 + 3 xy 2 dx 1 

dy 


dy y i + 2xr 

73. V = 


r/x 


x 2 + 3xy 2 ’ 


y 3 + 2xy ’ dy dy/dx 


Seccion 3.7, paginas 218-221 


, . dr 

1. —t — iTrr—r 
dt dt 


i dV 2 dh 
3 ‘ (a) ~di = w Tt 


,,, rfP dr 

(b) —r- = iTThr—r 
K ’ dt dt 


, . dV 2 dh . dr 
(c) —— = trr — —I- iTrhr — 
dt dt dt 


5. (a) 1 volt/seg 


(b) - y amp/seg (c) 


dR _ 1 fdV _ Vdl\ 


dt 


I \ dt 


I dt 


1. (a) 


(d) 3/2 ohms/seg, R esta aumentando. 
dS x dx 


dt 


, dS - 
(b) 717 - 


Vx 2 + y 2 dt 

x dx 


y 


dy 


(c) 


dt 

dx 

dt 


Vx 2 + y 2 dt 
_ydy 
x dt 


Vx 2 + y 


2 dt 


n . . dA 1 , . dd 

9 ■ ^Vt = 2 abc ° sd * 

... dA 1 , a d8 1 , ,, da 

(b) rf/ = 2 abcOSe * + 2 bsend * 

(c) y^ = y ab cos 0 + y b sen 0 yy + y a sen 8 yy 

dt 2 dt 2 dt 2 dt 

11. (a) 14 cm 2 /seg, crece (b) 0 cm/seg, constante 
(c) —14/13 cm/seg, decrece 

13. (a) -12pies/seg (b) -59.5 pies 2 /seg (c) -1 rad/seg 
15. 20 pies/seg 


dh 

17. (a) — = 11.19 cm/min 


dv 

(b) -j- = 14.92 cm/min 


19. (a) yyym/min (b) r = Vl6y - y 2 m, 


(c) 


dr 


- m/ min 


dt 2887r 

21. 1 pies/min, 4077 pies 2 /min 23. 11 pies/seg 25. Crece en 
466/1681 litros/min 27. 1 rad/seg 29. -5m/seg 

31. -1500 pies/seg 33. yyy pulg./min, yy pulg. 2 /min 

35. 7.1 pulg./min 37. (a) -32/VT3 ~ -8.875 pies/seg, 

(b) d0\/dt = —8/65 rad/seg, d02/dt = 8/65 rad/seg 

(c) d8\/dt= —1/6 rad/seg, d 02 /dt = 1/6 rad/seg 


Seccion 3.8, paginas 231-234 

1. L(x) = lO.r - 13 3. L(x) = 2 5. 2x 7. -5 

9. yyx + y 11. (a) L(x) = x (b) L(x) = tt — x 

13. (a) L(x) = 1 (b) L(x) = 2 - 2 V 3 (x + y 

15. /(0) = 1. Tambien,/'(x) = k(\ + x)* _1 , de manera que 

/'(0) = k. Esto significa que la linealizacion en x = 0 es 
L(x) = 1 + kx. 

17. (a) 1.01 (b) 1.003 

19. ( 3x 2 -^ ) dx 21. 2 - 2x ^. dx 

2Vx> (1 + x 2 ) 2 


23. 


1 -y 


3 Vy 


- dx 25. 


y + x 


2Vx 


COS (5\/x) dx 


27. (4x 2 ) sec 2 ( V I dx 


29. —— (esc (1 — 2Vx)cot(l — 2Vx))rfc 

Vx 

31. (a) .41 (b) .4 (c) .01 

33. (a) .231 (b) .2 (c) .031 

35. (a) -1/3 (b) -2/5 (c) 1/15 

37. dV = Arrr o 2 dr 39. dS = 12xo dx 41. dV = lirr^h dr 

43. (a) 0.0877 m 2 (b) 2% 45. dV ~ 565.5 pulg. 3 

47. |% 49. 0.05% 

51. La razon es igual a 37.87, de manera que un cambio en la acele- 
racion de la gravedad en la Luna equivale aproximadamente a 38 
veces un cambio de la misma magnitud ocurrido en la Tierra. 

53. 3% 55. 3% 


_ Vl + x Vl + 0 1 , _ _ 

59. lim-—— = -—— = — = 1 65. 0.07c 

*o f r \ /O' 1 


1 + 2 1 + V2 


Ejercicios practicos, paginas 235-240 

1. 5x 4 - 0.25x + 0.25 3. 3x(x - 2) 

5. 2(x + 1 )(2x 2 + 4x+ 1) 

7. 3 (0 2 + sec 0 + 1) 2 (2 0 + seed tan 6) 

1 .. ~ „2 , 


9. 


11. 2 sec 2 xtanx 


2Vt(l + Vt) 2 

13. 8cos 3 (l — 2?)sen(l — 2 1) 15. 5(sec t) (sec t + tan/) 5 

OcosO + sen 0 ^ cos V20 


V 2 6 sen 8 


Vie 


21. X CSc( y J + CSc( y J COtfy 


23. yx 1 / 2 sec (2x) 2 [ 16 tan (2x) 2 — x 2 ] 

25. — 10xcsc 2 (x 2 ) 27. 8x 3 sen (2x 2 ) cos (2x 2 ) + 2xsen 2 (2x 2 ) 

-(t +1) 1 - x -1 

29. , 31. —-—y 33. - 


8? 
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35. - 2 Sen 6 37. 3V2xTT 39. -9 

(cos 6 - l ) 2 


5x + cos 2x 


_(5x 2 + sen2x) 5 / 2 . 


41. - 

47. 


y + 2 
x + 3 

1 


43. 


—3x 2 - 4v + 2 
4x - 4y‘/ 3 
dp 6 q — 4p 


45. - 


y 


2y (x + 1 ) 2 

dr 
ds 


49. 


dq 3 p 2 + 4 q 


55. (a) 7 (b) -2 (c) 5/12 (d) 1/4 (e) 12 (f) 9/2 

(g) 3/4 

57. 0 59. V3 61. -1 63. - 

2 (2 1 + l) 2 



/(*) = 


x , —1 <x< 0 
-x 2 , 0 < x < 1 


(b) Si (c) Si 
67. (a) y 


x, 0<x< 1 
2 -x, 1 <x < 2 


(b) Si (c) No 

69> ’I. (-1,27) y (2,0) 

73. (a) (-2, 16), (3, 11) (b) (0,20), (1,7) 



5 4 11 

85. Tangente: y = — — x + 6 , normal: y = — x -— 


87. (1, 1): m = — —; (1, — 1): m no esta definida 


V3 


1 1 


89. y = ) x + 4 > 4 91. B = grafica def A = grafica de /' 

93. , 


= (2 r- 

1 )(tan 2 s) 



3 

- 

(4,3Uv=/ W 

d 2 v 

—2xy 3 — 2x 4 

d 2 y 

i 

c 

1 

• 2 

(-1, 2)\ 


y/ \(6, 1) 

II 

/ 

II 

1 

1-8 

x 4 y 3 

-1 

1 

-1-1-1-1-1—> X 

4 6 


1 1 9 

77. — 79. 4 81. Tangente: y = "» —x + —, normal: y = 4x — 2 

1 7 

83. Tangente: y = 2x — 4, normal: y = — —x + 


95. (a) 0,0 (b) 1700 conejos, ~ 1400 conejos 

97. -1 99. 1/2 101. 4 103. 1 

, , . dS ,. , - . s dr „ . dS _ dh 

101 . (a) = (4irr + 2 nh) ^ (b) = 2rrr- 

(c) = (477;- + 2irh)^j- + 2irr^j- 

dt clt dt 


(d) 


dr 


r dh 


dt 2 r + h dt 

109. —40m 2 /seg 111. 0.02ohm/seg 113. 22m/seg 

7 125 

115. (a) r = -h (b) -pies/min 

-} 1 O 

117. (a) — km/seg o 600 m/seg (b) — rpm 


119. (a) L(x) = 2x + 


77 — 2 



(b) L(x) = - 


vi + y5(4- i ) 
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121. L(x) = 1.5* + 0.5 

125. (a) 4% (b) 8 % 


123. dS = 


Trrho 

— . dh 

Vr 2 + hi 


(c) 12% 


Ejercicios adicionales y avanzados, paginas 240-243 

1 . (a) sen2d = 2 send cos d; 2 cos 26 = 2 sen d (—sen d) + 

cos d (2 cos d); 2 cos 2d = —2 sen 2 d + 2 cos 2 d; cos 2d = 
cos 2 d - sen 2 d 

(b) cos 2d = cos 2 d — sen 2 d; —2 sen 2d = 

2 cos d (—sen d) — 2 sen d (cos d); sen 2d = 
cos d sen d + sen d cos d; sen 26 = 2 sen 6 cos d 


3. 

5. 

7. 

9. 


(a) a = 1 , 6 = 0 , c = - ^ 

, , , 9 5V5 

« = -4, k = —, a = —^— 


(b) 6 = cos a, c = sen a 


(a) 0.09^ (b) Crece 1% anual 

Las respuestas variaran. Esta es una de las respuestas posibles: 


V 



11. (a) 2 seg, 64 pies/seg (b) 12.31 seg, 393.85 pies 
15. (a) m = — ^ (b) m = **1, b = n 

17. (a) a = b = ^ 19. /impar=> /' es par 

23. h' esta definida, pero no es continua enx = 0; k' esta definida v 
es continua en x = 0 . 

27. (a) 0.8156 pies (b) 0.00613 seg (c) Perdera alrededor de 
8.83 min/dia. 


17. Maximo absoluto: 3; minimo absoluto: —1 

y 



19. Maximo absoluto: —0.25; minimo absoluto: —4 



21. Maximo absoluto: 2; minimo absoluto: — 1 



CAPITULO 4 

Seccion 4.1, paginas, 252-255 

1. Minimo absoluto en x = C 2 , maximo absoluto en x = b. 
3. Maximo absoluto en x = c; no tiene minimo absoluto 
5. Minimo absoluto enx = a; maximo absoluto en x = c 
7. Minimo local en (— 1, 0); maximo local en (1, 0) 

9. Maximo en (0, 5) 11. (c) 13. (d) 

15. Maximo absoluto: —3; minimo absoluto: —19/3 


y 



23. Maximo absoluto: 2; minimo absoluto: 0 


y 



25. Maximo absoluto: 1; minimo absoluto: — 1 


y 
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27. Maximo absoluto: 2/\/3; minimo absoluto: 


Max abs Max abs 

(ir/3, 2/V3) (2 tt/3, 2/V3 ] 


y-cscx (lr/2 jj 

tt/3 <x<2ttI3 

Mm abs 


7t/3 77/2 277/3 


29. Maximo absoluto: 2; minimo absoluto: — 1 





31. Crece en (0, 8), decrece en (—1, 0); maximo absoluto: 16 en x = 
8; minimo absoluto: 0 en x = 0 

33. Crece en (—32, 1); maximo absoluto: 1 en 0 = 1; minimo absolu¬ 
to: —8 en d = —32 
35. El valor minimo es 1 en x = 2. 

37. Maximo local en (—2, 17); minimo local en 

39. El valor minimo es 0 en x = — 1 yx = 1. 

41. Hay un minimo local en (0, 1). 

43. El valor maximo es ^ en x = 1; el valor minimo es — -y en 
x = — 1. 


Punto critico 

Derivada 

Extremos 

Valor 

| in 
1 

II 

* 

0 

Max local 

^lO 1 / 3 = 1.034 

x = 0 

Indefinida 

Min local 

0 


Punto critico 

Derivada 

Extremos 

Valor 

x = —2 

Indefinida 

Max local 

0 

x = -V2 

0 

Minimo 

-2 

x = V2 

0 

Maximo 

2 

x = 2 

Indefinida 

Min local 

0 


Punto critico 

Derivada 

Extremos 

Valor 

x = 1 

Indefinida 

Minimo 

2 



Punto critico 

Derivada 

Extremos 

Valor 

x = -1 

0 

Maximo 

5 

X = 1 

Indefinida 

Min local 

1 

x = 3 

0 

Maximo 

5 


53. (a) No 

(b) La derivada esta definida y es distinta de cero para x A 2. 
Asimismo,/(2) = 0y/(x) > Oparatodax A 2. 

(c) No, porque (— 00 , 00 ) no es un intervalo cerrado. 

(d) Las respuestas son las mismas que en los incisos (a) y (b), 
reemplazando 2 por a. 

55. (a) C(x) = 0.3\/ 16 + x 2 + 0.2(9 — x) millones de dolares, 
donde 0 £ x £ 9 millas. Para minimizar el costo de cons- 
truccion se debe colocar la tuberia del muelle al punto B , a 
3.58 millas a lo largo de la costa desde el punto A, y despues 
a lo largo de esta ultima, desde el punto B hasta la refineria. 


57. 


(b) 


En teoria, el costo de la tuberia subacuatica, p por milla, 
tendria que ser infinite para justificar una construction 
directamente del muelle al punto A (es decir, para x c cero). 
Para todos los valores de p > 0.218864, existe siempre un x c 
en (0, 9) que dara el valor minimo para C. Esto se deduce al 

16 p 

comprobar que C"(x c ) = - Tin’ s i em P re es positiva 

(16 E x c ) 


para p> 0. 


La longitud de la tuberia es L(x) = \/4 + x 2 + 

\/25 + (10 — x) 2 para 0 £ x < 10. x = ^~ 2.857 millas a 


lo largo de la costa, del pueblo A al pueblo B. 



59. (a) El valor maximo es 144 en x = 2. 

(b) El volumen mas grande de la caja es de 144 unidades cubi- 
cas, y se alcanza cuando x = 2. 

La mayor area posible es .4 = (^cm 2 . 

v 0 2 

63. + s 0 65. Si 67. g alcanza un maximo local en — c. 

69. (a) f'(x) = 3ax 2 + 2 bx + c es una funcion cuadratica, de ma- 
nera que puede tener 0, 1 o 2 ceros, que podrian ser los pun- 
tos criticos de f. Ejemplos: la funcion /(x) = x 3 — 3x tiene 
dos puntos criticos enx = — 1 yx = 1. 


y 
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La funcion /(x) = x 3 — 1 tiene un punto critico en x = 0. 



La funcion /(x) = x 3 + x no tiene puntos criticos. 



47. Porque su rapidez promedio era aproximadamente de 7.667 nudos 
y, de acuerdo con el teorema del valor medio, tendria que haber 
ido a esa rapidez por lo menos una vez durante el recorrido. 

51. La conclusion del teorema del valor medio da por resultado 


1 1 



55. De acuerdo con el teorema del valor intermedio,/(x) debe ser 
cero al menos una vez entre ay b. Ahora suponga que/(x) es 
cero dos veces entre ay b. Entonces, segun el teorema del valor 
medio, /'(x) tendria que ser cero al menos una vez entre esos 
dos ceros de/(x), pero esto no puede ser cierto, ya que se esta- 
blecio que f'{x) A 0 en este intervalo. Por lo tanto, /(x) es cero 
una y solo una vez entre ay b. 

61. 1.09999 < /(0.1) < 1.1 


(b) Dos o ninguno. 

71. El valor maximo es 11 en x = 5; el valor mlnimo es 5 en el inter¬ 
valo [—3, 2]; maximo local en (—5, 9). 

73. El valor maximo es 5 en el intervalo [3, oo); el valor minimo es 
—5 en el intervalo (— oo, —2], 


Seccion 4.2, paginas 260-262 

1. 1/2 3. 1 5. No la satisface;/no es diferenciable en el 

punto interior del dominio x = 0. 7. La satisface. 

11 . (a) 


i) 

ii) 

iii) 

iv) 

23. SI 
27. (a) 


29. (a) 


-2 

0 

2 


-5 -4 -3 


-T 0 

2 


0 4 

9 

18 

24 

25. (a) 4 (b) 3 

(c) 3 



2 3 

X 4 



y + C (b) y + C 


- + c 



+ C (b) r + - + C (c) 5x — + C 


JC 


X 


31. (a) ~ 


1 

2 


cos 2 1 + C 


(b) 2 sen ^ + C 


(c) — ^ cos 2t + 2 sen ^ + C 

33. /(x) = x 2 - x 35. r(0) = 80 + cote - 2 tt - 1 

, 1 — COS (7 Tt) 

37. s = 4.9t 2 + 5t + 10 39. s = - „ 


41. 

45. 


s = 16 1 2 + 20 1 + 5 43. s = sen(2t) — 3 

Si T(l) es la temperatura del termometro en el tiempo t , entonces 

T(0) = —19°C y 71[14) = 100°C. De acuerdo con el teorema del 

valor medio, existe un 0 < to < 14 tal que 

7X14) - 7X0) 

- [4 _ q -= 8.5 °C/seg = T'(to), la razon a la que la tem¬ 
peratura estaba cambiando en t=t 0 conforme se media mediante 
por la elevacion del mercurio en el termometro. 


Seccion 4.3, paginas 266-267 

1. (a) 0,1 (b) es creciente en (— 00 , 0) y (1, 00 ), y decreciente 

en (0, 1) (c) maximo local en x = 0; mlnimo local en x = 1 

3. (a) —2, 1 (b) es creciente en (—2, 1) y (1, 00 ), y decreciente 

en (— 00 , —2) (c) no tiene maximo local; mlnimo local en 

x = —2 

5. (a) —2,1,3 (b) es creciente en (—2, 1) y (3, 00 ), y decre¬ 
ciente en (— 00 , —2) y (1, 3) (c) maximo local enx = 1; mini¬ 

mo local en x = —2, 3 

7. (a) -2,0 (b) es creciente en (— 00 , —2) y (0, 00 ), y decre¬ 
ciente en (—2, 0) (c) maximo local en x = —2; minimo local 

enx = 0 

9. (a) Es creciente en ( — 00 ,—1.5), y decreciente en (—1.5, 00 ) 

(b) maximo local: 5.25 en t = — 1.5 (c) maximo absoluto: 

5.25 en t = —1.5. 

11. (a) Es decreciente en ( — 00 , 0), creciente en (0, 4/3), decrecien¬ 
te en (4/3, 00 ) (b) minimo local enx = 0 (0, 0); maximo lo¬ 
cal en x = 4/3 (4/3, 32/27) (c) no tiene extremos absolutos 

13. (a) Es decreciente en ( — 00 , 0), creciente en (0, 1/2), decrecien¬ 
te en (1/2, 00 ) (b) mlnimo local en 9 = 0 (0, 0), maximo 

local en 8 = 1/2 (1/2, 1/4) (c) no tiene extremos absolutos 

15. (a) Es creciente en ( — 00 , 00 ), y nunca es decreciente (b) no 
tiene extremos locales (c) no tiene extremos absolutos 
17. (a) Es creciente en (—2, 0) y (2, 00 ), y decreciente en 

( — 00 , —2) y (0, 2) (b) maximo local: 16 enx = 0; minimo 
local: 0 en x = ±2 (c) no tiene maximo absoluto; minimo 
absoluto: 0 enx = ±2 

19. (a) Es creciente en ( — 00 , —1), decreciente en (— 1, 0), creciente 
en (0, 1), decreciente en (1, 00 ) (b) maximo local en 

x = ±1(1, 0.5), ( — 1, 0.5), minimo local en x = 0 (0, 0) 

(c) maximo absoluto; 1/2 en x = ± 1; no tiene mlnimo absoluto 
21. (a) Es decreciente en (—2\/2, —2), creciente en (—2, 2), 

decreciente en (2, 2\fi) (b) minimo local: 

g(— 2) = —4, g(2V2) = 0; maximo local: 

g(- 2 V 2 ) = 0, g{2) = 4 (c) maximo absoluto; 4 enx = 2; 

minimo absoluto: —4 enx = —2 
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23. (a) Es creciente en (—oo, 1), decreciente cuando 1 < x < 2, 
decreciente cuando 2 < x < 3, discontinua en x = 2, creciente 
en (3, oo) (b) minimo local en x = 3(3, 6), maximo local: x = 
1(1,2) (c) no tiene extremos absolutos 

25. (a) Es creciente en (—2, 0) y (0, oo), decreciente en ( —oo, —2) 
(b) minimo local: —6A^2 en x — — 2 (c) no tiene maximo ab¬ 

solute; minimo absoluto: — 6^2 en x = —2 

27. (a) Es creciente en ( — oo, — 2/V7) y oo), decreciente 

en (—2/\/7, o) y (o, 2/V7) (b) maximo local: 

24\^2/7 7/6 ~ 3.12 enx = -2/V7; minimo local: 

—24A^/7 7 ^ 6 ~ —3.12 enx = 2/\fl (c) no tiene extremos 

absolutos 

29. (a) Maximo local: 1 en x = 1; minimo local: 0 en x = 2 
(b) Maximo absoluto: 1 en x = 1: minimo; no tiene minimo 
absoluto 

31. (a) Maximo local: 1 en x = 1: minimo local: 0 en x = 2 
(b) no tiene maximo absoluto; minimo absoluto: 0 en x = 2 

33. (a) Maximos locales: —9 en t = —3 y 16 en t = 2; minimo local: 
— 16 en f = — 2 

(b) maximo absoluto: 16 en t — 2; no tiene minimo absoluto 


Seccion 4.4, paginas 274-277 

1. Maximo local: 3/2 en x = — 1, minimo local: —3 en x = 2, punto 
de inflexion en (1/2, —3/4), se eleva en (— oo, — 1) y (2, oo), cae 
en (—1, 2), es concava hacia arriba en (1/2, oo), y concava hacia 
abajo en (-oo, 1/2) 


3. Maximo local: 3/4 en x = 0, minimo local: 0 en x = ± 1, puntos 


de inflexion en 




se eleva en 


(—1, 0) y (1, oo), cae en ( — oo, — 1) y (0, 1), es concava hacia 
arriba en (— oo, — \^3) y ( V3, oo) , y concava hacia abajo en 

(-V3, V3) 


V3 

5. Maximo local: —27r/3 + v3/2 en x = —2ir/3; y H- y - en 

x = y , minimo local: — y — - y ^ en x = — y ; 2tt/3 — \/3/2 
2tt 

en x = —, puntos de inflexion en ( —ir/2, —tt/ 2), (0, 0) y 

( -77-/2, tt/2), se eleva en ( — tt/ 3, tr/3), cae en (— 2tt/ 3, — ir/3) y 
(7r/3, 2 tt/ 3) , concava hacia arriba en (—tt/2, 0) y (ir/2, 2 tt/ 3) , 
concava hacia abajo en (— 2 tt / 3 , — tt / 2 ) y (0, tt / 2 ) 


1. Maximo local: lenx = — — y x = y;0enx = —277 y 


35. (a) Minimo local: 0 en x = 0 

(b) no tiene maximo absoluto; minimo absoluto: 0 enx = 0 

37. (a) Minimo local: (tt/3) — V3enx = 2rr/3 ; maximo local: 
0 en x = 0; maximo local: tt en x = 2 t t 

39. (a) Minimo local: 0 en x = tj-/4 

41. Maximo local: 3 en d = 0; minimo local: —3 end = 2tt 

43. 


y=m 


r\ 


y=m 


( a ) 


(b) 




x = 2 tt ; minimo local:—1 enx = - y- y x = y-, 0 en 

x = 0, puntos de inflexion en ( —tt, 0) y (77-, 0), se eleva en 
(—37 t/2, — 77/2), (0, tt/2 ) y (377/2, 277), cae en 
(—277, —377/2), (—77/2, 0) y (77/2, 377/2), concava hacia arriba 
en (—277, —77) y (77, 277) , concava hacia abajo en ( — 77, 77) 

9. y 11. > 




45. (a) 


(b) 



15. 



47. Crece 
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R-25 



19. 


y 



37. y 39. 





25. 



23. y 



27. 




33. 


Max loc 



31. y 


\ 4 





II 

\ 3 


Inf 1 \ 2 

(1, 3/2) Max loc 

(-1/2, 3/^4 


-2 -1 

o 

© 


Pico \ 


Mm loc 

35. 


y 



41. y" = 1 - 2x 


43. y" = 3(x - 3)(x - 1) 



45. y" = 3(jc - 2)(jc + 2) 

Max loc 



47. y" = 4(4 - x)(5x 2 - I6x + 8) 


M^x loc 
x = 8/5 



49. y" = 2 sec 2 x tan x 



51. 


y" = — esc 2 0 < 0 < 2tt 


Q — TT 
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53. y" = 2 tan 8 sec 2 d, —-y < 6 < y 



55. y" = — sen?, 0 £ / s 2 t7 



65. y 



Punto 

/ 

y" 

P 

— 

+ 

Q 

+ 

0 

R 

+ 

- 

S 

0 

- 

T 

- 

— 



59. y" = }x- 2 / 3 + |^- 5 / 3 




73. ~ 60 mil unidades 75. Minimo local en x = 2, puntos de in¬ 
flexion eni = 1 yx = 5/3 79. b = — 3 

81. (a) f— 2^, ^ J (b) concava hacia arriba si a > 0, 

concava hacia abajo si a < 0. 

85. Los ceros de y' = 0 y y" = 0 son extremos y puntos de infle¬ 
xion, respectivamente. Inflexion en x — 3, maximo local en 
x = 0, minimo local en x = 4. 

y 

X 


87. Los ceros de y' = 0 y y" = 0 son extremos y puntos de infle¬ 
xion, respectivamente. Inflexion enx = -\/2, maximo local en 
x = —2, minimo local en x = 0. 
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91. (b) /'(x) = 3x 2 + k\ — \2k\ de manera positiva si k< 0, de 

manera negativa si k> 0, 0 si k = 0; /' tiene dos ceros si k 
< 0, un cero si k = 0, no tiene ceros si k > 0; esto es, el signo 
de k controla el numero de extremos locales. 

93. (b) Unpico, yaque lim y' = oo y lim y' = —oo 

x—>0 x—>0 + 

95. Si, la grafica de y' cruza por el cero cerca de —3, de manera que 
y tiene una tangente horizontal cerca de —3. 

Seccion 4.5, paginas 285-292 

1. 16 pulg., 4pulg. por 4 pulg. 3. (a) (x, 1 — x) 

(b) A(x) = 2x(l — x) (c) j unidades cuadradas, 1 por^ 

5. X X y pulg., pulg. 3 7. 80,000 m 2 ; 400 m por 

200 m 

9. (a) Las dimensiones optimas del tanque son 10 pies en los limi- 
tes de la base y 5 pies de profundidad. 

(b) Minimizando el area de la superficie del tanque, su peso se 
minimiza para un espesor dado de la pared. El espesor de las 
paredes de acero estaria probablemente determinado por 
otras consideraciones, tales como los requerimientos 
estructurales. 

11. 9X18 pulg. 13. j 15. h:r = 8 : tt 

17. (a) V(x) = 2x(24 - 2x)(18 - 2x) (b) Dominio: (0, 9) 


V 



(c) Volumen maximo ~ 1309.95 pulg. 3 cuando x ~ 3.39 pulg. 

(d) V(x) = 24x 2 — 336x + 864, de manera que el punto 
critico esta en x = 7 — VL3, lo cual confirma el resultado 
del inciso (c). 

(e) x = 2 pulg. ox = 5 pulg. 

19. - 2418.40 cm 3 

21. (a) h = 24, w = 18 

(b) v (24, 10368) 



23. Si r es el radio del hemisferio, h la altura del cilindro y V el 


volumen, entonces r = 


1/3 


y h = 


3V 

T T 


1/3 


25. (b)x = Y (c) L « 11 pulg. 


27. Radio = \fl m, altura = 1 m, volumen m 3 

31. (a) u(0) = 96 pies/seg (b) 256 pies en t= 3 seg 
(c) Velocidad cuando s = 0 es v{l) = —128 pies/seg 

33. ~ 46.87 pies 35. (a) 6 X pulg. 

37. (a) 10 tt ~ 31.42 cm/seg; cuando t = 0.5 seg, 1.5 seg, 2.5 seg, 
3.5 seg; 5 = 0, la aceleracion es 0 (b) 10 cm de la posi- 

cion de reposo; la rapidez es 0 

39. (a) s = ((12 — 12?) 2 + 64 f 2 ) 1 / 2 (b) —12nudos, 8 nudos 

(c) No (e) 43/13. Este limite es la ralz cuadrada de la suma 
de los cuadrados de las rapideces individuales. 



49. 


(a) El fabricante de armarios debe ordenar px unidades de mate¬ 
rial para tener suficiente hasta la siguiente entrega. 


(c) Costo promedio por dia = 



PS 

2 


x; 



- da un mininio. 


(d) La recta y la hiperbola se intersecan cuando x 


ps 

-y x. Para 


X 0, X( n tersecci6n 



x*. El costo promedio por dia 


se minimiza cuando el costo promedio diario de entrega es 
igual al costo promedio diario de almacenaje. 


51. M=y 57. (a) y = -1 


59. 


(a) 


La distancia minima es 


Vs 

2 


(b) La distancia minima es del punto (3/2, 0) al punto (1, 1) en 
la grafica de y = Vx, mismo que se alcanza en el valor 
x = 1, donde D(x ), la distancia al cuadrado, tiene su valor 
minimo. 



61. (a) V(x) 


tt ( 27ra — *Y j ~2 (2ira — xV 

3 i 277 ) i 277 j 














R-28 Capi'tulo 4: Respuestas 


(b) 


(c) 


„ , . 4V6 , 4\/3 

Cuando a = 4: r = —^—, n = —-—; cuando a = 5: 

r = ^,h = yy; cuando a = 6: r = 2V6, A = 2\/3; 

8V6 , 8V3 

cuando a = s: r = —-—, h = —-— 


Como r = 


^y/, = fl ^ 3 ,larelaci6nesf = V5. 


Seccion 4.6, paginas 298-299 

1. | 3. | 5. | 7. 0 9. 1 11. V2 13. +1 

15. -1 17. | 19. 3 21. na 23. y 25. 0 27. 3 

29. 1 31. (b) es correcto, pero (a) no lo es. 


33. 



35. -1 


Seccion 4.7, paginas 305-306 

5 13 51 5763 _ 2387 

1X2 3’21 *’• X2 31’ 4945 * 2 2000 

7. x y todas las ultimas aproximaciones seran iguales a xq . 



11. Los puntos de intersection de y = x 3 yy=3x±lo 

y = x 3 — 3xyy = 1 tienen los mismos valores x que las raices 
de la parte (i) o las soluciones de la parte (iv). 15. 1.165561185 

17. (a) Dos (b) 0.35003501505249 y-1.0261731615301 
19. ±1.3065629648764, ±0.5411961001462 21. x ~ 0.45 

23. La ralz es 1.17951. 

25. (a) Para x 0 = — 2 o Xo = —0.8, x ; —» — 1 conforme i crece. 

(b) Para x 0 = —0.5 o x 0 = 0.25, x,- —■► 0 conforme i crece. 

(c) Para xo = 0.8 o Xo = 2, x,- —> 1 conforme i crece. 

(d) Parax 0 = — V / 2l/7ox 0 = V21/7, el metodo de Newton 
no converge. Los valores de x,- alternando entre — \Zl\/l y 
V21/7 conforme i crece. 

27. Las repuestas variaran de acuerdo con la rapidez de la maquina. 
29. 2.45,0.000245 

Seccion 4.8, paginas 314-318 

1. (a) X 2 (b) y (C) y - X 2 ± X 

3. (a) x~ 3 (b) —-jx -3 (c) — y 3 ± x 2 ± 3x 


(a)-! (b)-| (c)2x±| 


7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

23. 

27. 

31. 

37. 

43. 


(a) Vx 3 (b) Vx (c) ~^ A — f 2 Vx 


2 Vx 3 

3 

(a) x 2 / 3 (b) x 1 / 3 (c) x->/ 3 

(a) cos (rrx) (b) —3cosx (c) — ^cos(t7x) ± cos(3x) 


(a) tanx (b) 2 tan (- j (c) — — tan , ^ 


(a) — cscx (b) -z-csc(5x) (c) 2 esc (y 


y + X + C 19. t 3 + y + C 21. y - y ± 7x ± C 


x 4 5x 2 




|x 3/2 ± yv 4 / 3 ± C 29. 4y 2 - y 3 / 4 ± C 


x 2 + | + C 33. 2 Vt - 2 • C 35. -2 sen t+C 


—21 cos^ ± C 39. 3 cotx + C 41. — ycscd + C 
4 sec x — 2 tan x + C 45. — y cos 2x ± cot x + C 


47. ^ + yy + C 49. tan 6 ± C 

z o 

51. —cotx — x + C 53. — cos 6 — 0 + C 


d fx 2 \ 2x x 2 

61. (a) Erroneo: , I y senx + C I = y senx ± y cosx = 


63. 


x senx + y cosx 

(b) Erroneo: -y-(—xcosx + C) = —cosx + xsenx 

dx 

(c) Correcto:- 7 -(—xcosx ± senx + C) = —cosx ± xsenx 

dx 

+ cos x = x sen x 

, _ . rf f(2x + l) 3 , ^ 3(2x ± 1) 2 (2) 

(a) Erroneo: y - 3 - + Cj = - 3 -= 

2 ( 2 x ± l ) 2 

(b) Erroneo: y ((2x ± l) 3 + C) = 3(2x ± 1) 2 (2) = 6(2x ± l) 2 

(c) Correcto: y ((2x ± l) 3 ± C) = 6(2x ± l) 2 


1 1 

65. (b) 67. y = x 2 — 7x ± 10 69.y = -j + y- ^ 

71. 

75. 


x 2 2 


y = 9x 1/3 ± 4 73. s = t + sen f + 


r = cos (it 0) — 1 77. u = 2 sec t ± ^ 


79. 

83. 


y = x 2 — x 3 + 4x + 1 81. r = y + 2? — 2 

y = x 3 — 4x 2 + 5 85. y = —sent + cos! ± t 3 — 1 


















Capitulo 4: Respuestas 


R-29 


87. y = 2x 3 / 2 - 50 89. y = x - x 4 / 3 + ~ 

91. y = — senx — cosx — 2 

93. (a) (i) 33.2 unidades, (ii) 33.2 unidades, (iii) 33.2 unidades 
(b) Cierto. 

95. t = 88/Ar, k= 16 

97. (a) v = 10l 3/2 - 6 t l/2 (b) s = 4? 5 / 2 - 4/ 3 / 2 
101. (a) -Vx + C (b) x + C (c) Vx + C 

(d) -x + C (e) x - Vx + C (f) -x - Vx + C 



Ejercicios practicos, paginas 318-321 

1. No 3. No hay mmimo; maximo absoluto: /(l) = 16;pun- 
toscriticos:x = 1 y 11/3 5. SI, excepto en x = 0 7. No 

11. (b) Una 

13. (b) 0.8555 99677 2 19. Valor mmimo global de | enx = 2 

21. (a) t = 0, 6, 12 (b) 1=3,9 (c) 6 < 1 < 12 

(d) 0 < 1 < 6, 12 < t < 14 


33. (a) Maximo local en x = 4, minimo local en x = —4, punto 
de inflexion en x = 0 

(b) x=4 



23. 



35. (a) Maximo local en x = 0, minimo local en x = —1 y x = 2, 
puntos de inflexion en x = (l ± '\/v)/3 

(b) Max loc 



















R-30 Capitulo 5: Respuestas 


45. 




49. 



51. 5 53. 0 55. 1 57. 3/7 59. 0 61. 1 

63. (a) 0,36 (b) 18,18 65. 54 unidades cuadradas 

67. altura = 2, radio = 

69. x = 5 — \/? cientos ~ 276 llantas, 
y = 2(5 — V / 5) cientos ~ 553 llantas 
71. Dimensiones: la base mide 6 por 12 pulgadas, altura = 2 pulgadas; 
volumen maximo =144 pulgadas cubicas. 

y 4 c 

73. x 5 = 2.1958 23345 75. + ^x 2 - lx + C 

11. 2t 3/2 ~y+C 79.- l — + C 

81. (6 2 + 1 f! 2 + C 83. |(1 + x 4 ) 3 / 4 + C 

85. 10tan^r + C 87. - -^csc Vl 6 + C 
10 V2 

89. \x — sen^ + C 91. y = x — — 1 

2 2 A 

93. r = 4t 5 ^ 2 + 4t 3 / 2 - St 


Ejercicios adicionales y avanzados, paginas 322-324 

1. La funcion es constante en el intervalo. 

3. Los puntos extremos no estaran en los extremos de un intervalo 
abierto. 

5. (a) Un minimo local en x = — 1, puntos de inflexion en x = 0 
y x = 2 (b) Un maximo local en x = 0 y minimos locales 

enx=— 1 y jc = 2, puntos de inflexion en x = 

9. No 11. a = 1, b = 0, c = 1 13. Si 15. Elmejorlugar 

para taladrar el agujero es en y = h/2. 

RM 

17 . r = m para H > 2R, r = R si H < 2R 

2(H - R) 

19. (a) f (b) f 


21. (a) 
(d) 


(h) 3 

c - b 


2e 

c + b + t 
2 


(b) 


(C) 2 

c + b 


(d) o (e) (f) i (g); 

b 2 — 2 be + c 2 + 4 ae 


(c) 


4e 


ix i 1 1 

23. mo = l — q, m\ = q 

25. (a) k = -38.72 (b) 25 pies 


27. Si ,y = x + C 29. v 0 = 


2V2 


ft 3 / 4 


CAPITULO 5 

Seccion 5.1, paginas 333-335 

1. (a) 0.125 (b) 0.21875 (c) 0.625 (d) 0.46875 

3. (a) 1.066667 (b) 1.283333 (c) 2.666667 (d) 2.083333 

5. 0.3125,0.328125 7. 1.5,1.574603 

9. (a) 87 pulg. (b) 87 pulg. 

11. (a) 3490 pies (b) 3840 pies 

13. (a) 74.65 pies/seg (b) 45.28 pies/seg (c) 146.59 pies 
31 

15. ~ ! 17. 1 

lo 

19. (a) Superior = 758 galones, inferior = 543 galones 

(b) Superior = 2363 galones, inferior = 1693 galones 

(c) ~ 31.4 h, ~ 32.4 h 

21. (a) 2 (b) 2 V 2 ~ 2.828 

(c) 8 sen « 3.061 

(d) Cada area es menor que el area del circulo, tt. Conforme n 
crece, el area del poligono se acerca a tt- . 

Seccion 5.2, paginas 342-343 

6 ( 1 ) 6 ( 2 ) 

1+12+1 

3. cos(1)tt + cos(2)tt + cos(3)tt + cos(4)tt = 0 

17 77 \/3 — 2 

5. sen 17 — sen — + sen — = 


2 


























Capitulo 5: Respuestas R-31 


1 

7. Todas ellas 9. b 11. ^ k 13. 2 , 

k= l t=i 2 

15. 2(-l)* +1 } 

k= l * 

17. (a) -15 (b) 1 (c) 1 (d) -11 (e) 16 

19. (a) 55 (b) 385 (c) 3025 

21. -56 23. -73 25. 240 27. 3376 

29. (a) (b) 

y y 




(C) y 



31. (a) 


f(x) = sen x, 

—7T < X < 7T 

Mano izquierda 



(b) 



(c) 



33. 1.2 

35 2 3n — \ 2 
3 6 « 2 ’3 

37. 12 + 12 

2m 2 

30 5 6 » + 1 5 

6 6 « 2 ’6 


Seccion 5.3, paginas 352-356 


1. 


x 2 dx 3. / (x 2 — 3x) dx 5. 


1 — x 


dx 


7. / sec x dx 

J—tt/4 

9. (a) 0 (b) -8 (c) -12 (d) 10 (e) -2 (f) 16 

11. (a) 5 (b) 5\/3 (c) -5 (d) -5 

13. (a) 4 (b) -4 15. Area = 21 unidades cuadradas 

17. Area = 9-7 t/2 unidades cuadradas 19. Area = 2.5 unidades 
cuadradas 

21. Area = 3 unidades cuadradas 23. b 2 / 4 25. b 2 - a 2 

27. 1/2 

29. 3tt 2 /2 31. 7/3 33. 1/24 35. 3a 2 /2 37. b/ 3 

39. -14 41. 10 43. -2 45. -7/4 47. 7 49. 0 

51. Usando n subintervalos de longitud Ax = b/n y los valores de 
los puntos extremos derechos: 

f b 

Area = / 3x 2 dx = b 3 
Jo 

53. Usando n subintervalos de longitud Ax = b/n y los valores de 
los puntos extremos derechos: 

[ b 

Area = / 2x dx = b 2 
Jo 

55. prom(/) = 0 57. prom//) = -2 59. prom(/) = 1 

61. (a) prom(g) = -1/2 (b) prom(g) = 1 (c) prom(g) = 1/4 

63. a = 0 y b = 1 maximizan la integral. 

65. Cota superior = 1, Cota inferior = 1 /2 

67. Por ejemplo, / sen (x 2 ) dx < / dx = 1 
Jo Jo 


69. 


f(x)dx a / 0dx = 0 71. Cota superior = 1/2 


Seccion 5.4, paginas 365-368 

1. 6 3. 8 5. 1 7. 5/2 9. 2 11. 2V3 13. 0 

27T 3 

15. — tt/4 17. 19. -8/3 21. -3/4 

23. V2 - 3^8 + 1 25. 16 27. (cosVx) 





























R-32 

Capltulo 5: 

Respuestas 



29. 

4t 5 

31. Vl + 

x 2 33. - 

~x sen x 

35. 1 

37. 

28/3 

39. 1/2 

41. 51/4 

43. i t 45. 

\/2 tt 
2 

47. 

. , 1 
d, ya que y = j } 

• yW) = J 

>— 3 = - 

3 

49. 

b, ya ( 

que y' = sec 

:xyy(0) = 

r 

I sectdt + 4 

= 4 

51. 

y = 

[X 

/ sec t dt + 

3 53. s 

= / f(x) dx + 

■so 


J 

’2 


Jt 0 


55. 

\ bh 

57. $9.00 




59. 

(a) v 

_ ds _ d 
dt dtj 

[ f(x) dx = 

m^v( 5) = 

/(5) = 


(b ) a — df/dt es negativo, ya que la pendiente de la recta tan- 
gente en t = 5 es negativa. 

n i 9 

(c) 5 = I f(x) dx = 2 ( 3 )( 3 ) = ^ m ya que la integral es el 

area del triangulo formado pory =/(x), el eje x y x = 3. 

(d) t = 6 , ya que despues, entre t = 6 a t = 9, la region esta deba- 
jo del eje x. 

(e) En t = 4 y t = 7, ya que ahl hay tangentes horizontales. 

(0 Hacia el origen, entre t = 6 y f = 9, ya que la velocidad es 

negativa en el intervalo. Alejandose del origen, entre t— 0 a 
< = 6 , ya que la velocidad es positiva ahl. 

(g) Lado derecho o positivo, porque la integral de/de 0 a 9 es 
positiva, por lo que hay mas area arriba del eje x que debajo. 

63. 2x — 2 65. — 3x + 5 

67. (a) Cierto. Como/es continua, g es diferenciable, de acuerdo 
con la parte 1 del teorema fundamental del calculo. 

(b) Cierto: g es continua, porque es diferenciable. 

(c) Cierto, ya que g'(l) = /(1) = 0. 

(d) Falso, ya que g"(l) = /'(1) > 0. 

(e) Cierto, ya que g'(l) = 0 yg"(l) = /'(l) > 0 . 

(0 Falso: g"(x) — f'(x) > 0, de manera que g" nunca cambia 
de signo. 

(g) Cierto, ya que g'(l) = /(1) = Oyg'(x) = /(x) es una fun- 
cion creciente de x (porque f'(x) > 0 ). 

Seccion 5.5, paginas 374-376 

1. -|cos3x+C 3. y sec 2t + C 5. -(lx - 2)~ 4 + C 

7. -6(1 - r 3 ) 1 / 2 + C 

9. |(x 3 / 2 - 1) - 4 sen (2x 3 / 2 - 2) + C 

3 o 

11. (a) -1 (cot 2 20) + C (b) -1 (esc 2 26) + C 
13. -4(3 - 2s ) 3 / 2 + C 15. | (5s + 4 ) 1 / 2 + C 

17. -|(1 - d 2 ) 5/4 + C 19. -1 (7 - 3y 2 ) 3/2 + C 


21. (-2/(1 + Vx)) + C 23. |sen(3z + 4) + C 

25. |tan(3x + 2) + C 27. ^sen 6 ^ + C 

29. - 1 j + C 31. -|cos(x 3 / 2 + 1) + C 

33. sec (v + ^ ) + C 35. ---— + C 

V 2 ) 2 cos (2 1 + 1) 

37. -|(cot 3 y) 1 / 2 + C 39. -sen Q - I j + C 


45. 4(1 + t A ) 4 + C 

lo 

47. |(x 2 + 1) 5/2 - |(x 2 + 1) 3/2 + C 


51. 

1 

— sen 
0 

V3(2 r - l) 2 

+ 6 + C 



53. 

i 

i = 2 

(3 t 2 - l) 4 - 

■ 5 



55. 

s = 4t — 2 sen ^2 1 

+ t) +i 

9 


57. 

(it 77 ^ 

5 = sen I It — — J 

+ 100? + 

1 


59. 

6 m 

63. b) 399 volts 



Seccion 5 

.6, paginas 

383-387 



1. 

(a) 14/3 (b) 2/3 



3. 

(a) 1/2 (b) -1/2 



5. 

(a) 15/16 (b) 0 




7. 

(a) 0 

(b) 1/8 




9. 

(a) 4 

(b) 0 




11. 

(a) 1/6 (b) 1/2 




13. 

(a) 0 

(b) 0 




15. 

2\/3 

17. 3/4 

19. 3 5/2 - 

1 21. 3 

23. ir/3 

25. 

16/3 

27. 2 5 / 2 

29. tt/2 

31. 128/15 

33. 4/3 

35. 

5/6 

37. 38/3 

39. 49/6 

41. 32/3 

43. 48/5 

45. 

8/3 

47. 8 49. 

5/3 (hay tres puntos de 

interseccion). 

51. 

18 

53. 243/8 

55. 8/3 

57. 2 59. 

104/15 


61. 56/15 63. 4 65. | - ^ 67. tt/2 69. 2 71. 1/2 

73. 1 

75. (a) (±Vc,c) (b) c = 4 2 / 3 (c) c = 4 2 / 3 

77. 11/3 79. 3/4 81. Ninguna 83. F( 6) - F(2) 

85. (a) -3 (b) 3 

87. / = a/2 











Capitulo 6: Respuestas R-33 


Ejercicios practicos, paginas 388-391 


15. 13/3 


1. (a) alrededor de 680 pies 


h (pies) 



t (seg) 


3. (a) -1/2 (b) 31 (c) 13 (d) 0 


5. ^ (2x - 1 ) 1/2 dx = 2 1. J i 


cos '^dx = 2 


9. (a) 4 (b) 2 (c) -2 (d) -2tt (e) 8/5 

11. 8/3 13. 62 15. 1 17. 1/6 19. 18 21. 9/8 

8V2 - 7 


17" , \/2 


23. 32 +— 1 


25. 4 27. 


29. Min: —4, max. 0, area: 27/4 31. 6/5 


sen t 


35. y = 

39. 6 2 + 6 + sen (2d + 1) + C 


dt - 3 37. -4(cosx) 1 / 2 + C 

3 


4 

41- y + 7 + c 


43. — ~ cos (2l 3 / 2 ) + C 45. 16 47. 2 49. 1 51. 8 

53. 27V3/160 55. 77/2 57. V3 59. 6\/3 - 2 t 7 

61. -1 63. 2 65. -2 67. 1 69. V 2 - 1 

71. (a) b (b) b 

75. 25°F 77. vT + cos 3 x 79. - 6 . 81. Si 

3 + x 4 

83. -Vl + x 2 

85. costo ~ $10,899 usando una estimation con suma inferior 
87. 600, $18.00 89. 300, $6.00 


Ejercicios adicionales y avanzados, paginas 391-394 

1. (a) Si (b) No 
5. (a) 1/4 (b) \/l2 

7. /(x) = , = 9. v = x 3 + 2x - 4 

11. 36/5 





y 



17. 1/2 19. 2/x 

sen 4y sen v /' 1 

21. -—-- 23. 1/6 25. / f(x)dx 

Vy 2 Vy Jo 

29. (a) 0 (b) -1 (c) -77 (d) x = 1 

(e) y = 2x + 2 — 77 (f) x = — 1, x = 2 


(g) [-277, 0] 


CAPITULO 6 


Seccion 6.1, paginas 405-409 

1. (a) A(x) = 77(1 — x 2 ) (b) A(x ) = 4(1 — x 2 ) 

(c) A(x) = 2(1 - x 2 ) (d) A(x) = V3(l - x 2 ) 

3. 16 5. -y 7. (a) 2 V 3 (b) 8 9. 877 

11. (a) s 2 h (b) s 2 h 13. ~ 15. 4 - 77 17. 3 ^ 

19. 3677 21. 77 23. 77+ 2V2 - yj 25. 2t7 

27. 2t7 29. 3t7 31. tt 2 - 2tt 33. y 35. 

37. 77(77 - 2) 39. 41. 877 43. 

3 6 

^ , 3277 , , 877 ,,, 22477 

45. (a) 877 (b) — (C) y (d) yy 


47. (a) 


1677 

nr 


(b) 


5677 

15 


(C) 


6477 


9 9 TTh 2 {3a — h) 1 

49. V= 2 aV 51. (a) V= -y-- (b) yym/seg 

55. V = 3308 cm 3 

57. (a) c = | (b) c = 0 



y 



Seccion 6.2, paginas 414-416 


1. 

677 

3. 277 5. y 1 7. 877 

577 

6 

11 . ^ 

15 

t 

13. 

(b) 477 

15. 1 ^( 3 V 2 + 5) 

n.f 

477 

19. f 

21 . 

1677 

23. (a) y (b) 

(C) 277 

(d) 2 t7 




























R-34 Capitulo 6: Respuestas 


27 t . 77 

25. (a) Alrededor del ejex: V — ^ ^ ; alrededor del ejey: V = y 

277 . 77 

(b) Alrededor del eje x\V— rjy; alrededor del ejey: V = y 
27. (a) (b) ^ (c) 2 tt (d) 2 f- 


29. (a) 
33. (a) 


477 

vr 

977 977 

(b) 


777 2477 

(b) ' () 31. (a) - (b) 


4877 


16 v ' 16 

35. Discos: 2 integrales; arandelas: 2 integrales; cascarones: 
1 integral. 


Seccion 6.3, paginas 423-424 

1.^ 3.7 5. 2 4 7.12 11. 

3 Z o 3Z 

13. Y 15 - 2 17 - (a) J Vi + 4x 2 & (c) ~ 6.13 

19. (a) Vl + cos 2 ydy (c) -3.82 
21. (a) J Vl + (y + l) 2 dy (c) -9.29 


23. (a) 


f‘v/6 


sec x dx (c) — 0.55 


25. SI, f(x) = ±x + C donde C es cualquier numero real. 

27. (a) y = Vxde(l, l)a(4,2) 

(b) Solo una. Conocemos la derivada de la funcion y el valor de 
la funcion en un valor de x. 

29. (a) 77 (b) it 


Seccion 6.4, paginas 434-435 

1. 4 pies 3. (i/4, i/4) 5. M 0 = 8, M = 8, x = 1 

7. M 0 = 15/2, M = 9/2, J = 5/3 

9. M 0 = 73/6, M= 5,jc = 73/30 11. M 0 = 3 ,M= 3, jc = 1 

13. jc = 0,y = 12/5 15. x = \,y = -3/5 

17. jc = 16/105, v = 8/15 19. jc = 0,y = 77/8 

21. x = l,y = -2/5 23. x = y = , 2 — 

25. x = 3/2, y = 1/2 

22477 

27. (a) Vp (b) x = 2,y = 0 

( c ) v 



31. x = v = 1/3 33. x = a/3,y 


37. x = 0,33 


077 


b/3 


35. 13S/6 


Seccion 6.5, paginas 444-447 

(“ 77-/4 

1. (a) 277 / 


fir/A - 

I tanxVl + sec 4 xdx (c) —3.84 

3. (a) 2ttJ^ ~ Vl + y- 4 dy (c) «5.02 

/ 4 

(3 - Vc) 2 Vl + (1 - 3x~ 1 ! 2 ) 2 dx (c) —63.37 


[tt/3 

1. (a) 2tt j tan t dtJ sec y dy (c) —2.08 

9. 4t7 V? 11. 377V5 13. 9877/81 15. 2t7 

17. 77(V8 - l)/9 19. 3577V5/3 21. 25377/20 

r / 2 . - 

25. 277 / (cosx)Vl + sen 2 xcfa 
J-tt/2 

27. Ordenar 226.2 litros de cada color. 31. 5\/2ir 33. 87r 2 

35. 5277/3 37. 377 V5 41. F = 32t7, 5 = 32 V 277 

43. 4t7 2 45. jc = 0 ,y = ^r 47. x = 0 ,y = 4b 


3tt 


49. V2t70 3 (4 + 377)/6 51. =y 


Seccion 6.6, paginas 452-455 

1. 400 N-m 3. 4 cm, 0.08 J 

5. (a) 7238 libras/pulgada (b) 905 pulgadas-libra, 

2714 pulgadas-libra 7. 780 J 
9. 72,900 pies-libra 13. 160 pies-libra 
15. (a) 1,497,600 pies-libra (b) 1 hora, 40 min 
(d) En 62.26 libras/pie 3 : a) 1,494,240 pies-libra b) 1 hora, 40.1 min 
en 62.59 libras/pie 3 : a) 1,502,160 pies-libra b) 1 hora, 40.1 min 
17. 37,306 pies-libra 19. 7,238,229.47 pies-libra 
21. (a) 34,583, pies-libra (b) 53,483 pies-libra 
23. 15,073,100.75 J 

27. 85.1 pies-libra 29. 64.6 pies-libra 31. 110.6 pies-libra 
33. (a) r(y) = 60 - V50 2 - (y - 325 ) 2 para 325 < y < 

375 pies 

(b) AV — 77[60 - V2500 - (y - 325) 2 ] 2 Ay 

(c) W= 6.3358 • 10 7 pies-libra 

35. 91.32 onzas-pulgada 37. 5.144 X 10 10 J 


Seccion 6.7, paginas 459-461 

1. 1684.8 libras 3. 2808 libras 5. (a) 1164.8 libras 
(b) 1194.7 libras 

7. 1309 libras 9. 41.6 libras 11. (a) 93.33 libras 
(b) 3 pies 

13. 1035 pies 3 15. wb/2 

17. No. El tanque se llenara debido a que el extremo movil se habra 
movido solo 3 y pies, en el momenta en que el tanque este lleno. 

19. 4.2 libras 21. (a) 374.4 libras (b) 7.5 pulgadas (c) No 


















Capitulo 7: Respuestas R-35 


Ejercicios de practica, paginas 461-464 


1. 


9t7 


280 

7. (a) 2 tt 
9. (a) 8ir 


3. t r 


5. 


72tt 


35 

(b) tt (c) 12 tt/5 (d) 26rr/5 

(b) 108877/15 (c) 512 tt/15 


(3V3 - 7t)/3 


11. 77 


13. (a) 1677/15 (b) 877/5 


is 28-77 ■ 3 
15. —pies 


n.f 


(C) 877/3 
285 


977 

23. — 

2 


(d) 3277/5 

19. V/- 21. 10 

O 

25. jc = 0,37 = 8/5 27. x = 3/2, y = 12/5 

29. x = 9/5, y = 11/10 31. 28t7V2/3 33. 4t7 

35. 7677/3 37. 4640 J 39. 10 pies-libra, 30 pies-libra 

41. 418,208.81 pies-libra 43. 22,50077 pies-libra, 257 seg 
45. 332.8 libras 47. 2196.48 libras 49. 216wi + 360w 2 


Ejercicios adicionales y avanzados, paginas 464-465 

1. fix) = tt a 3. /(x) = \/C 2 — lx + a, donde C a 1 
5. x = 0,Jl = ^ T , (0,1/2) 

9. (a) x = y = 4(o 2 + ab + b 2 )/(3-ir(a + b)) 

(b) ( 20 / 77 , 20 / 77 ) 

U. 28/3 13 . 15 . . 2329.61b 

17. (a) 2/i/3 (b) (6o 2 + 8o/i + 3 /i 2 )/(6o + 4/z) 


CAPITULO 7 

Seccion 7.1, paginas 473-475 

1. Inyectiva 3. No inyectiva 5. Inyectiva 
7. Z>: (0, 1] i?: [0, 00 ) 





9. Z>: [-1, 1] 7?: [-77/2,77/2] 



11. (a) Simetrica respecto de la recta y = x 



13. / _1 (x) = Vx - 1 15. r\x) = ^x + 1 

17. ./ '(.v) = Vx - 1 

19. / _ 1 (x) = '^x;dominio — 00 < x < oo;rango: 

— OO < y < OO 

21. f~ l (x) = 5 Vx — 1; dominio —00 < x < 00; 
rango: — 00 < y < 00 


23. / *(x) = —dominio x > 0; rango: y > 0 

Vx 

25. (a) / '(x) = f - f 



27. (a) /-‘(x) = - J + | 




(c) Pendiente de/en (1, 1): 3; pendiente de g en (1, 1): 1/3; pen- 
diente de/en (— 1, — 1): 3; pendiente de g en (— 1, — 1): 1/3 

(d) y = 0 es tangente a y = x 3 en x = 0; x = 0 es tangente a 
y = Vx en x = 0 























R-36 


Capi'tulo 7: Respuestas 


31. 1/9 33. 3 

35. (a) r\x) = ^x 

(b) La grafica de/ -1 es la recta que pasa por el origen con pen- 
diente 1/m. 

37. (a) r\x) = x - 1 



(b) / _1 (x) = x — b. La grafica de es la recta paralela a la 
grafica de f. Las graficas de/y / _1 estan en lados opuestos 
de la recta y = x y son equidistantes de esa recta. 

(c) Sus graficas seran paralelas una de la otra y estan en lados 
opuestos de la recta y = x, y equidistantes de esa recta. 

41. Creciente y, por lo tanto, inyectiva; df~ { /dx = ^x 
43. Decreciente y, por lo tanto, inyectiva; df~ x /dx = — 


Seccion 7.2, paginas 484-485 

1. (a) In3 - 2In2 (b) 2(ln2 - In3) (c) -ln2, 

(d) |ln3 (e) In3 + ^In2 (f) |(3 In3 - In2) 

3. (a) In 5 (b) In (x - 3) (c) ln(l 2 ) 

5. l/x 7. 2/t 9. 1 /x 11. a ^ , 13. 3/x 


15. 2(lnl) + (lnl) 2 
1 


21 . 


27. - 
33. 


x(l + lnx) 2 
3x + 2 


23. 


17. x 3 lnx 
1 

xlnx 


0 + 1 

1 ^ In! 

t 2 

25. 2 cos (lnd) 


2x(x +1) 
lOx , 1 


29. 


31. 


tan (In 0) 


x 2 +1 2(1 - x) 


t (1 — In t) 2 

35. 2x lnl x I — x In 


39. ln|y 2 — 251 + C 41. In 

3 43. (In2) 2 


0 

1*1 

V2 


37. In 


45. 


1 


47. In 16 + 3 tan f | + C 49. In 2 
53. In(1 + Vx) + C 

;. (|)Vx(x + ')(l + ^h 


55 


57. 


t + 1 


t + 1 


In 4 
51. In 27 

2x + 1 
2Vx(x + 1) 

1 

2 Vf (t + l) 3 / 2 


65. 


xVx 2 + 1 1 _ X 
(x + l) 2 / 3 X x 2 + 1 


2 

3(x + 1) 


67. 


69. 

71. 

77. 

79. 


I 3 / x(x - 2) A _l_ 2x A 

3 V x 2 + 1 V* * - 2 x 2 + 1/ 

(a) Max. = 0 en x = 0, min. = —In 2 en x = rr/3 

(b) Max. = 1 en x = 1, min. = cos(ln 2) en x = 1/2 y x = 2 

In 16 73. 4irln4 75. tt In 16 

(a) 6 + In 2 (b) 8 + In 9 

(a) x ~ 1.44, y ~ 0.36 



Seccion 7.3, paginas 493-495 

1. (a) 7.2 (b) ± (c) f 

3. (a) 1 (b) 1 (c) -x 2 - y 2 

5. e 2t+4 7. e 5 ‘ + 40 9. y = 2xe x + 1 

11. (a) k= In2 (b) k = (l/10)ln2 (c) k = lOOOlna 

13. (a) t = —10 In 3 (b) t = - ^ (c) 1 

15. 4(lnx) 2 17. —5e~ Sx 19. -le^ lx) 21. xe x 

23. x 2 e x 25. 2e e cos 0 27. 2 0e H ' 2 sen(e _fl2 ) 


29. 


1 - t 


31. 1/(1 + e e ) 33. e cos, (l - fsent) 


35. (senx)/x 37. 


ye y cos x 
1 — ye y sen x 


39. 


2e 2x - cos (x + 3y) 
3 cos (x + 3y) 


41. ye 3x - 5e~ x + C 43. 1 45. 8e (x+1) + C 47. 2 

49. 2e^ r + C 


57. 


51. —e - ' 2 + C 53. -e 1/x + C 55. e 
XC7Tt + C 59. 1 61. In (1 + e r ) + C 

63. y = 1 — cos (e‘ — 2) 65. y = 2(e~ x + x) — 1 

67. Maximo. 1 en x = 0; minimo: 2 — 2 In 2 en x = In 2 
69. El maximo absoluto de l/(2e) se alcanza en x = l/'\/e 
71. 2 73. y = e x/2 - 1 

75. (a) -y-(xlnx — x + C) = x-^r + lnx — 1 + 0 = lnx 

OX A 


(b) 


1 


e - 1 
77. (b) | error | 


0.02140 79. 2.71828183 


59. VO + 3(senfl)( ! + + cotd^) 


61. t(t + l)(t + 2) 


1 + 

f 1+1 1+2 


1 + 1 


— 31“ + 61+2 


63. 


(9 + 5 
0cos0 


* — 4 + tand 


0 + 5 0 


Seccion 7.4 

, paginas 500-502 



1. 

(a) 7 

(b) V2 (c) 75 

(d) 2 (e) 0.5 

(f) -1 

3. 

(a) Vx 

(b) x 2 (c) senx 

In 3 

5 ‘ (a) ta2 

(b) 3 (c) 2 

7. 

x = 12 

9. x = 3 o x = 2 

11. 2 x lnx 

















































Capi'tuLo 7: Respuestas R-37 


13. 15. 7rx (7r ^ 17. - V^cos0 (N/2_1) sen 0 


WV 


19. 7 sec8 (ln 7) 2 (sec 0 tan 0) 21. (3 cos 30(2 senj, )ln2 


23. 


29. 


33. 


39. 


1 


01n2 


25. 


x In 4 


27. 


2(ln r) 
/-(In 2)(ln 4) 


(x + l)(x ~ 1) 3L Sen (1 ° g7 d) + E? C ° S (1 ° 87 0) 
1 

In 5 

(x + If + Hx + 1) j 41. (Vi)' 


35. y (log 2 3)3 log2 ' 37.} 


43. (senx/(ln senx + xcotx) 45. (x Inv ) 

1 


47 V + C 4 , - 2 ib 


lnx 2 

x 

6 


51. t— r 53. r 2 / 55. 32760 

m2 In 7 


57. 


3x' 


(V3+1) 


V3 + 1 


+ C 59. 3 


V2+1 


61. 




In 10 


+ C 


63. 2(ln2) 2 65. 


3 In 2 


67. In 10 69. (In 10) ln|lnx| + C 


71. ln(lnx),x > 1 73. —lnx 75. 2 In 5 

77. [IO- 7 ' 44 , 10 737 ] 79. k = 10 

81. (a) 10~ 7 (b) 7 (c) 1 : 1 83. x ^ -0.76666 

85. (a) L(x) = 1 + (In 2)x ~ 0.69x + 1 

87. (a) 1.89279 (b) -0.35621 (c) 0.94575 (d) -2.80735 

(e) 5.29595 (f) 0.97041 (g) -1.03972 (h) -1.61181 


Seccion 7.5, paginas 508-511 

1. (a) -0.00001 (b) 10,536 anos (c) 82% 

3. 54.88 g 5. 59.8 pies 7. 2.8147498 X 10 14 
9. (a) 8 anos (b) 32.02 anos 11. 15.28 anos 

13. (a) A 0 e 02 (b) 17.33 anos; 27.47 anos 

15. 4.50% 17. 0.585 dlas 

21. (a) 17.5 min. (b) 13.26 min. 

23. -3°C 25. Alrededor de 6659 anos 27. 41 anos de anti- 

giiedad. 


Seccion 7.6, paginas 515-517 

1. (a) mas lentamente (b) mas lentamente (c) mas lenta- 
mente (d) mas rapidamente (e) mas lentamente 
(f) mas lentamente (g) a la misma razon (h) mas 
lentamente 

3. (a) a la misma razon (b) mas rapidamente (c) a la misma 
razon (d) a la misma razon (e) mas lentamente 
(f) mas rapidamente (g) mas lentamente (h) a la misma 
razon 

5. (a) a la misma razon (b) a la misma razon (c) a la misma 
razon (d) mas rapidamente (e) mas rapidamente 
(0 a la misma razon (g) mas lentamente (h) mas rapida¬ 
mente 

7. d, a, c, b 

9. (a) falso (b) falso (c) cierto (d) cierto (e) cierto 

(f) cierto (g) falso (h) cierto 

13. Cuando el grado de/es menor o igual al grado de g. 

15. 1, 1 


21. (b) ln(e 17000000 ) = 17,000,000 < ( e 17xl ° 6 ) 1/106 
= e 17 « 24, 154,952.75 

(c) x ~ 3.4306311 X 10 15 

(d) Secruzanenx ~ 3.4306311 X 10 15 
23. (a) El algoritmo tarda 0(n log 2 n) pasos. 

25. En una busqueda secuencial podria necesitarse un millon de 
pasos; en una busqueda binaria se requeririan cuando mucho 
20 pasos. 


Seccion 7.7, paginas 530-534 


1. 

(a) 

77/4 

(b) - 

- 77/3 

(c) 

77/6 

3. 

(a) 

— 77/6 

(b) 

77/4 

(c) 

— 77/3 

5. 

(a) 

77/3 

(b) 377/4 

(C) 

77/6 

7. 

(a) 

377/4 

(b) 

77/6 

(C) 

277/3 

9. 

(a) 

77/4 

(b) - 

- 77/3 

(C) 

77/6 

11. 

(a) 

377/4 

(b) 

77/6 

(C) 

277/3 


,, 12 t 5 13 13 , 12 

13. cos a = y, tan a = sec a = esc a = -y, cot a — y 


12 ’ 


12 ’ 


Vs 


15. sen a = -y, cos a = - V— tan a = -2, esc a = 

V5 V5 2 


cot a = — — 


17. 1/V2 19. -1/V3 


21 . 


4 + V3 
2V3 


23. 1 


/ 2 

25. — V2 27. 7t/ 6 29. Vx + 4 31. V9 'y 2 - 1 


33. Vl - x 2 35. —- 7 ^ 37. 


39. 


Vx 2 - 16 


Vx 2 - 2x V 9 - 4v 2 

x - 1 37< 3 


47. 0 49. 


41. 77-/2 43. tt/ 2 45. rr/2 

—2x V2 


Vl - x 4 


53. 

57. 

63. 


1 


51. 

55. 


Vl - 2 1 2 

—2jc 


12$ + 1 |V? 2 + s (x 2 + l)Vx 4 + 2x 2 

-1 -1 1 


VT ^ 2 

—e 


59. 


61. 


t A 2\ft (1 + t) ' (tan 'xXl + x 2 ) 

4 -1 —2s" 


65. 


|e'|V(e') 2 - 1 Ve 2 ' - 1 ’ VT^ 

1 


67. 0 


s 

-1 * 


69. sen *x 71. sen 1 ^ + C 73. —^tan 1 —/ + C 

7 V17 V17 


75. —V sec 1 

V2 


5x 


V2 


+ C 77. 2tt/ 3 79. rr/16 


81. -tt/12 83. } sen -1 2(r - 1) + C 


85. 




+ C 87. }sec~‘ 


2x - 1 


+ C 


89.77 91.77/12 93. } sen ^ y 2 + C 95. sen -1 (x - 2) + C 


97. 77 99. —tan 


2 

-1 (yzA 


+ C 101. 277 


103. sec -1 |x + 11 + C 105. e sen " ljt + C 107. }(sen^' (x) 3 + C 
109. ln|tan _1 v| + C 111. V3 - 1 113. 5 115. 2 





















































R-38 Capltulo 7: Respuestas 


121. y = sen *x 123. y = sec *x + x > 1 


127. 0 = cos 


1 l Vs) * 54 ' 7 ° 

133. (a) Definida; hay un angulo cuya tangente es 2. 

(b) No definida; no existe angulo cuyo coseno sea 2. 

135. (a) No definida; ningun angulo tiene secante 0. 

(b) No definida; ningun angulo tiene seno VI. 

137. 3\/5 pies. 

139. Si, sen -l (x) y — cos - 1 (x) difieren por la constante tr/2. 

147. 77 " 2 /2 149. (a) tt 2 /2 (b) 2ir 

151. (a) 0.84107 (b) -0.72973 (c) 0.46365 

153. (a) Dominio: todos los numeros reales, excepto aquellos que 

7 j 

tienen la forma y + for donde k es un entero; rango: 
— tt/ 2 < y < 7 r/ 2 . 

(b) Dominio: —00 < x < 00 ; rango: —00 < y < 00 
155. (a) Dominio: —00 < x < 00 ; rango: 0 < y < tt 
( b) Dominio: — 1 < x £ 1; rango: —1 £]/£ 1 
157. Las graficas son identicas. 

Seccion 7.8, paginas 542-546 

1. coshx = 5/4, tanhx = —3/5, cothx = —5/3, 
sechx = 4/5, cschx = —4/3 


73. (a) 0 (b) 0 

2f(x) 2 f(x) 

75. (b) i) f{x) = + 0 = f(x ), ii) f(x) = 0 + = f(x) 

77. (b) (c) 80V5 ~ 178.89 pies/seg 

79. y = sech '(x) - VI - x 2 81. 2 tt 83. | 


85. 1677 In 6 + 


455tt 


89. (c) a ~ 0.0417525 (d) ~ 47.90 lb 

Ejercicios de practica, paginas 547-550 


1. —2e -x / 5 3. xe 4v 

9. - 8 “'(ln 8 ) 11. 18x 2 ' 6 

13. (x + 2) x+ 2 (ln(x + 2) + 1) 
-1 


_ 2 sen 8 cos 6 

5. -r- = 2 cot 6 

sen 2 8 


7. 


(In 2 )x 


17. 

21 . 

25. 


Vl — x 2 cos l x 
1 — z 


Vz 2 - 1 

2 (x 2 + 1 ) 


15. - 

19. tan '(0 + 

+ sec -1 z 23. — 1 


1 


Vl - u 2 

_ t _ 1 

2 t 


1 + fo 


Vcos 2x U 2 + 1 


2 x 


+ tan 2 x 


3. senhx = 8/15, tanhx = 8/17, cothx = 17/8, sechx = 15/17, 

27. 5 

l{t+ \)(t- 1)1 

5 

1 | 1 1 1 1 

cschx = 15/8 

l(t~2)(t+ 3)J 


t -\- 1 t — 1 t — 2 t + 3 


5. x + 


7. e 5x 9. e 4 


13. 2 cosh 7 


15. sech 2 Vt + V*V/ 17 . co thz 

Vt 

19. (In sech 8 )(sech 8 tanhd) 21. tanh 3 v 23. 2 


29. J- (se ndWl!V^ 

Ve V 2 


+ 8 cot 8 


31. — cose* + C 
-In 7 


25. 


27. 


2 Vx( I + x) '1+8 

1 


- tanh 1 8 


29. —y — coth ’Vf 31. —sech *x 33. 
2 Vt 


In 2 


1 + 


33. tan(e* - 7) + C 35. e tmx + C 37. 

39. In 8 41. In (9/25) 43. -[ln|cos (lnu)|] + C 

45. -^(lnxV + C 47. -cot(l + In r) + C 
49. (3V + C 51. 3 In 7 53. 15/16 + In 2 

55. e ~ 1 57. 1/6 59. 9/14 


-- 1 1 cosh2x . „ 

35. |secx| 41. —--1- C 

43. 12senh(^| - In3^ + C 45. 71n|V 7 + e^ 7 | + C 

47. tanh^x — + C 49. — 2sechVf + C 51. hy 

53. Jr + In 2 55. e - V 57. 3/4 59. | + In VI 

51 o 

61. In (2/3) 63. 65. In 3 

67. (a) senlV(V3) (b) ln(V3 + 2) 

69. (a) coth _1 (2) - coth _1 (5/4) (b) 

71. (a) -sech -1 ' ^ 


61. 


4[(In4) 3 - (ln2) 3 ]o|(ln2) 


63. 


9 In 2 


67. 77/V3 69. sec 1 |2y| + C 71. 77/12 


73. sen -1 (x + 1) + C 75.77/2 
In 2 


77. -sec 


65. 77 


t + 1 


+ C 


79. y = 


81. y = lnx — In 3 83. y = 


1 


1 - e x 


13/ + Sech V5 


+ Vl - (12/13) 2 \ (\ + Vl - (4/5) 2 

(b) — In (_ __ _) + In' 


(12/13) 


—hi( j ) + V 2 ) = ln(4/3) 


(4/5) 


In (3/2) 

85. In 10 87. In2 89. 5 91. -00 93. 1 95. e 3 

97. (a) a la misma tasa (b) a la misma tasa (c) mas rapido 

(d) mas rapido (e) a la misma tasa (f) a la misma tasa 
99. (a) verdadero (b) falso (c) falso (d) verdadero 

(e) verdadero (f) verdadero 

101. 1/3 

103. Maximo absoluto = 0 en x = e/2, mlnirno absolute = —0.5 en x 
= 0.5 en x = 0.5 
105. 1 107. 1/em/seg 

109. l/VI unidades de longitud por 1/Ve unidades de altura, 
A — l/VIe ~ 0.43 unidades 2 
111. In 5x - ln3x = In (5/3) 113. 1/2 

















































Capi'tuLo 8: Respuestas R-39 


115. (a) Maximo absoluto de 2/e en x = e 2 , punto de inflexion 
(e 8 / 3 , (8/3)e~ 4 / 3 ). concava hacia arriba en (e 8 / 3 , oo), conca- 
va hacia abajo en (0, e 8 / 3 ) 

(b) Maximo absoluto de 1 en x = 0, puntos de inflexion (± 1 / \Zl, 
1/Ve), concava hacia arriba en (-oo, — 1/V2) U (1/V2, 
oo), concava hacia abajo en (— 1/V2, l/'V / 2) 

(c) Maximo absoluto de 1 en x = 0, punto de inflexion (1, 2/e), 
concava hacia arriba en (1, oo), concava hacia abajo en 
(-oo, 1) 

117. 18,935 aftos 119. 20(5 - Vl7) m 


83. (a) sen 9 — ^ sen 3 9 + C 


(b) sen 9 — y sen 3 9 + y sen 5 9 + C 


(c) / cos 9 9 dd = / cos 8 9 (cos 9) d9 


= / (1 - sen 2 9) 4 (cos 9) d9 


85. (a) / tan 3 9 d9 = ^ tarn 9 — / tan 9 d9 


Ejercicios adicionales y avanzados, paginas 550-552 

1. tt/2 3. 1/Ve 5. In 2 7. (a) 1 (b) ir/2 (c) i t 


9. 


1_I 

In 2’ 2 In 2 


,2:1 11. jc = 2 13. 2/17 


21. x = J = 0 25. (b) 61° 


CAPITUL0 8 

Seccion 8.1, paginas 558-560 

1. 2V8x 2 + 1 + C 3. 2( sen vf' 2 + C 5. In 5 

7. 2 1n(Vx + l) + C 9. — yln|sen(3 — lx)\ + C 
11. -ln|csc(e s + 1) + cot(e e + 1)| + C 


13. 3 In 


sec j + tan j 


+ C 


15. — ln|csc(.s — tt) + cot (s — 77) | + C 17. 1 

+ C 


o(x+l) o\ 

19. e tanu + C 21. + C 23. 

In 3 m2 


25. 3 tan -1 3u + C 27. 77/18 29. sen -1 s 2 + C 

31. 6 sec 1 1 5 jc| + C 33. tan -1 e* + C 35. In (2 + V3) 

37. 2tt 39. sen -1 (f - 2) + C 

41. sec _1 |* + 1| + C, cuando|x + 1| > 1 

43. tanx — 2 In | esc x + cotx| — cotx — x + C 

45. x + sen2x + C 47. x — In \x + 11 + C 49. 7 + In 8 

51. 2 1 2 — t + 2 tan -1 + C 53. sen -1 x + Vl — x 2 + C 

55. V2 57. tanx — secx + C 59. In11 + sen#| + C 

61. cotx + x + esex + C 63. 4 65. V 2 67. 2 


69. In |V2 + l| - ln|V2 - l| 71. 4 - 


73. In| esc (sen 9) + cot (send) I + C 
75. ln|senx| + ln|cosx| + C 77. 12tan~*(Vy) + C 
x — 1 


79. sec 


+ C 81. In | sec (tan t) | + C 


= ^ tan2 0 + In | cos 9 | + C 
(b) / tan 5 0 c/0 = ^ tan 4 9 — / tan 3 rid 


(c) J tan 7 0 c/0 = — tan 6 9 — J tan 5 9 d9 

(d) / tan 2t+1 9d9 = ^tan 2 *0 - / tan 2 ^ 1 9 d9 


87. 2 V 2 - In (3 + 2 V 2 ) 89. 77 2 


(2 + V 3 ) 

93. x = 0 ,y = —-' -- 


In (2 V2 + 3J 


Seccion 8.2, paginas 568-570 

1. —2xcos(x/2) + 4sen(x/2) + C 

o 3 

3. f 2 sen t + 2t cos t — 2 sen t + C 5. In 4 — — 

4 

7. vtan^V) — InV1 + y 2 + C 
9. xtanx + ln|cosx| + C 
11. (x 3 — 3x 2 + 6x — 6)e* + C 
13. (x 2 - 7x + l)e x + C 

15. (x 5 - 5x 4 + 20x 3 - 60x 2 + 120x - I20)e x + C 
~ 2 - 4 5tt - 3V3 


17. 


8 


19. 


9 


21. — (—e e cos 9 + e fl sen 9) + C 


23. Tjy (3 sen 3x + 2 cos 3x) + C 
25. |(V3i + 9e V2s ^ - e^ 3 ^) + C 

„ TT-Vi? , T7 2 

27. — - ln(2) - - 

29. |[-x cos(lnx) + xsen(lnx)] + C 

31. (a) 17 (b) 3tt (c) 5ir (d) (2 n + l)ir 

33. 2tt( 1 - In 2) 35. (a) 77(77 - 2) (b) 2ir 

37. (I — e~ 27T ) 39. u = x n ,dv = cos xdx 

277 

41. u = x",dv — dx 43. xsen^'x + cos(sen _1 x) + C 


















R-40 Capltulo 8: Respuestas 


45. xsec 'x — ln|x + \/x 2 — 1 | + C 47. Si 
49. (a) xsenh l x — cosh(senh 1 x) + C 
(b) xsenh -1 x — (1 + x 2 ) 1 / 2 + C 

Seccion 8.3, paginas 579-581 


1. 3 


x — 3 x — 2 


3. —Vr + 3 


* + 1 (x + l ) 2 


,-2,-1, 2 _ . , 17 , -12 

+ + 7 ‘ 1 + 7^1 + 7^2 

9. [In | 1 + x | — In 11 — x | ] + C 


11. yln|(x + 6) 2 (x - 1) 5 | + C 13. (In 15)/2 

15. -|ln|/| + |ln|M- 2| + |ln |? - 1| + C 17. 3 In2 - 2 


19. -In 


X + 1 


X — \ 


2(x 2 - 1) 


+ C 21. (tt + 21n2)/8 


23. tan l y — 


y 2 + 1 


+ C 


25. —(5 — 1) 2 + (5 — 1) 1 + tan 1 s + C 


27. 


-1 


6 2 + 20 + 2 


+ In (d 2 + 20 + 2) - tan -1 (0 + 1) + C 


29. x 2 + In 


x — 1 


+ C 


31. 9x + 2 In |x| + ~ + 7 ln|x - 11 + C 
33. y - In \y\ + |In (1 + y 2 ) + C 35. ln(j^V I + C 


1 


37. | In 


seny — 2 


39. 


sen^ + 3 
(tan -1 2 x ) 2 
4 


+ C 


- 3 ln|x - 2| + + C 


6 1 


41. x = ln|f — 21 — In | ^ — 11 + In 2 43. x = ^ — 1 

45. 3tt In 25 47. 1.10 

lOOOe 4 ' 

49. (a) x = _ 4/ (b) 1.55 dias 


499 + e* 


22 


51. (a) -j — it (b) 0.04% (c) El area es menor que 0.003. 


Seccion 8.4, paginas 585-586 

1. 8/15 3. 4/3 5. 16/35 7. 3tt 9. 7 r 11. 2 

13. 1 15.4 17.2 19. 21 n(l + V2) 21. Vl 

23. 2\/3 + In (2 + V3) 25. 4/3 27. 4/3 


29. 2(1 - In 2) 31. | - lnV3 33. -6/5 35. 


2tt 


37. 0 39. 

43. tt 2 /2 


l ) 3 / 2 - l) 


27 


41. In 1 + V2 


Seccion 8.5, paginas 591-592 

1. In | V9 + y 2 + y\ + C 3. tt/4 5. 77/6 

25 -ift\ , tV25 - t 2 


7. y sen - 1 1 /r 1 + 


+ C 


9. ^ In 


2 x V4x 2 - 49 
7 + 7 


+ C 


11. 7 


Vv 2 - 49 




+ C 13. 


15. | (x 2 + 4) 3 / 2 - 4Vx 2 + 4 + C 17. 2V ^, W - 

19. 4V3 - 47r/3 21.- A ~ + C 


+ C 


23. - 


27. 


Vx 2 - 1 

1 I Vl - x 2 Y , 

+ C 25. 2 tan 2x + 


4x 

(4x 2 + 1) 


+ C 


+ C 29. In 9 - In (1 + V10 


3 vvr^v 

31. 77-/6 33. sec -1 x + C 35. Vx 2 - 1 + C 

Vx 2 - 4 
37. v = 2 VX 


2 " SeC V 2 


39. v = flan -1 § 


377 


41. 377/4 


43. 


49. 


1 — tan (x/ 2 ) 


+ C 45. 1 47. 


W 


V2 


In 


tan(f/2) + 1 — V 2 


tan(t/2) + 1 + V 2 


+ C 


51. In 


1 + tan (0/2) 


1 — tan (0/2) 


+ C 


Seccion 8.6, paginas 600-603 

-1 lx ~ 3' 


1 . —^ (tan 


2 

V 3 V“ 


+ c 


3. Vx - 2 (W_V1 + 4 | + c 


(2x - 3 ) 3/2 (x + 1) 

5. 2 --- + C 


_ -V9 - 4x 2 , 
7 - -x- 3 ln 


V9 - 4x - 3 


9. 


V9 - 4x + 3 
(x + 2)(2x — 6)V4x — x 2 


+ C 


11. - ' In 

Vi 


13. V4 - x 2 - 2 In 


Vl + Vl + x 2 


+ 4 sen -1 ( I + C 


+ C 


2 + V4 - x 2 


+ C 


1 - P A VV 2 , 25 P 1 r* 

15. —V25 ~ P + ~ 2 _sen 5 + C 





























































































Capi'tuLo 8: Respuestas R-41 


17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

37. 

39. 

41. 

43. 

45. 

47. 

49. 

51. 

53. 

55. 


2 sen 


-l r 


- \rV4^ 


~ 3 tan 


} tan (f ~ 6 


r 1 + C 
+ C 


■jj (2 cos 3t + 3 sen 3?) + C 

^-cos~'(x) + ^sen~'(x) — ^xV 1 — x 2 + C 


-"-;—I- 77777 In 

18(9 - s 2 ) 108 


5 + 3 


s - 3 


+ C 


V4x + 9 , 2, 
-*- + 3 ln 


V4x + 9 - 3 


V4x + 9 + 3 

2 V3f - 4 - 4tanT l J^^-^ + C 

^-tan _1 x — In (1 + x 2 ) + C 

3 oo 


+ C 


cos 5x _ cosx 
10 2 


+ C 35. 


sen (7i/2) sen (9f/2) 


7 


9 


+ C 


6 sen (6/12) + ^sen (70/12) + C 


7rln(x 2 + 1) H--— 

2 2(1 + x 2 ) 


+ tan 1 x + C 


^x — sen *Vx + yVx — x 2 + C 


‘Vx - Vx - x 2 + C 

1 + VT^ 


Vl - sen 2 t — In senf 

In |In v + V3 + (lny) 2 | + C 
In \ir + V9 r 2 - 1 | + C 


+ C 


1 1 

2 sen V x - - 

sen 4 2x cos 2x 2 sen 2 2x cos 2x 4 cos 2x 


x cos 1 Vx + — sen 


f~x — 2 Vx — x 2 + C 


10 15 15 

cos 3 2.7rt sen 2 tt 7 , 3 cos 277? sen 277? 


+ C 


77 2 77 

sen 3 20 cos 2 20 , sen 3 20 


+ 3? + C 


10 


15 


57. 

61. tan 2 2x — 21n|sec2x| + C 

63. 


+ C 59. | tan 3 ? + C 


1 , 

— — cot 3 ? + cot t + t 


+ C 


(sec i7x)(tan 77x) i , ^ , , _ 

-1- — In | sec to + tan ttx | + C. 


77 

sec 2 3x tan 3x 


+ y tan 3 x + C 


65. 

67. 

69. 

<4 5 

71. 4x 4 (lnx) 2 — 2x 4 (lnx) + 

75. 


—esc 3 x cot x 3 esc x cot x 3., . , , , „ 

- 7 - 7 -— In | esc x + cotx| + C 


+ C 73. 


(3x - 1) + C 


2x 3 e*/ 2 - 12xV /2 + 96e x/2 (| - 1 ) + C 


77. 


x 2 2* 

In 2 


2 x2* 

In 2 In 2 


2* 

(In 2) 2 . 


+ C 


79. 


XTT* 
In 77 


77* 

(In 77) 2 


+ C 


81. ^ [sec (e' — 1) tan (e' — 1) + In| sec (e* — 1) 

+ tan(e' — 1)|] + C 
83. V2 + ln(V2 + l) 85. 77/3 

87. senh 4 3x cosh 3x — ^ senh 2 3x cosh 3x + ^ cosh 3x + C 
2x 2 

89. — senh3x —— cosh3x + — senh3x + C 

91. - sec ^ 7 x + c 101 . 277V3 + 77V / 21n(V / 2 + V3) 

103. x = 4/3, v = lnV2 105. 7.62 107. 77/8 111. 77/4 


Seccion 8.7, paginas 613-619 

1. I: (a) 1.5,0 (b) 1.5,0 (c) 0% 

H: (a) 1.5,0 (b) 1.5,0 (c) 0% 

3. I: (a) 2.75,0.08 (b) 2.67,0.08 (c) 0.0312 - 3% 

II: (a) 2.67,0 (b) 2.67,0 (c) 0% 

5. I: (a) 6.25,0.5 (b) 6,0.25 (c) 0.0417 - 4% 

II: (a) 6, 0 (b) 6, 0 (c) 0% 

7. I: (a) 0.509,0.03125 (b) 0.5,0.009 (c) 0.018 - 2% 

II: (a) 0.5, 0.002604 (b) 0.5, 0.0004 (c) 0% 

9. I: (a) 1.8961,0.161 (b) 2,0.1039 (c) 0.052 - 5% 

II: (a) 2.0045, 0.0066 (b) 2, 0.00454 (c) 0% 

11. (a) 0.31929 (b) 0.32812 (c) 1/3,0.01404,0.00521 

13. (a) 1.95643 (b) 2.00421 (c) 2,0.04357,-0.00421 

15. (a) 1 (b) 2 

17. (a) 116 (b) 2 

19. (a) 283 (b) 2 

21. (a) 71 (b) 10 

23. (a) 76 (b) 12 

25. (a) 82 (b) 8 

27. 15,990 pies 3 29. 5166.346 pies « 0.9785 millas 
31. — 10.63 pies 

33. (a) «=0.00021 (b) «1.37079 (c) -0.015% 

35. (a) 3.11571 (b) 0.02588 

(c) Con M = 3.11, obtenemos \E T \ < (t7 3 /1200)(3.1 1) > 0.081 
39. 1.08943 41. 0.82812 

43. (a) r 10 - 1.983523538, Tioo ~ 1.999835504, 
riooo - 1.999998355 


n 

V 

I 

IN 

II 

fe|_ 

10 

100 

1000 

0.016476462 = 1.6476462 X 10~ 2 
1.64496 X 10~ 4 

1.645 X 10~ 6 


(c) |£io„| « 10~ 2 |£’„| 


(d) b — a = 77, h 1 = 77 ., M = 1 
n 


\ E n\ ~ 

| E\ 0n | 



12(10«) 2 


12« 2 

= 10 -2 \E n \ 





























































R-42 


Capi'tulo 8: Respuestas 


45. (a) f"(x) — 2 cos (x 2 ) — 4x 2 sen(x 2 ) 

(b) 


77. (a) 


y = -4x 2 sen(x 2 ) + 2 cos(x 2 ) 

y 



(c) La grafica muestra que 

-3 < f"(x) < 2 para -1 < x < 1. 

(d) \E T \ < 1 ~^~ 1} (Ax 2 )(3) = Ax2 


(e) \E t \ < 


Ax 2 


O.l 2 


< 0.01 (f) n > 20 


47. (a) 2.3, 1.6, 1.5, 2.1, 3.2, 4.8, 7.0, 9.3, 10.7, 10.7, 9.3, 6.4, 3.2 
r*6 

(C( v)) 2 dy (c) —34.7 pulgadas 3 . 


(b) 


1 


4^t I 


(d)V~ 34.79 pulgadas 3 , por medio de la regia de Simpson. La 
estimacion de la regia de Simpson debe ser mas precisa 
que la estimacion con la regia del trapecio. El error en 
la estimacion de la regia de Simpson es proporcional a 
Ax 4 = 0.0625, mientras que el error en la estimacion con la 
regia del trapecio es proporcional a Ax 2 = 0.25, un numero 
mas grande cuando Ax = 0.5 pulgadas. 

49. (a) -5.870 (b) \E T \ < 0.0032 

51. 21.07 pulg. 53. 14.4 55. 54.9 

Seccion 8.8, paginas 631-633 

1. tt/2 3. 2 5. 6 7. tt/2 9. In 3 11. In 4 13. 0 

15. V3 17. 77 19. In + yj 21. -1 23. 1 

25. -1/4 27. tt/2 29. tt/3 31. 6 33. In 2 

35. Diverge 37. Converge 39. Converge 41. Converge 

43. Diverge 45. Converge 47. Converge 49. Diverge 

51. Converge 53. Converge 55. Diverge 57. Converge 

59. Diverge 61. Converge 63. Converge 

65. (a) Converge cuando p < 1 (b) Converge cuando p > 1 

67. 1 69. 2tt 71. In 2 73. (b) «0.88621 

75. (a) 





(b) -0.683, -0.954, «0.997 

81. Diverge 83. Converge 85. Converge 87. Diverge 


Ejercicios practicos, paginas 634-638 

1 2 \Vi (2x + l) 5 / 2 (2x + l) 3 / 2 

1. ^(4x 2 -9) 3 / 2 +C 3. - rx---, 


5. 


12 ' 10 
^'1 + * + C 7. tv In (25 + y 2 ) + C 


+ C 


9. V ' 9 4t4 + C 11. ^(z 5/3 + 1)5/3 + c 

O Z J 

13. - —- 1 -— + C 15. - jln|3 + 4cos t\ + C 

2(1 - cos 26) 4 1 1 


17. -^e 


0 cos lx 

2 


+ C 19. -fcos 3 (e e ) + C 21. 


3‘~“ In 2 

23. In|In 12 1 + C 25. In |2 + tan~’x| + C 

27. sen -1 (2x) + C 29. ^ sen M f j + C 


+ C 


31. ftan j + C 33. ^sec 


+ C 


35. sen“ 1 (^-^-') + C 37. ! tan 1 C „ 2 I + C 


39. sec-'lx - 1] + C 41. | - + C 

43. f cos 3 (f) - 2cos(§) + C 
tan 2 (2t) i 

45. --j-— In | sec 2t\ + C 

47. -fin | esc (2x) + cot(2x)| + C 49. lnV2 51. 2 

53. 255. x-2tan- 1 (f) + C 
57. x + x 2 + 2 In 12x - 11 + C 
59. In (y 2 + 4) - ftarT 1 ^ + C 

61. —\/4 — t 2 + 2 sen -1 (^j + C 43. x — tanx + secx + C 
3 

67. 4 In 


65. — — In | sec (5 — 3x) + tan (5 — 3x)| + C 
+ C 


sen if 


69. -2 


(b) tt/2 


X 

1 

> 

I 3 1 

X 

1 

> 

I 

1 3 


5 



+ C 































Capi'tuLo 8: Respuestas R-43 


71. 

73. 

77. 

81. 

83. 


^ (zVz 2 + 1 + In | z + Vz 2 + 11 ) + C 
In | y + V25 + Vl + C 


75. 


-Vi - x 2 


+ c 


sen x x 


Vl - x 2 


+ C 79. In 


2 2 
Vw 2 - 1 - secVw) + C 

(x + l)(ln(x +1)) — (x+l) + C 
1 


x Vx 2 - 9 
3 + 3 


+ C 


x tan 1 (3x) — — In (1 + 9x 2 ) + C 


85. 

87. (x + 1 )V - 2(x + l)e x + 2e x + C 

89. 

91. 

93. 


2e x sen 2x e x cos 2x 

5 + 5 +C 

21n|x — 21 — ln|x — 1| + C 
1 


95. 

97. 

99. 

101 . 

103. 

105. 

107. 

111 . 

115. 

119. 

123. 

127. 

133. 

135. 

145. 

151. 

153. 

155. 

159. 


In |x| — In |x + 11 + 
cos 6—1 


-f ln 


cos 6 + 2 
1 


x + 1 
+ C 


+ C 


41n|x| — ^ln(x 2 + 1) + 4tan *x + C 
+ C 


V ln 


2 

(u - 2) 5 (v + 2) 


V3 




tan -1 -V + C 


V3 


y + I" In | x + 21 + ^ In | x - 


x 2 9 3 

ax— r-ln |x + 31 + ^-ln |x + 


In 


Vx + 1 - 1 


Vx + 1 + 1 


2 
+ C 


+ C 
+ C 
109. In 11 — e~ 


+ C 


-Vl6 - y 2 + C 113. -yin |4 — x 2 | + C 


In 


V9 - x 2 


+ C 


117. 4 In 

o 


x + 3 
x — 3 


cos 5 x + cos 7 x + g 


121 . 


+ C 

+ C 


+ C 125. 4 V 1 - cos (f/2) + C 


5 7 

cos _ cos 11 6 
2 22 

Por lo menos 16 129. T = 77 , S’ = 77 131. 25°F 

(a) —2.42 gal (b) -24.83 mi/gal 
77-/2 137. 6 139. In 3 141. 2 143. tt/6 

Diverge 147. Diverge 149. Converge 

- x + 2Vx - 2 In (Vx + 1) + C 


In 


Vx 2 + 1 


Vx 2 + 1 


+ c 


—2cotx — In | esc x + cotx| + cscx + C 


161. yin 


3 + v 


3 - v 


+ 4 tan V + C 
6 3 


163. 

165. 

167. 

171. 

175. 


6 sen (26 + 1) cos (26 + 1) 

-V-- + —V—- + c 


2 4 

x 2 1 

y + 2x + 3 ln|x - 11 - Vrj + C 

—cos (2 Vx) + C 169. —ln|csc(2>’) + cot(2j/)| + C 

j tan 2 x + C 173. - V4 - (r + 2) 2 + C 


| sec 2 6 + C 111. 


(^ <V ~ 3 X) - 2 V 2 - x) + C 


179. 

183. ‘ In | sec 6 3 \ + C 


181. tan 7 l (y - 1) + C 


185. 

187. 

191. 

197. 

203. 

207. 

211 . 

213. 

217. 


In Izl 


_ 1 
4z 4 


+ C 


In (z 2 + 4) + tan 1 
-jWit 1 + C 189. In | sen 6 | - |ln(l + sen 2 6>) + C 
In | sec Vf | + C 193. -6 In 


6 + 2 


cosx 


+ C 


6-2 

199. In (1 + e‘) + C 201. 1/4 


+ C 195. x + C 


in | In sen u | + C 205. yV 2 + C 


1 1 (\ 

-5 tan - 1 cos (5t)+ C 209. 

2 Vr - 2 in (1 + Vr) + C 


+ C 


In 


y + 2 

V8 - 1 


| - V + c 215. 4 sec -1 


y 


+ c 


y 


219. y(3 b - a) + 2 


Ejercicios adicionales y avanzados, paginas 638-641 


1. x(sen ! x) 2 + 2(sen 1 x) V1 — x 2 — 2x + C 

+ C 


j x 2 sen 1 x + x 


Vl — x 2 — sen 1 x 


^ In | sec 26 + tan 26 \ +26 


7. j ^ln (t — VV?) — sen 1 tj + C 

a + 2x + 2 1 ^ tan -i 4. i) 4- tan -1 (x — 1)) -I- C 


9. -in 


x 2 — 2x + 2 


11. 0 13. ln(4) - 1 15. 1 17. 32 tt/ 35 19. 2rr 

21. (a) 7 r (b) 7T(2e - 5) 


. /8(ln2) 2 16(ln2) , l 6 

23. (b) 77 ^—-9 ^ 27 

Vl + e 2 , f 


25. 


e 2 + 1 e - 2 


(x + 1) + C 157. In | u + Vl + u" | + C 27. Vl + e 1 — In ^' e ———f i J — V 2 + In (1 + V 2 ) 


29. 6 31. v = Vx, 0 < x < 4 33. (b) 1 

1 In 2 1 , , 

37. a = y — 4 39. - < < 1 
























































































R-44 Capitulo 9: Respuestas 


e lx 

41. Tjy (3 sen 3x + 2 cos 3x) + C 
cosxsen3x — 3senxcos3x 


45. —z -t (a sen bx — b cos bx) + C 

a 2 + b 2 


47. x In (ax) — x + C 


CAPITULO 9 

Seccion 9.1, paginas 648-650 

9. | y’! 2 - x 1/2 = C 11 . e y - e x = C 

13. -x + 2 tan Vy = C 15. e~ v + 2e^ x = C 
17. y = sen(x 2 + C) 19. (d) 21. (a) 


23. 


m\\\ 

[!!!!!{!! 

ill 


mm 

• 

{{{mil 

/tin 



27. 


29. 



I \ \ W 1 41, 
V\\\-/ / ' f 



/- 3 .- 2--1 \ 

, / //—\'-l 

liiSS 


Seccion 9.2, paginas 657-659 

e x + C _ , 

1. v = — x —, x > 0 3. y 


C — cosx _ 

-,-, x > 0 

x 


5. v = Jr — 4 + x>0 7. y = \xe x ! 2 + Ce x ^ 2 

2 x 1 2 

9 . y — x(lnx) 2 + Cx 

.. = __f 3 _ t_ C 

' S 3 (t- l) 4 (t - l) 4 (t - l) 4 

13. r = (esc d)(ln| sec 0\ + C), 0 < 6 < Trjl 

- _ 3 1 —jt , _ 1 ~ , 7T 

15 -> , = 2“2 e 17. ^ = -gCose + ^ 


19. 3 ) = 6 e * 2 


x + 1 


21. y = yoe kl 


dy 4 y 

® d? = 10 ~ To(rT7’ ^ = 50 ’ 

y = 2(100 + t) - 

y (25) 

(e) Concentracion =- . . . . - . -———— = 

cantidad de salmuera en el deposito 

~ 1.5 libras/gal 

27. v(27.8) ~ 14.8 lb, t ~ 27.8 min 29. t = 4 In 2 seg 

K 

31. (a) i = -jr - ie~ 3 = 4(1 - e~ 3 ) ~ 0.95 I amp (b) 86% 

K K K K 

33. y = , , * t 35. v 3 = 1 + Cx~ 3 
1 + Ce 


150 



Seccion 9.3, paginas 664-665 

1. y (exacta) = j - y i = —0.25, yj — 0.3, 33 = 0.75 

3. y (exacta) = 3e x ^ x+2 \ y\ = 4.2, yj = 6.216, >3 = 9.697 

5. 3 > (exacta) = + 1, y\ = 2.0, 33 = 2.0202, 33 = 2.0618 

1. y ~ 2.48832, el valor exacto es e. 

9. y ~ —0.2272, el valor exacto es l/(l — 2V / 5) ~ —0.2880 

11 . 


X 

z 

y aprox. 

y exacta 

Error 

0 

1 

3 

3 

0 

0.2 

4.2 

4.608 

4.658122 

0.050122 

0.4 

6.81984 

7.623475 

7.835089 

0.211614 

0.6 

11.89262 

13.56369 

14.27646 

0.712777 


13. El metodo de Euler da y~ 3.45835; la solucion exacta esy = 1 + 
e~ 3.71828 

15. v ~ 1.5000; el valor exacto es 1.5275. 

17- (a) y = 2 l , y( 3) = - 0.2 

x — 2 x + 2 

(b) -0.1851, error ~ 0.0149 (c) -0.1929, error ~ 0.0071 

(d) -0.1965, eiTor ~ 0.0035 


19. La solucion exacta en y = 


1 


,porloque y(3) = —0.2. 


x" — 2 x + 2 

Para determinar la aproximacion, sea z„ = 33,-1 + 2v„ -i(x„_i 
- i)dxy y„ = 33,-1 + {y 2 -\ (x„-i - 1 ) + z 2 (x,, 2 - 1 ))dx 

con valores iniciales xo = 2 y yo = — y. Utilice una hoja de 
calculo, una calculadora o un software matematico como se indi- 
ca en los incisos (a) a (d). 

(a) —0.2024, error ~ 0.0024 


(b) -0.2005, error ~ 0.0005 

(c) - 0 . 2001 , error ~ 0.0001 

(d) Cada vez que el tamano del paso se divide a la mitad, el error 
se reduce a un cuarto de lo que era para el tamano de paso 
mas grande. 


23. (b) es correcta, pero (a) no. 

25. (a) lOlibras/min (b) (100 + f) gal 

(c) 4 (too*T 7) llbras /" 


Seccion 9.4, paginas 671-672 

1. y' = (y + 2)(v - 3) 

(a) y = —2 es un valor de equilibrio estable y y = 3 es un 
equilibrio inestable. 
















































































CapituLo 9: Respuestas R-45 


(b) /' = 2 (y + 2)(y <- ^j(y - 3) 


y> 0 

; 

y< 0 

1 y>o 





-4 ' 

-T- < 

0 ; 2 

? 4 > > 

yV 0 

[ y "> 0 

: y<o 

V 

0 


0.5 



3. y = y 3 -y = (y + i)y(y - l) 

(a) y = — 1 y y = 1 son equilibrios inestables y y = 0 es un 
equilibrio estable. 

(b) y" = (3y 2 - 1)/ = 3(y + l)(y + 1/V3)y(y - I/V 3 ) 
(>• - 1) 


y< 0 ! y>o ! y<o ! y>o 


- 

-•-►>- 

-«- 

- f- 

--> 

-1.5 

-1 -0.5 

0 

0.5 T 

1.5 

^"<0 

[ y*> 0 

3^'<0 [ ;y’>0 

y'cO [ 

3"> 0 


<3 V3 


(c) 



5. y' = Vy,y > 0 

(a) No hay valores de equilibrio. 

(b) y" = | 

y>o 

~~o 1 2 3 4 

>'> 0 



7. / = (>’ - !)(>• - 2)(y - 3) 

(a) y = 1 y >’ = 3 son equilibrios inestables y y = 2 es un 
equilibrio estable. 

(b) y" = (3y 2 - 12y + ll)(y - l)(y - 2)(y - 3) = 

& - 4 - - 4 - -» 



y '<0 

1 y>o 1 

y<o 1 

y>o 









0 

3 '< 0 

1? ; 

; 3 '> 0 1 

> 21 

y ’< 0 j 

* ; 3? 

>»'> 0 ■ y "< 0 1 

3 "> 0 

4 


3 ‘ 3 


(C) 



9. 


=1—2 P tiene un equilibrio estable en P 

- 2 f =-2(1-2?). 


i cPp 

2 ; dt 2 



dP 

11. = 2P(P — 3) tiene un equilibrio estable en P = 0 y un equi- 

d 2 P dP 

librio inestable enP = 3; —y = 2(2 P — 3) - 7 - = 
rfr dt 

AP{2P - 3)(P - 3) 


1 » » 

“n 


-1 -0.5 ;o 0.5 ^1 1:5 2 2.5 ;3 3.5 ^ 4 

P'<o 1 P">o : P"<o 1 P "> 0 


p 


























































R-46 Capitulo 9: Respuestas 


13. Antes de la catastrofe, la poblacion exhibla un crecimiento logis- 
tico y P(t) aumentaba hacia M 0 , el equilibrio estable. Despues de 
la catastrofe, la poblacion disminuye loglsticamente y P(t) dis- 
minuye hacia M b el nuevo equilibrio estable. 




k 2 
8 m v 



(c) ^terminal 


160 

0.005 


178.9 pies/seg = 122 mph 


17. F = F p — F r ;ma = 50 - 5|u|;^ = ^(50 - 5|v|). La velo- 
cidad maxima ocurre cuando ^ — 0 o v = 10 pies/seg. 

19. Linea de fase: 


dt 


0 d 2 i 
dt 2 ' 


d 2 i 
dt 2 ■ 


Si el interruptor se cierra en t = 0, entonces i(0) = 0 y la grafica 
de la solucion se parece a esta: 



Seccion 9.5, paginas 680-681 

1. (a) 168.5 m (b) 41.13 seg 
3. S(t) = 4.91(1 - e-(22.36/39.92)^ 

5. (a) P(t) = - 150 n .„, 

i + 24e-°- 225 ‘ 

(b) Alrededor de 17.21 semanas; 21.28 semanas 
Q X 10 7 

7. (a) y(t) = U Q71? =» y(l) « 2.69671 X 10 7 kg 

1 + 4 e u ' 1( 


(b) t ~ 1.95253 anos 
9. (a) y = 2e' — 1 (b) y(t) = 

Po 


400 


11. (a) P(i) = 


1 + 199e~ 200 ' 


1 — kPnt 


(b) Asintota vertical en t = 


kP Q 


13. .x 2 + y 2 = C 



15. In| v| - 2.v 2 = jx 2 + C 



17. y = ± V2x + C 



Cuando t * oo, /(/) * lestado estable ^ ■ 





































Capltulo 10: Respuestas R-47 


Ejercicios practicos, paginas 682-683 

1. y = ftorr 1 ^ + 3. y 2 = sen~'(2tanx + C) 


5. v = —ln^C - |(x - 2) 5 / 2 - |(x - 2) 3 / 2 j 

7. tanv = —xsenx — cosx + C 9. ( y + \)e~ y = — ln|x| + C 


. v = 13. v = K-e 1/2 + Ce^ 2 


11. 3; 


.. x - 2x + C e x + C l3 _ 

15. v =- — 2 - 17. v = x 19. xy + y 3 = C 

2x 1 + <? 


21. v 
25. 3 ; 

29. y 
31. 


-2 + ln(2 - e~ x ) 


23. 


2x 3 + 3x 2 + 6 
6(x + l) 2 


y (1 - 4e^) 27. y = 4x - 4Vx + 1 

e~*(3x 3 - 3x 2 ) 


X 

y 

X 

y 

0 

0 

1.1 

1.6241 

0.1 

0.1000 

1.2 

1.8319 

0.2 

0.2095 

1.3 

2.0513 

0.3 

0.3285 

1.4 

2.2832 

0.4 

0.4568 

1.5 

2.5285 

0.5 

0.5946 

1.6 

2.7884 

0.6 

0.7418 

1.7 

3.0643 

0.7 

0.8986 

1.8 

3.3579 

0.8 

1.0649 

1.9 

3.6709 

0.9 

1.0 

1.2411 

1.4273 

2.0 

4.0057 


33. y (3) ~ 0.9063 

35. 



(b) Observe que elegimos un intervalo pequeno de valores 
de x, ya que los valores dey disminuyen rapidamente 
y su calculadora no puede manejar los calculos para 
x < — 1. (Esto sucede debido a que la solucion analltica 
esy = —2 + ln(2 — e ~ x ), que tiene una aslntota en 
x = —In 2 ~ —0.69. Obviamente, las aproximaciones de 
Euler son enganosas para x £ —0.7). 


39. y (exacta) = —e^ 1 ^ 2 ;y(2) ~ -3.4192; el valor exacto es 
—e 3 / 2 « -4.4817. 

41. (a) y = — 1 esestableyy = 1 es inestable. 

dry dy 

< b >^ 


y = -1 y= l 


V 

0 

f 

' d I<° 

f t 

B-hB* 

A 

O 

ll>° 

£ <0' 

dx 2 

: ^>° 

, dx 2 

A 

O 

! dx 2 


( c ) y 



Ejercicios adicionales y avanzados, paginas 683-684 

1. (a) y = c + (yo - c)e^WF> 

(b) Solucion de estado estable: yoo = c 
3. 0.179% 


APENDICES 


Apendice A.5 


1. 

3. 


5. 

7. 

9. 

15. 

19. 

23. 


(a) (14,8) (b) ( — 1,8) (c) (0, —5) 

(a) Reflejando z con respecto del eje real 

(b) Reflejando z con respecto del eje imaginario 

(c) Reflejando z en el eje real y luego multiplicando la longitud 
del vector por l/|z| 2 

(a) Puntos sobre la circunferencia x 2 + y 2 = 4 

(b) Puntos dentro de la circunferencia x 2 + y 2 = 4 

(c) Puntos fuera de la circunferencia x 2 + y 2 = 4 
Puntos sobre el clrculo de radio 1 con centra en (— 1, 0) 

Puntos sobre la recta y = —x 11. 4e 2m ^ 13. le 2 ^ 3 


cos 4 6 — 6 cos 2 6 sen 2 6 
2i, - V3 - i, V3 - i 

1 ± V3i, -1 ±V3i 


+ sen 4 # 17. 1, — j ± ~^~i 

„ Vf , V2. V6 , V 2 . 

21 - — r ± ^r 1 



[-1, 0.2] por [-10, 2] 


37. y (exacta) = ^x 2 - |;y(2) 


0.4; 


el valor exacto es 


2 
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y senos, producto de potencias, 581-583, 
585-586e 
Costo 

marginal, 177, 178, 182e, 276e, 282-283, 
283 

promedio diario, 284, 284 
minimization del, 284, 284 
mlnimo, sensitividad del, 284-285 
Cota superior, AP-10 
Cotangente, 50 
Crecimiento 
logistico, 670 

poblacional, 670, 671-672e 
ilimitada, 503-504 
modelado de, 674-679 
y decaimiento exponencial, 502-511 
Cuadrado unitario, geometria del, AP-13 
Cuadrantes, 9 

Cubeta con agujero, 450, 450 
Cuenta de ahorros, interes compuesto y, 506 
Cuerno de Gabriel, 632e 
Cuerpo en calda y fuerza de resistencia, 
669-670, 669 
Cuna, volumen, 399, 399 
Curva 

copo de nieve de Helga Von Koch, 771e 
de Devil, 212e 
de regresion, 63 
general seno, 55, 58e 
Curvas 

parametricas, 196, 196 , 205e 
longitud(es) de, 418, 423e 
pendientes de, 197 
polares, 728-729, 73 le 
regular(es) por partes, 910, 910, 1162-1163 
cuadraticas, 702, 705t 
de Bowditch, 204e 
de contorno, 968, 969 
ortogonales, 502e 
parametrizadas, 440, 440 
solution, 666-667, 667 
Curvas, arcotangente, recta tangente a, 527 
area debajo de, 373, 373 
area entre, 379-381, 379 
circulacion en torno de, 1155 
con una infinidad de aslntotas, 119, 119 
concavidad de, 267, 267-272 
contorno, 968, 969 
cuadraticas, 277e, 322e, 702, 705t 
curvatura y vectores normales para, 940 
de nivel, 968, 969, 973e, 974e 
gradientes y tangentes a, 1010-1011, 
1011 

determinacion, 310-311, 311, 316e, 392e 
diferenciables, angulos entre, 872-873e 
en el espacio, 906 
continuidad de, 909 

en el espacio, longitud de arco a lo largo 
de, 931, 931-932 

trabajo realizado por una fuerza en, 1152 


formula parametrica para, 419, 419 
formulas para, 949 
generatriz para el cilindro, 889, 890 
graficacion de, 721, 721 
infinita y finita, 619, 619 
longitud(es), de, 416-424, 462e, 732e 
circunferencia del clrculo y, 418-419 
definida de forma parametrica, 417, 
417-419 

parametricas. Vea Curva(s) parametrica(s) 
parametrizada, 440, 440 
pendiente de, 137 

plana, clrculo de curvatura para, 939-940 
flujoatraves de, 1156-1158,7757, 
1225-1226e 

polar, longitud de, 728-729, 731-732e 
pendiente de, 719-721, 725e 
rectas tangentes a, 1014, 1061e 
regresion de, 63 
regular, 417 
longitud de, 931 

regular por partes, 970, 910, 1161-1162 
tangente a, 134-135, 135, 137, 167 ,167 
tangente de, 135, 135, 1027e, 1064e 
y =/(x), longitud de, 419 
Curvatura, clrculo de, 939 
de una curva plana, 936, 936-939 
de una helice, 940, 940-941, 942e 
de una recta igual a cero, 937, 937 
definicion de, 936 

determinacion de, 940, 940-941, 948, 960e 
formula vectorial para, 947 
formulas para calcular, 947 
para curvas planas, 939-940 
y vectores para curvas, 940 

D 

Datos 

geneticos, sensibilidad al cambio y, 179 
orbitales, 957, 957, 957t 
Decaimiento radioactivo, 505 
Decimales periodicos, 765, 770e 
Dedekind, Richard, 3 81, AP-11 
Deducciones y pruebas, 71-72e 
Delta(s), determinacion algebraica de, 95, 
95-96, 96, 99e 

aplicacion de la definicion para, 104 ,104 
para epsilon dada, 94-97 
Denominadores cero, elimination algebraica 
de, 86-87 
Densidad 

de circulacion en el sentido de las 
manecillas del reloj y en sentido 
contrario, 1172, 1172, 1179e 
de un campo bidimensional, 1201, 1201 
de un campo vectorial, 1171, 7 7 77 
deflujo, 7770, 1170-1171,7777 
Derivation 

logaritmica, 483-484, 485e, 500e, 547e 
termino a termino, 799-800, 839e 
Derivada(s) direccional(es), 1005-1014, 

1008, 1010 

Derivada(s) parcial(es), 965-1066, 1000-1001, 
7007 

calculo de, 987-989, 1060e 


como funciones, 984-986, 987-988, 
1063-1064e 

con variables restringidas, 1049-1054, 
1053-1054e, 1062-1063e, 1064e 
de cuarto orden, 992 
de orden superior, 992 
de primer orden, 994e 
de segundo orden, 991-992, 1060e, 
994-995e 

y continuidad, 990, 990 
Derivada(s), aplicaciones de las, 244-324 
a partir de valores numericos, 164-165 
calculo de, 169e 

a partir de la definicion, 148, 148-150 
cero, funciones con, 258 
como razon de cambio, 171-183 
de coseno hiperbolico inverso, 540-541 
de funciones exponenciales, 489-491, 
495-497 

de funciones hiperbolicas, 537-538, 537t, 
543e 

de funciones hiperbolicas inversas, 540-542, 
540t 

de funciones inversas, 474e, 524, 524, 525, 
526, 526, 527-530 

de inversas de funciones diferenciables, 
470-472 

de la funcion coseno, 184-185 ,185 
de la funcion seno, 183-184 
de logaritmos naturales, 478-479, 487e 
de orden superior, 209 
de una funcion constante, 159, 159 
de una funcion vectorial y movimiento, 
909, 909-911 

de una polinomial, 162-163 
derecha, 152 

direccional. Vea Derivada(s) direccional(es) 
en economia, 777, 177-178 
enunpunto, 139, 153-154 
inversa, valor de, 472, 472 
izquierda, 152 

notation de Newton con puntos para, 

947 

orden superior, 168 

propiedad del valor intermedio, 155, 155 
segunda, 168 
y ordenes superiores, 168 
slmbolos para, 168 
tangentes y, 134-139 
tercera, 168 

unilateral, 152, 152-153, 153, 157e 
y funciones, 147-155, 155-156e, 235-236e, 
261e, 273-274 

Descartes, folium de, 206, 208, 208, 212e 
Desigualdad de Cauchy-Schwarz, 872e 
Desigualdad(es), valores absolutos y, 6-7 
Cauchy-Schwarz, 872e 
interpretation geometrica de, 849, 851, 
852e 

reglas para, 2 
resolution de, 3-5, 4 
triangulo, 6 
Deslizador 

distancia recorrida por, 931-932, 932 
vuelo de, 915-916 
vuelo de un, 911, 911 
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Desplazamiento, 172 ,172 
de graficas, 41-42, 46-47e 
y distancia recorrida, 330 
Determination de ralces, 131, 132, 305e, 
306e 

Determinante(s), producto(s) cruz y, 875-876 
jacobiano, 1129, 1133, 1136-1137e 
de transformation, 1133-1134, 1134 
Diagrama 

de arbol, regia de la cadena y, 997-998, 
1000,1002 
de dispersion, 63 
Diagrama(s) 

de flechas, 20, 20, 1052-1053 
de Argand, API 6-AP17 
Diferenciabilidad, 993-994 
implica continuidad, 994 
y continuidad, 154-155, 157-158e 
Diferenciable, 148, 152, 152-153 ,153 
Diferenciacion, 147-243, 547e, 578 
eleccion de orden, 992 
implicita, 205, 205-211, 206, 207, 208, 

21 le, 236e, 995e, 1001-1002, 1004e, 
1060e 

logaritmica, 483-484, 485e, 500e, 547e 
parcial, calculo con software matematico, 
987 

implicita, 988 
reglas, 159-168 

termino a termino, 799-800, 839e 
Diferencial del area de una superficie, 1186 
Diferencial(es), 222,225-227, 226, 1021-1024 
pianos tangentes y, 1015-1027 
total, 1021, 1023 
Diferencias, 39, 45e, 159-163 
Difusion social, 580e, 672e 
Diodes, cisoide de, 212e 
Direction, vectores y, 857-859, 858 
Discontinuidad(es), en dy/dx, 421, 421 
eliminable, 126, 134e 
infinidad, 126 ,126 
oscilante, 126 ,126 
punto de, 125 

salto de, 125, 125, 126 ,126 
unico punto de, 979-980 
Discriminante de f 1030 
Distancia, calculo de la, 13 
de un punto a un piano, 886, 886-887 
de un punto a una recta, 883, 888e 
entre dos puntos, 850, 850, 852e 
extremos de una elipse, 1046, 1046-1047 
recorrida y desplazamiento, 330 
y circulos en el piano, 13 
y esferas en el espacio, 850-851 
Divergencia, 1211, 1219, 1220 
de un campo vectorial, 1170, 1170-1171, 
1171 

en tres dimensiones, 1211 
pruebas de, 627-629 
Doble angulo, formulas del, 54, 57e 
Dominio natural, 20 

E 

Economia, derivadas en, 177, 177-178 
Ecuacion 


de continuidad en hidrodinamica, 1217, 
1217-1218 

de Stokes para un hemisferio, 1203-1204 
estandar, 13-14, 650-651 
general lineal, 12 
pendiente-interseccion, 12 
presion-profundidad, 456 
Ecuacion(es) 

cartesianas y ecuaciones polares, 716, 
716-717, 718-719e 

con coordenadas constantes, 1115, 1115 
cuadratica(s), graficas de, 705 
y rotaciones, 702-707 
de Laplace, 995-996e, 1005e 
teorema de Green y, 118le 
de razones relacionadas, 214-217 
diferenciales lineales de primer orden, 
650-657 

inversas, 487, 498 

interpretation geometrica de, 849, 851, 
852e 

graficacion de, 850, 850 
lineal(es), 12 
resolution de, 651-652 
parametricas, 195-197, 196, 230e 
ecuaciones cartesianas a partir de, 
202-203e 
en el piano, 74le 
para secciones conicas, 712-713e 
y cicloides, 743e 
polar(es), 715-716, 718e 
para circunferencias, 732-734, 732, 733, 
737e 

para conicas, 734, 734, 736 
para elipses, parabolas e hiperbolas, 
734-736, 736, 737-738e 
para rectas, 732, 732, 737e 
para rectas en ecuaciones cartesianas, 
733, 733, 741-742e 
en forma cartesiana, 732, 732, 741e 
y ecuaciones cartesianas, 716, 716-717, 
718-719e 

separables, 645-647, 648-649e 
Ecuacion(es) diferencial(es), autonoma(s), 
definition, 665 
graficacion, 665-671 
de primer orden, 642-644 
aplicaciones de, 673-680 
solution de, 643 
definicion de, 310 
lineal de primer orden, 650-657 
problemas de valor inicial y, 310 
resolution de, 825-827 
separables, campos de pendientes y, 
642-650 

y problemas de valor inicial, soluciones en 
series de potencias para, 824-827 
Eje de simetria, 15 

Eje x, cascarones cilindricos que giran en 
torno de, 413, 413, 415e 
giro en torno de, 438 
Eje y, cascarones cilindricos que giran en 
torno de, 412, 412-413, 414-415e 
giro en torno de, 419 ,419 
Ejes coordenados, 9 


momentos de inercia en torno de, 1111, 
1111 

rotation de, 703, 707-708e 
Electricidad en el hogar, 374, 374 
Elementos de un conjunto, 3 
Elipse, 44, 44-45, 48e, 688-690, 694e, 701e, 

93 5e 

areade, 590, 590-591, 1136e 
centro de la, 44, 45 
curvas parametricas y la, 198-199 
definicion de, 688 
directrices de la, 698, 699 
distancia del centro al foco, 689 
ecuaciones para la, 690 
ecuaciones polares para la, 734-736, 736, 
737-738e 

eje focal de la, 688, 688 
eje mayor de la, 44, 689, 689 
eje menor de la, 44, 689 
excentricidad de la, 697-698, 698 
extremos de distancia en, 1046, 1046-1047 
focos de la, 688, 698 
formula del area para, 708 
rectas tangentes a la, 1011 ,1011 
semieje mayor de la, 689 
semieje menor de la, 689 
vertices de la, 688, 688, 689 
Elipsoide(s), 693, 693, 891-892, 892, 1109e 
de revolution, 892 
Energia cinetica, 1085, 1085-1086 
trabajo y, 457-458e 

Energia, conversion de masa en, 230-231 
Enfermedades infecciosas, incidencia de, 

504, 509e 

Enfriamiento de una sopa, 667-671 
Enteros, 2, AP-12 

negativos, regia de potencias para, 166-168 
regia de potencias para, 160, 166-168 
suma de los primeros n, 338 
Entrega de cargamento, 199-200, 200 
Epsilones, determination de deltas para, 
94-97 

Equilibrio(s), 667-671 
estable(s), 667-671 
inestable(s), 667-671 
Error 

de truncamiento, 815-817 
en la aproximacion diferencial, 227, 
227-229 

truncamiento, 815-817 
porcentual, 1022-1023, 1025e 
Escala 

de decibeles, 499 
de Richter, 499 
Esfera(s), 892 

area de la superficie de la, 1196 
centro y radio de, 851, 851, 852-853e 
en el espacio, distancia y, 850-851 
parametrizacion de, 1193, 1194 
volumen de, 400, 400-401, 1140e, AP-31 
Espacio, vectores y geometria del, 848-905 
Espirales de Arquimedes, 742e 
Estampillas postales de Estados Unidos, 
precio, 63, 63t, 64 
Estano, peste del, 289e 
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Estimation del error, 793e, 811-819, 820e, 
1022, 1025-1026e 
Excentricidad(es), 697-698 
de elipse, 697, 698 
de hiperbola, 699, 699-700, 702e 
de orbitas planetarias, 698, 698t 
de parabola, 700 

Exponentes, leyes de los, 488-489, 494e, 
AP-29 

Extension(es) continua(s), 129, 129-130, 130, 
133e, 143, 983e, 1060e, 1063e 
Extremo 
global, 244 

local, prueba de la primera derivada para, 
264, 264-266, 266, 271 
prueba de la segunda derivada, 270 
Extremos absolutos, 244, 244, 245, 246 
determinacion de los, 247-252, 248 
en extremos, 249, 249 
en intervalo cerrado, 249-250, 251 
localization de, 250, 1031, 1031-1032, 
1034e, 1062e 
relativos, 247 
Extremos relativos, 247 


Factor 

comun, cancelation del, 86-87, 87 
creation del, 87 
integrante, 651 
Factor(es) 

cuadratico(s) en un denominador, 
integration con, 574-575 
lineal(es) distinto(s), 572-573 
Heaviside, metodo de cubiertas para, 

576 

repetidas, 573, 579e 
Fechado con carbono 14, 506-507, 51 le 
Fick, Adolf, 220e 
Flujo 

a lo largo de una helice, 1155-1156 
a traves de una circunferencia, 1157, 1158, 
1159e 

a traves de una curva plana, 1156-1158, 
1157, 1225-1226e 
circulation y, 1159 
de campo vectorial, 1188 ,1188 
definition del, 1187 
determinacion del, 1197, 1197-1198, 
1212-1213 

hacia fuera. Vea Flujo hacia fuera 
integrates de superficie para, 1187-1188 
de corriente electrica, 654-655 
hacia fuera, 1179e, 1215-1216 
calculo de, 1175 

Folium de Descartes, 206, 208, 208, 212e 
Forma 

diferencial, 441, 441 
para areas de superficies, 441, 441-442 
sigmoide (de ese), 671, 671 
Format s) 

diferencial(es) exacta(s), 1166-1167, 

1169e 

indeterminada(s), 292, 296-297, 298e, 
832e 

evaluation de, 829-830, 84le 


Formula 

cuadratica, AP-30 
de aproximacion, 830 
de Arqulmedes 

para el area de parabolas, 366e 
para el volumen de una parabola, 695e 
de cascarones para revolution, 412 
de Euler, AP-17 
de Green, 1222e 

de la derivada, aplicacion de, 525 
de la distancia para puntos en el piano, 13 
de profundidad constante para fuerzas en 
fluidos, 456, 456 

de profundidad variable, 457, 457-458 
de Stirling, 640e 
de sustitucion, 376-378 
de Wilson para el tamano del lote, 290e, 
994e, 1026e 

del determinante, 874-876 
diferencial abreviada, 422, 422 
recursiva, 755 
Formulas 
de conversion, 48 
de coordenadas, 1123 
de desplazamiento, 41 
de integration, 528, 553-558, 554t 
de integrales, 528-529 
de medio angulo, 54 
de reduction, 567-568, 570e, 595-597, 
601e 

de suma, 53, 57e 
trigonometricas, AP-31 -AP-32 
Fourier, Joseph, 833 
Fraccion(es), integration de, 573-574 
reduction de, 556-557 
separacion de, 557, 559e 
Fracciones parciales, 570-579 
Fractales, el metodo de Newton y los, 
303-305, 304 

Franklin, Benjamin, testamento de, 510e 
Frenet, marco de, 943-945, 945, 950e 
Fubini, Guido, 1070 
Fuentes de lava volcanica, 183E 
Fuerza 

constante, 449 
de resistencia, 669-670, 669 
Fuerza(s) 

constante(s), trabajo realizado por, 447, 
448, 868, 868, 1169e 
efectiva, 855, 855 
en una nave espacial, 870 
fluidos. Vea Fuerza(s) de fluidos 
variable, trabajo realizado por, 448, 
452-453e 

de fluidos, 460-46le, 463-464e, 465e 
determinacion de, 458 
formula para profundidad constante en, 
456, 456 

integral para, 457, 457-458 
y centroides, 458, 458 
Funcion 

continua de Weierstrass, no diferenciable 
en parte alguna, 158e 
coseno, derivadas de la, 184-185 ,185 
derivadas de la funcion seno, 183-184 


en el espacio, valor promedio de una, 

1105 ,1105 

exponencial natural, 486 
gamma de Euler, 660e 
general seno, 55 
identidad, 79, 79, 94, 95 
lineal, 91, 91-92 
valor promedio de, 331, 331 
logaritmo natural, 476 
maximo entero, 25, 126, 126, 158e 
periodica, 52 
potencia general, 496 
raiz cuadrada, derivada de la, 149, 149 
seno integral, 616e, 632e 
velocidad, de un proyectil, 329 
Funcion(es), 19, 26e, 69e 
algebraicas, 31 

arcoseno y arcocoseno, 519-521, 520 
arcotangente y arcocotangente, 522-524, 
522,523 

cero (ralz) de una, 131, 132 
combination de, 38-45, 40 
como diagrama de flechas, 20, 20 
componente, 906 

comportamiento cerca de un punto, 77-78, 
78, 78t 

composition de, 40, 70e 
compuestas, 40, 40-41, 45-46e, 133e 
derivadas de, 191, 191-193 ,192 
con derivada cero, 258 
con mas de dos variables, 981, 989, 1023 
linealizacion de, 1023-1024 
constante(s), 28, 28, 79, 79, 94, 95 
derivada de, 159 ,159 
construction de, 360 

continua(s), 127-128, 128, 143e, 345, 909 
a pedazos, 346 
composition de, AP-7 
continuidad de componentes de, 981 
en conjuntos cerrados y acotados, 981 
en intervalo, 127 
en punto, 125 

en todo el dominio, 125, 125 
por la derecha, 125 
por la izquierda, 125 
teorema del valor intermedio para, 
130-131,357 

valor promedio de, 351, 351-352 
continuamente diferenciable, 417 
creciente, 262-264 
y decreciente, 33, 474e 
crecimiento a la misma tasa, 513 
cuadratica, 30 
cubica, 30, 254e 

de aproximacion de Fourier, 837, 837 
de dos variables, 966-968, 974e 
de tres variables, 969-970, 1012-1013, 
1025e 

regia de la cadena para, 995, 1000, 
1003e 

de variables, 965-975 
decreciente, 262-264 
definition, 79 
definida 

a pedazos, 24, 25, 26-27e, 70e 
en superficies, 999-1001 
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implicitamente, 205-207 
por una tabla de valores, 23 
diferenciables, 148, 154-155, 242e, 746, 
993 

graficacion de 272-273, 273, 275-276e 
inversas, derivadas de, 470-472 
potencias racionales de, 209-211 
dominio(s) de una, 19, 19, 20, 965, 966, 
968, 973e 
escalar, 907 

escalares, productos de, 919e 
escalonada unitaria, 125, 125 
limites de, 42-44 
evaluation de, 966 
exponencial(es), 31, 32, 486-495 
con diferentes bases, 513 
partes par e impar, 535 
graficacion de, cambio de escala y 
reflexion de, 42-44 
desplazamiento de, 41-42, 42 
identidad, 79, 79, 94, 95 
identificacion, 28-38 
integrable, 345, 1068 
valor promedio, 1083 
integracion respecto de y y, 381-382, 382 
inversa(s), 467-472, 538-539, 539 
derivadas de, 474e, 524, 524, 525, 526, 
526, 527-530 
formulas para, 473-474 
integracion de, 570 
uno a uno, 466-467, 467 
limites, 103 ,103 
lineal, 28, 28 

valor promedio de, 331, 331 
logaritmica(s), 31-32, 33 
con distintas bases, 513 
mayor entero, 24, 25, 126, 126 
monotona, 262-264, 263 
no integrable, 346 

no negativa, valor promedio de una, 331, 331 
oscilando rapidamente, 61, 61-62, 62 
oscilante, 104-105 ,105 
par e impar, 33, 37-38e, 48e 
serie de Taylor para, 82 le 
par, integral de, 379 
periodica, 52 

polinomios de Taylor para, 821 e 
piso entero, 24, 25 
polinomial, 30, 30, 127-128 
positiva, area bajo la grafica de una, 
349-351 

potencial, 29, 29, 30 
potencial(es), 1161, 1165-1166, 1168e 
racional(es), 31, 31, 61, 61, 113-114e, 116, 
120, 127-128 

integracion por fracciones parciales, 
570-579 
limites de, 86 
raiz cuadrada, 29, 30e 
raiz cubica, 29, 30 
rango de una, 19, 20, 965, 966, 973e 
rapidamente oscilantes, graficacion de, 61, 
61-62, 62 

reconocimiento de, 33, 37e 
recuperacion a partir de la derivada, 157 
representacion numerica de una, 23 


simetrica, integrales definidas de, 378-379, 
378 

solution, 643-644 

tasas de crecimiento de, 511, 511-513, 512, 
548-549e 

trascendental, 32-33, 33, 466-552 
trascendentes, 32-33, 33, 466-552 
trigonometrica(s), 31, 32,48-51, 56-57e, 
AP-33 

derivadas de, 183-188 
inversas, 517-534, 528t 
periodicidad y graficas de, 52-53 
restricciones de los dominios, 517-519 
uno a uno, 466-467 
definition de, 466 
dominios de, 467 

prueba de la recta horizontal para, 467, 
467 
valor 

absolute, 128 
medio de, 352, 352 

promedio de, 331, 331, 352, 352, 354e 
valores extremos de, 244-252 
variable real, 20, 965 
vectoriales (con valores vectoriales), 
906-916 

antiderivadas de, 914, 919e 
de integrales indefinidas, 914-915 
derivadas y movimiento, 909, 909-911 
integrales de, 914-916, 917e 
limites de, 908 

reglas de derivation para, 912 
y el movimiento en el espacio, limites 
de, 906-964 

y derivadas. Vea Derivada(s) y funciones 
y graficas, 19, 21, 21, 22, 22, 26e, 69-70e, 
71-72e 

Funcion(es) hiperbolica(s), 535-536, 535t, 
601e 

definiciones e identidades de, 535-537, 
535t 

derivadas de, 537-538, 537t, 543e 
formulas integrales para, 537-538, 537t 
inversas, 538-539, 539 
derivadas de, 540-542, 540t 
evaluacion de, 543-544e 
identidades para, 539t, 539-541 
integrales que llevan a, 541-542, 542t 
valores e identidades de, 542, 543e 


G 

Galenas de murmullos (susurrantes), 693 
Galileo, formula de caida libre de, 180e 
Gateway Arch to the West, 535 
Geometria, 72e, AP-30-AP-31 
graficacion y, AP-21 
Giro en torno de un eje, 1171-1172 
Globo en ascenso, lanzamiento de un 
paquete, 311-312 
radio de inflado, 219 

razon de cambio y elevation, 215, 215-216 
Gradiente(s), reglas algebraicas para, 1012, 
1014e 

curvas de nivel, 1010-1011, 1011 
Grado de una polinomial, 30 
radianes y, 190e, 195 


Grafica(s), 9, 69e 

de funciones, cambio de escala y reflexion 
de, 42-44 

desplazamiento de, 41-42, 42, 46-47e 
de una funcion de dos variables, 968 
de una funcion racional, 61 ,61 
desplazamiento de, 41-42, 46-47e 
esbozo de, 21-22, 22 
formula para la longitud de arco, 420 
funciones y, 26e, 69-70e, 71-72e 
identicas en escalas grandes, 121 ,121 
limites a partir de, 81-82 
Graficacion 

con calculadoras y computadoras, 59-65 
de derivadas, 150-151, 151, 156-157e 
de funciones diferenciables, 272-273, 
273, 275-267e 
y geometria, AP-21 
por computadora, 59-65, 277e 
tridimensional, 970-971, 972 
Graficas polares, intersection de, 722-723 
simetria y, 719, 725e 
Graficas trigonometricas, 55 

H 

Halley, cometa, 698-699, 699, 739e 
Helice generada por computadora, 908, 908 
curvatura de, 940, 940, 941, 942e 
flujo a lo largo de una, 1155-1156 
graficacion de una, 907, 907 
Helicoptero, vuelo de, 882 
Hemisferio, ecuacion de Stokes para, 
1203-1204 
Hessiano d ef 1030 

Hidrodinamica, ecuacion de continuidad en, 
1217, 1217-1218 

Hiperbola(s), 690-692, 694e, 701-702e, 708e 
asintotas de, 691-692, 692, 697e 
ecuacion(es) para, 692, 699-701, 701, 
703-704e, 703 

ecuaciones polares para, 734-736, 736, 
737-738e 

eje focal de, 691, 691 
excentricidad de, 699-700, 699, 702e 
focos de, 690, 690, 699 
parametrizacion de, 709-710, 710 
vertices de, 691, 691 
Hiperboloide(s), 894-896, 895, 896 
Huygens, Christiaan, reloj de pendulo de, 
710, 710 

I 

Identidad de Euler, 818, 821 e 
Identidades 

con funciones inversas y cofunciones 
inversas, 527 

que incluyen arcocoseno y arcoseno, 521, 
521 

que incluyen arcoseno y arcocoseno, 521, 
521 

y funciones arcocoseno, 519-521, 520 
Identidad(es), 53-54, 240-241e, 1208, AP-32 
con arcoseno y arcocoseno, 521, 521 
de Euler, 818, 821e 

funcion inversa-cofimcion inversa, 527 
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para funciones hiperbolicas inversas, 539t, 
539-540 

sustituciones e, 372 
trigonometrica(s), 555-556, 559e 
Imagen, 1128 
inversa, 1128 

Inclinacion, angulo de, 10, 11 
Incrementos, 10-12, 17e 
coordenados, 10 ,10 
Independencia de la trayectoria, 1161, 
1162-1163 
Indice, 747, 764 
de la sumatoria, 336, 337 
Induction matematica, AP-1 -AP-4 
Ingreso marginal, 178, 182e, 241e, 282-283, 
283 

Integration, 325-395, 642, 681 
con software matematico, 598-600 
constante de, 313-314 
en campos vectoriales, 1143-1228 
de exponenciales, 490 
en coordenadas cilindricas, 1115-1119 
limites de, 1116, 1116-1117 
indefinida, termino a termino, 313-314 
inversion del orden, 1077, 1077 , 1079e 
limites de, 1093-1095, 1095, 1100-1105, 
1102, 1103 

determinacion de, 1076-1077 
limites infinitos de, 619, 619-620 
multiples, 1071 
numerica, 603-619, 617e 
orden de, 1104, 1104-1105 
cambio de, 1108-1109e, 1141e 
por partes, 561-568, 568e, 569e 
respecto de_y, funciones e, 381-382, 382, 
tabular, 565-567 
tecnicas de, 553-633 
termino a termino, 801-802 
variable de, 312, 345 
Integral 
de a u , 496-497 
de trabajo, 1155, 1169 
Integral definida, aplicaciones, 396-465 
area bajo curvas de, 349 
de funciones vectoriales, 915 
definicion de, 344, 368 
determinacion de cotas para, 349 
estimation de, 827-828 
evaluacion de, 383-384e, 915 
area para, 353 
evaluacion por partes, 565 
existencia de, 345 
notacion y existencia de, 344-346 
propiedades de, 346-349 
regia del intervalo de ancho cero para, 476 
reglas de, interpretaciones geometrica de, 
348 

demostracion de, 348-349 
sustitucion en, 376-387 
teorema del valor medio para, 356 , 356-357, 
357, 361 

Integral(es), 325, 481-483, 493-494e, 622 
adecuadas a las formulas basicas, 558 
calculo incorrecto de, 636 
cartesianas, 1095-1096 ,1096 
combination con geometria, 383, 383 


de flujo, 1159e 

para campos de velocidad, 1155-1156 
de funciones exponenciales, 489-491, 
495-497 

de funciones no positivas, 354 
de linea, 1143, 1143-1149 
aditividad y, 1145 

en campos conservatives, 1162-1164 
evaluacion de, 1144, 1144, 1168e, 1223e 
para dos trayectorias unidas, 1145 
teorema de Green para, 1174-1175 
teorema fundamental de, 1162 
de potencias de tan x y sec x, 583 
de superficie, 1185-1187, 1190e, 1196-1198 
areas de superficies e, 1182, 1182-1197 
parametrica, 1197 
del logaritmo natural, 563 
divergente impropia, 623-624 
doble, 1067-1081, 1140e 
en forma polar, 1092-1098 
sustituciones en, 1128-1132, 1129,1130 
en coordenadas polares, 1092-1093 
evaluacion de, 353e, 361-363, 365e, 
374-375e, 531-532e, 580e 
flujo. Vea Integral(es) de flujo 
impropia(s), 553, 619-630 
indefinida(s), 312-313, 543e, 553 
de funciones vectoriales, 914-915 
definicion de, 368 
determinacion de, 314-315e, 321e, 
914-915 

y la regia de sustitucion, 368-376 
independencia de la trayectoria, 1162-1163 
iterada, 1070 

modification para ajustar los extremos, 
381,357 

multiples, 1067-1142 
definicion de, 1067 
sustituciones en, 1128-1137 
no elementales, 597-598, 617e, 841e 
evaluacion de, 827-828 
para fuerza de fluido, 457 
polares, 1095-1096 ,1096 
que conducen a funciones hiperbolicas 
inversas, 541-542, 542t 
regia aditiva para, 360, 1145 
repetidas, 1070 
secante y cosecante, 558 
sobre regiones acotadas no rectangulares, 
1072-1075 

sustitucion para evaluar, 371 
tabla de, T-l -T-6 
transformation de, 373 
trigonometricas, 581-586 
triples, 1098, 1098-1099, 1106e, 1140e 
de funciones vectoriales, 914-916 
despeje de incognitas, 564-565 
en coordenadas cilindricas y esfericas, 
1114-1128 

en coordenadas rectangulares, 1098-1099 
propiedades de, 1105-1106 
sustituciones en, 1132, 1132-1135, 1133, 
1134 

Integrandos, 370, 622-626 
Integrate, comando, 598 
Intercepciones, 12, 16e 


Interes compuesto, 504-505 
en forma continua, 504-505, 510e 
Intersection de conjuntos, 3 
Intervalo 
abierto, 3 
cerrado, 3 
del parametro, 196 
semiabierto, 3 

Intervalo(s), valor absoluto e, 6 
abierto, 5 

cerrado, 249-250, 250, 253e, 342 
de convergencia de series de potencias, 
799, 804e 
definicion de, 3 
finitos, 3 
infinitos, 3 

semiabierto, valores extremos en, 267 
tipos de, 4t 

Inversa(s), 517-519, 521-524 

J 

Jacobi, Carl, 1129 
Joule, James Prescott, 447 
Joules, 447 

K 

Kepler 

ecuacion de, 963e 
hipotesis de, 63 
primera ley de, 953-956 
segunda ley de, 953, 953-954 
tercera ley de, 35-37, 956, 959e, 

L 

L’Hopital, Guillaume de, 292 
regia de, 292-293, 295, 297, 298e, 320e, 
752-753 

Lagrange, Joseph-Louis, 257 

Lata cilindrica, diseno de, 278-280, 279 

Leibniz 

formula de, 828-829 
Gottfried Wilhelm, 150, 344, 356 
notacion de, 222, 225, 418 
regia de, 243e, 393e, 1064e 
teorema de, 787 
Lemniscata, 722-723, 722 
Lente(s), 207, 208 
Ley 

de areas iguales, 953, 953-954 
de Faraday, 1227e 
de Galileo, 74 
de Gauss, 1216-1217 
de Hooke para resortes, 449 
de la section conica, 953 
de la suma, paralelogramo, 856, 856, 863, 
863-864 

de la teoria electromagnetica, 1216-1217 
de los cosenos, 54 
de los senos, 58e 
de refraction, 282, 282-283, 283 
de Snell, 282, 282-283, 283 
de Torricelli, 647-648 
del cambio exponencial, 502-503,674-675 
distributiva para el producto cruz de 
vectores, AP-22-AP-23 
tiempo-distancia, 956, 959e 
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Leyes 

de los exponentes, 488-489,494e, AP-29 
de los limites, 84-89, AP-4 
de los signos, AP-29 
Limagon(s), 725e, 727-728, 727 
Llmite(s), 77, 53le, 532e, 550e 
al infinito, 107-114, 108,705 
bilateral, prueba de, AP-7 
calculo de, 79, 84-89, 89-90e, 977-978 
con calculadora y computadora, 80-81, 

8 It 

de funciones con valores vectoriales, 908 
de funciones racionales, 113-114e, AP-7 
de integration, 1093-1095, 1095, 
1100-1105, 1102, 1103 
infinitos, 619, 619-620 
de polinomiales, 86, AP-7 
de sumas de Riemann, 343-356 
de sumas finitas, 339-340 
notation sigma y, 335-343 
de una funcion, 103, 103 
de dos variables, 976-979 
de valores de funciones, 77-80 
definition precisa de, 91-98, 92, 94, 145e 
en dimensiones superiores, 976-984 
existencia de, 82 

finito, conforme x tiende a infinito, 707, 
107-108, 113e 
frecuentes, AP-7-AP-9 
infinito, 115-118, 122e 
de integracion, 619, 619-620 
lateral derecho, 102, 102, 104, 104 
prueba de, AP-6 

lateral izquierdo, 102, 7 02, 104, 7 04 
prueba de, AP-7 
no existencia, prueba de las dos 
trayectorias, 980, 980-981 
prueba de comparacion, 628, 629, 629 
que involucran (sen 0)/0, 105, 105-107 
razon de cambio y, 73-81 
series de potencias usando, 829-830 
superior, sumas de, 343 
unilateral, 102-107 
y continuidad, 73-141, 142-143e 
Linealizacion, 221-225, 222, 223, 224, 231e, 
240e, 494e, 50le 

determinacion de, 1019-1020, 1025e, 
1061e 

funciones y, 234e, 1018-1019, 1019, 
1023-1024 

y aproximaciones lineales, 223, 23le, 234e 
Lineas de flujo del agua en un tunel, 
1150,7750 

Liquidos, bombeo de, 450, 453-454e 
Lissajous, figuras de, 204e 
Local maximo, 247 
Local minimo, 247 
Logaritmo(s) base 10, 499-500 
base a, 497, 497, 498t 
derivadas e integrales con, 498-499 
natural, 476-485 
derivadas de, 478-479, 484e 
grafica e imagen de, 480-481, 481 
integrales de, 563 
propiedades de, 479-480, 484e 


Longitud de arco, 48, 534e, 545e, 602e, 
931-933, 935e 

constante, funciones vectoriales de, 913, 
913-914 

de curvas parametricas, 418, 423e 
de curvas polares, 728-729, 731-732e 
de un vector, 855 
del astroide, 419, 419 
del cardioide, 729, 729 
formula para graficacion, 420 
y area en coordenadas polares, 726-731 
Longitud de la astroide, 419, 419 
Lorentz, contraction de, 144e 

M 

Maclaurin, definicion de la serie de, 806 
determinacion de, 820 
representation en serie, 806 
series de Taylor y, 805, 810 
Mapa, contornos en, 1005-1006 ,1006 
Marco derecho de coordenadas, 848, 848 
Marco TNB, 943, 945, 945, 950e 
Marginal, ingreso, 178, 182e, 241e, 282-283, 
283 

Masa(s) a lo largo de una recta, 424-426, 425 
calculo de, 1146, 1146-1147 
conversion a energia, 230-231 
en tres dimensiones, 1109-1114 
momentos de inercia y, 1109, 1109-1110 
momentos y centros de, 424-435, 464e 
sobre una region plana, 428, 428-429 
y momentos, calculo de, 1146-1147, 1146, 
1146t 

Matriz cuadrada, AP-24 
Maximo absoluto, 244, 1031 
con restriccion, 1038-1041 
en regiones cerradas y acotadas, 1031 
local, 247 

Mendel, Gregor Johann, 179 
Metodo 

de Euler, 659-664, 660, 664e, 677 
mejorado, 663, 6631, 664e 
precision del, 661-662, 66It, 662, 662t 
uso del, 660-661 
de Heaviside, 576-577 
integracion con, 577-578 
de Kepler para parabolas, 697e 
de las arandelas, solido de revolution, 403, 
403-404,407e 

de los discos para solidos de revolucion, 
399-402, 400, 401, 402, 406-407e 
de Newton (Newton-Raphson), 299, 321e, 
758e, 760e 

aplicaciones del, 300-302, 301 
convergencia del, 302, 302 
cuencas fractales y, 303-305, 304 
fallo del, 303, 303, 304 
procedimiento del, 299-300, 300 
numerico, 659 

Minima cota superior, AP-10 
Minimo absoluto, 244, 1031 
con restriccion, 1038-1041,7047, 1047e 
en regiones cerradas y acotadas, 1031 
local, 247 

Mobius, banda de, 1187 ,1187 
Modelo 


de crecimiento logistico, 676, 676 
empirico, 37, 63-65 

Modelos matematicos para funciones, 28-38, 
35 

Momento(s), 1127-1128e, 1138e 
angular, 963e 

de un sistema respecto del origen, 425 
polar, 1086-1087, 1138e 
primer, 1086 

respecto de los pianos coordenados, 

1110 

segundo, 1086 

y centros de masa, 424-435, 464e 
y masas de capas delgadas, 1189, 1189-1190, 
1189t 

en tres dimensiones, 1109-1114 
de inercia, 1085, 1085-1088, 1086, 
1089-1090e, 1112e, 1140e, 1180e 
calculo de, 1146-1147, 1149e 
masay, 1109, 1109-1110 
radio de giro y, 1087-1088, 1090e, 

1112e, 1127e, 1138e 
respecto de los ejes coordenados, 1111, 
7777 

Moscas de la fruta ( Drosophila ), crecimiento 
promedio de las, 75-76, 76, 157e 
razon de crecimiento en un dia especifico, 
76-77, 76 
Movimiento 

armonico simple, 186, 186, 189e 
horizontal, 174, 7 74 
lineal vertical, 200-201 
planetario, 950-958, 952, 952-953 
vertical, 176, 176-177, 288e 
Movimiento a lo largo de una recta, 172, 
269-270, 276e, 288e 
antiderivadas y, 311 
armonico simple, 186, 186, 189e 
derivadas de funciones vectoriales y, 909, 
909-911 

direction del, 173, 173, 910 
en coordenadas cilindricas, 951, 951, 964e 
en coordenadas polares, 951, 951, 963e 
en el espacio, 906-964 
en la circunferencia unitaria, 935, 935 
en un resorte.l 86 ,186 
en una linea recta, 918 
horizontal, 174, 7 74 
ley(es) de Newton de, 669, 673 
planetario, 950-958, 952, 952-953 
proyectil, Vea Movimiento de un proyectil 
recta vertical, 200-201 
vertical,7 76, 176-177, 288e 
Movimiento de un proyectil, 180e, 871e, 
960-961e 

con rafagas de viento, 926-928 
ideal, 923, 923 

altura, tiempo de vuelo y alcance de, 
922-923, 927e 

ecuaciones vectoriales y parametricas 
para, 920-922, 921 
modelado de, 920-927 
trayectorias ideales de, 923-924, 930e 
Multiplication 
escalar, 856 

por forma de 1, 557-558, 559e 
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Multiplicadores de Lagrange, 1038-1049, 
1062e 

Multiplos, 159-163 
derivadas de, 158 

N 

Napier, John, 479, 510e 
desigualdad de, 55le 
Nave espacial, fuerza sobre una, 870 
Nefroide de Freeth, 725e 
Newton 

serpentina de, 534e 
sir Isaac, 150, 356 

ley del enfriamiento, 507-508, 668, 668 
ley(es) de movimiento, 669, 673, 952, 
952 

segunda, 230 

Normal unitario principal, 940 
Notacion 

factorial«!, 754, 759e 
O mayuscula, 514, 515 
orden y, 514, 516e 
o minuscula, 514 
sigma, 335-343 

Numero e, representacion decimal del, 494e, 
502e 

definicion de, 477 
expresado como un limite, 491-492 
y la inversa de In x, 486, 486 
Numero(s) 

complejo(s), AP-12 - AP-22 
racional(es), 2, AP-13 
de Fibonacci, 755 
irracionales, 3 
naturales, 2, AP-12 
para contar, AP-12 
trascendentes, 487 
Numeros reales, 1-7 
desarrollo de los, AP-12-AP-13 
propiedades de los, AP-9 
teoria de los, AP-9-AP-12 

o 

Octantes, 848 
Ohm, ley de, 654 
Operaciones 

algebraicas con vectores, 856, 856-858, 

857 

vectoriales, 877, 877 
Operadores de diferenciacion, 150 
Optimizacion, 278-285 
Orbita(s), 698, 698 
planetarias, 957, 957t, 958t 
excentricidades, 698, 698t 
Orden y notacion o minuscula, 514, 516e 
Ordenada, 9 

Origen del sistema coordenado, 9 
Ortogonalidad, 865 

P 

Pantano, dragado de, 613, 613 
Pappus, formula de, 1091e, 1114e 
Par coordenado, 9 

Parabola(s), 14, 17e, 211s, 685-688, 693-694e 
aproximacion por medio de, 608-613 
circunferencias osculatrices de, 939 


curvas parametricas y la, 197, 197 
directriz de, 685, 687, 687, 687t, 736-737, 
736 

ecuaciones polares para, 734-736, 736, 
737-738e 
eje de la, 15, 15 
excentricidad de, 700 
foco de, 685, 697e 

formula de Arquimedes para el area de la, 
366e 

graficacion de, 15-16, 16 
longitud focal de, 686 
metodo de graficacion de Kepler, 697e 
parametrizacion de, 709, 709 
propiedades reflejantes de, 692-693, 693, 
696-697e 

recta tangente a la, 136, 136, 158e 
vertice de la, 15, 15, 686, 686 
Paraboloide(s), 892-893, 893, 1140e, 1141e 
hiperbolico, 896, 896, 898e 
Paralelepipedo, volumen de un, 877, 878 
Paralelogramo(s), 87le, 903e 
area de, 874, 874, AP-31 
proyeccion sobre un piano, AP-28-AP-29 
ley de la suma, 856, 856, 863, 863-864 
Particion 
de [a, b], 340 
de R, 1068 ,1068 
norma de, 1116 
Particula movil, 525-526 
Patinador sobre hielo, 674 
Pendiente(s), 16e, 202e, 21 l-212e, 23 7e 
de circulo, 206, 206-207 
de curva, 137 

de curvas parametricas, 197 
de la tangente, 195 
de recta, 10, 10-11 
de una curva polar, 719-721, 725e 
de una superficie en la direccion y, 988, 
988-989 

e interseccion y, 12 
y la tangente, 138, 138, 140e, 156e, 
169-170e 

Pendientes tangentes, 195 
Perihelio, 738-739e, 952, 952-953 
Periodo(s) orbital(es), 36t, 959e 
Periodos de funciones trigonometricas, 53, 52 
Persecution de un automovil a exceso de 
velocidad 216, 216-217 
Peso-densidad, 456 
Peste del estano, 289e 
pH, escala, 499, 50le 
Pi, estimation de, 305e, 306e, 832e, 833e 
Pi/2, estimacion rapida de, 845e 
Pico de voltaje, 374 
Piramide, volumen de una, 398 
Pitagoras, teorema de, 53, 251, 850, AP-13, 
AP-30 

Placa delgada de densidad constante, 1191e 
Placa(s) con densidad constante, centro de 
masa de, 431-432, 432 
de densidad variable, centro de masa de, 
432-433 

delgada plana, centro de masa de, 429, 
429-430, 430 


formulas de masa y primer momenta 
para, 1084t 

plana vertical, integral para la fuerza de un 
fluido contra la, 457 
Planeta(s), distancia entre el Sol y, 36t 
Plano 

area en el, 725, 725-727, 74le, 879e 
en el espacio, 880, 880-887, 888e 
interseccion de rectas y, 885-886 
por tres puntos, 884 
puntos en el, formula de la distancia 
para, 13 

tangente. Vea Plano(s) tangente(s) 
teorema de Green en, 1169-1181 
vector unitario normal a, 876 
vectores perpendiculares a, 875, 875-876 
cartesiano, 9 

coordenado(s), 848-849, 849 
funciones trigonometricas en el, 52 
primeros momentos en torno de, 1110 
tangente(s), definicion de, 1015, 1015 
y diferenciales, 1015-1027 
y rectas normales, 1015-1017, 1016, 
1024e, 1063e 

Plutan, orbita de, 737, 737 
Poblacion 

de osos, modelado de, 677-679, 677 
limite, 670 
maxima, 676 

mundial, 675, 675t, 675, 676t 
Poiseuille, Jean, 230 
Polinomial(es), 30, 30 
cubica, tangentes horizontales de, 256 
derivadade, 162-163 
limites de, 86 

raices complejas de, AP-22 
Taylor, 807-810, 808, 809, 810, 810e 
trigonometricas, 204-205e 
Polonio 210, vida media del, 506, 510e 
Position 
estandar, 48, 49 

desde aceleracion, 260-261, 262e 
Potencia(s), 159-163, AP-19 
de funciones, 29, 29, 30, 496 
de senos y cosenos, productos de, 581-583, 
585-586e 

de tan x y sec x, 586e 
integrates de, 583 
desarrollo de, 555-556 
fraccionarias impares, graficacion de, 62, 
62-63 

racionales, 209-211 
trigonometricas, 560e 
y raices, AP-21-AP-22 

serie binomial para, 822-824 
Potenciales para campos conservatives, 
1164-1166 

Pozo, profundidad de un, 227, 229-230 
Prediction de niveles de poblacion, curva 
para, 64, 64-65, 65 
Presiones de fluidos, 456-461 
Principio 

de Arquimedes, 1227e 
de Cavalieri, 398, 399, 406e 
de Fermat, 281, 281-282, 289e 
Prisma, AP-31 
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Problema 

de primer orden con valor inicial, 643 
lineal de primer orden con valor inicial, 
653-654, 658e 
Problemas 
de mezclas, 655 

de valor inicial, 315-316e, 32 le, 366e, 
375-376e, 389e, 391e, 490-491, 494e, 
532e, 580e, 591e, 832e, 841e 
de primer orden, 643 
definition de, 310 
ecuaciones diferenciales y, 310 
soluciones en series de potencias, 
824-827 

lineal de primer orden, 653-654, 658e 
soluciones en series, 824-825 
Produccion, costo marginal de, 177, 177 
Producto caja, 877, 877-878, 879e 
Producto escalar. Vea Producto(s) punto 
Producto interior. Vea Producto(s) punto 
Producto(s), 39, 45e 
cruz, 873-878, 874 
de senos y cosenos, 585, 586e 
punto, 862-870 
definition de, 863 
determination de, 863, 863-864 
propiedades de, 866 
triple, 877, 877-878, 879e 
y cocientes, 163-166 
Propiedad 
aditiva, 1072 ,1072 
de completez, 2, AP-9, AP-10 
del valor intermedio, 130-131, 155 ,155 
Propiedades 
algebraicas, 1 
de orden, 2, AP-9 

reflejantes de las parabolas, 692-693, 693, 
696-697e 

Proporcionalidad, 35, 38e, 391-392e 
Proyectil, altura de, 329 
funcion velocidad de un, 329 
ideal, lanzamiento de, 921-922, 924-926 
Prueba(s) 

de comparacion, 628, 629, 629, 111, 780 
para limites, 778-780 
de concavidad, 268, 268 
de condensation de Cauchy, 776 
de convergencia absoluta, 789-790 
de exactitud por componentes, 1167 
de la exactitud por componentes, 1167 
de la integral, 772-775, 773, 774 
de la raiz, 784-785 
de la razon,781-784, 796, 799, 844e 
de la recta vertical, 23, 24 
de la segunda derivada, 283, 322e, 820e, 
1033 

derivation de, 1054-1056, 1055 
del discriminante, 705-706 
para maximos y minimos, 1033 
para series alternantes, 787 
Punto 
base, 931 

medio de un segmento de recta, 18e, 860, 
860, 86le 

silla, 896-897, 1029, 1029, 1031, 1031, 
1033 


Punto(s) 

critico(s), 248, 1033, 1035e, 1035e 
definition, 1029 
sin valores extremos, 250, 250 
de inflexion, 248, 268-269, 269 
de intersection elusivos, 722-723, 723 
de reposo. Vea Valores de equilibrio 
frontera, 3, 967,1031, 1032 
para regiones en el espacio, 970, 970 
interior(es), 3, 967, 967, 1031 
aslntotas verticales en, 624, 624 
para regiones en el espacio, 970, 970 
Punto-pendiente, ecuacion, 11, 137 

R 

Raabe, prueba de, 844e 
Radianes, 190e, 195 
medida en, 48-50, 48, AP-33 
distintos de cero, 49, 49 
Radio 

de convergencia, 798-799 
de giro, calculo de, 1146-1147, 1149e 
definition de, 1087 
momentos de inertia y, 1087-1088, 
1090e, 1112e, 1127e 
del clrculo, 14 
Radioactividad, 505-507 
Radon-222, 513e 
Raiz, 131, 133e, 143e 
compleja, 306e AP-22 
cuarta, AP-20 
potencias y, AP-21-AP-22 
serie binomial para, 822-824 
promedio del cuadrado, 374 
Raiz(ces) cuadrada(s), elimination, 556, 
559-560e, 583 
Rapidez, 174,910 
instantanea, 74-75, 139 
promedio e instantanea, 73-75, 74t, 139 
respecto del suelo, vectores y, 857-858, 
858, 859 
Razon 

de cambio promedio, limites de la, 90 
y rectas secantes, 75 
de cambio y limites,73-81 
relacionada, 213-217 
Razones trigonometricas, 50, 50 
Rebote de una pelota, 764, 764-765 
Recorrido y elevacion, 10 
Recta, area debajo de una, 350, 350 
circulos y parabolas, 9-16 
de intersection, 884-886 
distancia a lo largo de, 933 
ecuacion vectorial para, 880 
ecuaciones parametricas para, 881 
ecuaciones polares para, 732, 732, 737e, 
741e 

en el piano, intersection de, 885-886 
movimiento a lo largo de una, 172, 
269-270, 276e, 288e 
movimiento rectilineo, 918 
normal, paralelo al piano, 1063 
paralela, 12-13 

parametrizacion de una, 197, 881 
por dos puntos, 11-12, 12 
recta, 10-12 


curvatura de, 937, 937 
y pianos en el espacio, 880, 880-887 
Recta(s) 

de regresion, 63-64, 63t, 64 
fase, 666, 670, 670, 67le 
paralelas, 12-13 
perpendiculares, 12-13 
real, 1 

secante(s), 75 

tangente(s), 137, 188-189e, 910 
a curva(s), 1014, 1061e, 1017, 1017, 
1024e 

a la curva arcocotangente, 527 
a la parabola, 136, 136, 158 
a una elipse, 1011, 1011 
Rectangulo(s), integral doble sobre, 1067-1068 
inscritos, 280, 280-281 
Reflexiones y cambios de escala, 43-44, 43 
Region 

abierta, 970 
acotada, 967 
cerrada, 970 
no acotada, 967 

semicircular, centroide de, 443, 443-444, 
444 

Region(es) 

abierta(s) y cerrada(s), 970, 1099 
en el espacio, puntos para, 970 
Regia 

aditiva, para integrales, 360, 1145 
de Cramer, 212e 

de la cadena, 192-193, 204e, 216, 222, 

251, 368, 370, 945, 951, 996-1005, 
1003e 

como regia “fuera-dentro”, 193 
con exponenciales, 490 
con potencias de una funcion, 194-195 
coseno hiperbolico inverso y, 541 
demostracion de, 228-229 
diagrama de arbol y, 997-998, 1000, 
1002 

forma de la, con cuatro variables, 1053 
para calcular N, 938 
para funciones de dos variables, 997, 
1000, 1003e 

para funciones de tres variables, 999, 
1000, 1003e 
usode, 193-194, 1063e 
y la regia de potencias, 211 
de la derivada de la suma, 161-163 
de la derivada del cociente, 165-166 
de la derivada del producto, 163-165 
de la diferencia, 162 
de la mano derecha, 873 
de la suma, 162-163, 168 
de potencias, 168, 369 
con potencias irracionales, 493 
en la forma integral, 368-370 
forma general de, 492 
para enteros positivos, 160 
para potencias racionales, 209-211 
regia de la cadena y, 211 
de Simpson, 608, 608-613 
de sustitucion, 370, 371, 553 
integrales indefinidas y la, 368-376 
del 70, 55le 
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del cociente, 187-188 
de limites, prueba de, AP-5-AP-6 
derivada, 165-166, 167 
del intervalo de ancho cero, 476 
del multiplo constante, 161, 161, 768 
del producto cruz, demostracion de la, 
912-913 

del producto de llmites, prueba de, 
AP-4-AP-5 

del producto, derivadas, 163-165 
en forma integral, 561-565 
generalization, 170e, 242e 
del punto medio, 327, 327 
del trapecio, 603-604, 604, 605, 605 
aproximaciones de, 611-612, 612t 
estimaciones del error para la, 606-607 
pasos para obtener precision, 608, 608 
para el producto punto, demostracion de la, 
912 

para funciones de Dirichlet, 145 
TOSE TACO, 50, 51 
Reglas 

algebraicas, 337, 338, 1012, 1014e 
de derivation, 911-913 

para funciones vectoriales, 912 
de linealidad de antiderivadas, 309-310, 
309t 

para gradientes, 1012 
Regular por partes, 1186 
Reloj de pendulo de Huygens, 710, 710 
Residuo de orden n, 812, 813 
Resistencia proporcional a la velocidad, 
673-674 

Resistencias electricas, 989 , 989-990 
Resorte(s), compresion de, 449, 449 
estiramiento de, 449, 449-450, 452e, 463e 
ley de Hooke para, 449 
movimiento de un, 186, 186 
Riemann 
Bernhard 340 

sumas de, 340-342, 396, 397, 410, 438, 
1067, 1068, 1069, 1069, 1072, 1078, 
1116, 1121 

convergencia de las, 345 
llmites de las, 343-356 
rectangulos para las, 341, 342 
Rotacional. Vea tambien Densidad de 
circulation 

componente kde, 1171-1172 
Rotacional de F, determinacion de la, 1202 
interpretation usando una rueda con 
paletas, 1205-1206, 1206 

S 

Sacudida, 175, 186 
Satelite(s), 950-958 
orbita de, 742-743e, 957, 957-958 
Secante, 50, 75 
Seccion(es) 

conica(s), 685, 686, 740-74 le, 743e 
clasificacion por la excentricidad 
697-701 

ecuaciones polares para, 734, 734, 735, 
737e 

en coordenadas polares, 732-736, 74le 
y coordenadas polares, 685-745 


transversal(es), 890 
de un solido, 396, 397 
Segmento de recta dirigido, 853, 854 
parametrizacion de, 881, 881-882 
punto medio de, 18e, 860, 860, 86le 
Semicilindro infinito, 1142 
Semicirculo, llmites para, 103, 103 
Seno(s), 50, 51t, 581-583, 585-586e 
rotaciones para evaluar, 707, 707 
Senoidal, 55 

Senoidales, curvas generales, 58e, 55 
Sensibilidad al cambio, 179, 229-231 
a un medicamento, 170e, 290e 
de costos minimos, 284-285 
Serie 

armonica, 772-773 
binomial, 823, 831-832e 
para potencias y raices, 822-824 
Serie(s) infinita(s), 761-769 
alternante, 787, 793e 
armonica, 787, 788 
reordenamiento de, 791-792 
serie p, 790 

sumas parciales de, 788, 788 
armonica, 772-773 

convergencia absoluta y condicional de, 
789-790 

convergencia o divergencia de, 770e, 
775-776e, 78le, 786e 
convergente condicionalmente, 789 
estudio de, 802 
reordenamiento de, 790-791 
serie p logaritmica, 776 
suma infinita y, 746 

teorema de reordenamiento y, 790, 794e 
Series 

de Fourier, 586e, 835-838, 836, 842e 
de potencias, 794-803, 796, 840-841e 
aplicaciones de, 822-831 
en resolution de problemas, 824-827 
limites mediante, 829-830 
multiplication de, 803 
p, 774-775 

Simetria(s), 33-34, 34, 1128e 
en coordenadas polares, 719, 719 
y graficas polares, 719, 725e 
Sistema 

cartesiano de coordenadas, 848, 848, 874 
de coordenadas rectangulares, 9 
de los numeros complejos, AP-14 
Sistemas de coordenadas tridimensionales, 
848-851 

Skylab 4, 95 8e, 962e 

Software matematico, 593, 598-600, 739e, 
74 le, 1049e 

visualizacion de superficies en el espacio, 
897 
Solido(s) 

de revolucion, 55le 

volumen de un, 399-404, 400, 401, 402, 
403, 407e, 589-590, 590 
secciones transversales de, 396, 397, 405e 
en el espacio, centra de masa de, 
1110 - 1111 ,1111 
infinito, volumen de, 626, 626 
momenta de inercia de, 1123 


torcido, 406 

volumen de un, 396, 397, 398, 461-462e, 
1126-1127e 
Solution 

de estado estable, 655 
general, 311 
numerica, 659 
transitoria, 655 
Sonido, 499, 500 
Subintervalo(s), 340-342, 341 
Sucesion(es) infinita(s), acotada no 
decreciente, 755-756, 756 
acotacion de, 756 

convergencia y divergencia de, 748-749, 
840e, 843e 

cotas superiores de, 756, 759e 
definiciones recursivas de, 755, 760e 
description de, 747-748 
divergente, 750 

limite(s) de, 749, 749, 757-758e, 759e 
calculo de, 750-752, 760e 
recursivas, construction de, 755 
representation grafica de, 748, 748 
sucesion no decreciente, teorema de, 756 
teorema de la funtion continua para, 752 
teorema del sandwich para, 751-752 
Sucesiones, 747-756 
Suma de vectores, 856, 856 
Suma(s), 39, 45e, 159-163 
finita(s), reglas algebraicas para, 337, 338 
estimation de, 325-335, 388e 
limites de, 339-340 
notation sigma y, 335-343 
inferior, 326-327, 326, 345 
infinitas, series infinitas y, 746 
limites superiores de, 343 
relativistas, 904e 
superior, 326, 327, 345 
Sumas relativistas, 904e 
Sumatoria, indice de la, 336, 337 
Superficie(s) 

cuadratica(s), 891-897, 902e 
de nivel, 969-970 

de revolucion, area(s) de, 436-447, 463e, 
729-730, 729 

definidas en forma parametrica, 1197 
con agujeros, teorema de Stokes para, 
1208, 1208 

condos lados, 1187 ,1187 
en el espacio, visualizacion de, 897 
funciones definidas en, 999-1001 
integration sobre, 1186, 1186-1187, 
1197 

orientable, 1187, 1187 
parametrizada, 975e, 1192-1201, 1224e 
regular, area de, 1195 
parametrizada(s), 975e, 1192-1201, 1224e 
poliedricas, teorema de Stokes para, 1207, 
1207-1208 

Sustitucion(es), 529, 530, 1140e 
determinacion de series de Taylor mediante, 
815, 819e 
e identidades, 372 
en integrales definidas, 376-377 
en integrales dobles, 1128-1132, 1129, 
1130 
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en integrates multiples, 1128-1137 
en integrates triples, 1132, 1132-1135, 
1133,1134 

para evaluar una integral, 371 
simplificacion de, 554-555 
tres basicas, 587, 587-591, 588, 589 
trigonometricas, 586-592, 591e 
uso de, 372-373 
y area entre curvas, 376-387 

T 

TyN, 938-939 

Tablas de integrates, 593, 595, 600-601e 
Tamano de paso, 603 

Tangente(s), 50, 5It, 202e, 204e, 211-212e, 
237 

a curvas, 134-135, 135, 137, 167 ,167 
a curvas parametricas, 203e, 237e 
horizontal a una polinomial cubica, 256 
determinacion de la, 163, 163, 169e 
horizontal(es), determinacion de, 163, 163 
paralela, 212e, 262e 
vertical, 140-141e 
y derivadas, 134-139 

y gradientes a curvas de nivel, 1010-1011, 
1011 
Tanque 

cilindrico, vaciado de un, 214-215, 214 
conico, bombeo de petroleo de un, 450, 
450-451 

cilindrico, bombeo de, 463e 
drenado de un, 183e, 239e, 454e, 647, 
647 

llenado de un, 217, 217, 658e 
de almacenamiento en una refinerla de 
petroleo, 655-657, 656, 664 
Tasa(razon) 
constante, 503 
marginal de impuestos, 178 
de impuesto marginal, 178 
de interes continua, 505 
Tasa(s) de crecimiento, comparacion, 512, 
513 

de funciones, 511, 511-513, 512, 548-549e 
relativa(s), 511-517, 675, 675t 
Tautocrona(s), 711-712, 712 
Taylor 

formula de, 812, 843e 
para dos variables, 1056-1059 
polinomios de, 807-810, 808, 809, 810, 
810e 

series de, 821e, 830, 841e, 843e 
combinacion, 817 
convergencia, 811-819 
de uso frecuente, 8311 
definicion de, 806 

determinacion de, 807, 810-81 le, 815, 
819e 

representaciones mediante series, 
805-806 

y series de Maclaurin, 805-810 
teorema de, 811-813, 814 
demostracion de, 818-819 
y el teorema del valor medio, 820e 
Telescopio de reflexion, 693, 693 


Temperatura en Alaska, 55, 55-56, 56, 58e, 
203e 

debajo de la superficie de la Tierra, 971, 
971 

promedio de, 605-606 
Teorema(s) 

de Clairaut, 991-992 
de convergencia para series de potencias, 
797-798 

de De Moivre, AP-19 
de estimacion 

del residuo, 813-814, 815, 816, 817 
para series alternantes, 788, 816, 817 
de Fubini, 1069, 1069-1071, 1073 
de Green, 1169-1181, 1218-1219, 1220, 
1225e 

para evaluar integrales de linea, 
1174-1175 

y ecuacion de Laplace, 1181 e 
y teorema de Stokes, 1203 ,1203 
de integrales, 1218-1220 
de la divergencia, 1219, 1220 
apoyo de, 1212 

para regiones especiales, 1213-1214, 
1214 

para varias regiones, 1214-1215 
y teorema de Green, 1219, 1220 
y teoria unificada, 1211-1222 
de la funcion continua, 752 
de la primera derivada, 247 
de las derivadas mixtas, 991-992, 
AP-23-AP-25 

de las series alternantes, 797 
de limites, pruebas de, AP-4-AP-7 
de multiplication para series, 803 
de Oresme, 844e 

de Pappus, 442-444, 443, 444, 447e 
de Rolle, 255, 255-257, 256, 262e, 819 
de Stokes, 1201-1209, 1207, 1219 
del eje paralelo, 1091e, 1113-1114e 
del eje perpendicular, 1086-1087 
del gradiente ortogonal, 1042 
del incremento para funciones de dos 
variables, 993, AP-25-AP-27 
del sandwich, 87-89, 88, 90e, 110-111, 

1 lOe, 983e, AP-6 

para sucesiones infinitas, 751-752 
del valor extremo, AP-10, 247, 247, 347 
del valor intermedio, 130-131, 131, AP-10 
del valor medio de Cauchy, 294, 294 
del valor medio, 257, 257-258, 258, 260e, 
262, 266, 319e, 437, 438, 812, AP-26- 
AP-27 

corolarios del, 258-259, 259 
para integrales definidas, 356, 356-357, 
357, 361, 

teorema de Taylor y, 820e 
del zipper, 759e 

fundamental del algebra, AP-20-AP-21 
fundamental del calculo, 312, 356-368, 
358, 367e, 478, 915, 919e, 1219-1220 
aplicacion del, 359-360 
Tercias pitagoricas, 758-759e 
Termino a termino 
derivation, 799-800, 839e 
integracion, 801-802 


Termino de error, 318 
Terminos dominantes, 120-121 
Terremoto, intensidad de, 499 
Toro, volumen de un, 407-408e, 443, 443 
Torque, 425, 876, 876-877, 902e 
Torre de Pisa, 24le 
Torsion, 941, 943-945, 950e 
determinacion de la, 948, 949e 
formulas para calcular, 947 
Trabajo, 447-455, 463e, 465e, 868-869, 872e 
definicion de, 447, 868 
mediante campo conservative, 1163 
mediante fuerza constante, 447-448, 868, 
868, 1169e 

mediante fuerza variable, 448, 452-453e 
sobre una curva en el espacio, 1154, 
1154-1155 

realizado por una fuerza constante, 
447-448, 868, 868, 1169e 
Transferencia de calor, 507-508 
Transformacion(es), integracion y, 1130-1132, 
1134-1135 

de graficas trigonometricas, 55 
determinante jacobiano de, 1133-1134, 
1134 

Trapezoide, area de un, 351, 351, AP-31 
Trayectoria(s) 

ortogonal(es), 679, 679-680, 680 
en el espacio, 906, 909 
Trazas, 890 
Triangulo(s), AP-30 
area de un, 876, 879e, 1224e 
desigualdad del, 72e 
Triple producto 
escalar, 877, 877-878, 879e 
vectorial, 904e 
Trocoide(s), 712-713e 

u 

Unidad astronomica, 698 
Union de conjuntos, 3 
Utilidad marginal, 282-283, 283 

V 

Valor(es), 19 
absoluto(s), 5, 6 ,8e, 69e 
de equilibrio, 665-666 
de estado estable, 655 
de una funcion, estimacion de, 619 
numericos asignados ax, 578-579 
derivadas a partir de, 164-165 
promedio, de funciones integrables, 1083 
de funcion lineal, 331, 331 
de funcion no negativa, 331, 331 
de sen x, 331-332, 332 
tabla de, para funciones, 23, 23 
Valores extremos 
de funciones, 244-252 
de una funcion en una circunferencia, 
1044-1045 ,1045 

funcion de dos variables y, 1027, 1027, 
1028 

locales, 246-247, 247 
busqueda de, 1031 ,1031 
determinacion de, 1029, 1029, 1030 
maximo, 1028, 1028, 1033, 1034e 
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mmimo, 1028, 1033, 1034e 
prueba de la segunda derivada para, 

1031 

pruebas de las derivadas para, 1027-1031, 
1028 

teorema de la primera derivada para, 247 
Variable 
de espesor, 412 
de integration, 312 

Variable(s), restringida, derivadas parciales 
con, 1049-1054, 1053, 1062-1063e, 
1064e 

dependiente, 19 
entrada, 965 

formula de Taylor para, 1056-1059 
funciones con mas de dos, 981, 989, 1023 
funciones de dos, 966-968, 974e 
continuas, 979, 979 
derivadas parciales de, 984-986, 985, 
986 

graficacion de, 968, 968 
limites de, 976-977, 978-979 
linealizacion de, 1018-1019, 1019 
regia de la cadena para, 997, 1000, 

1003e 

teorema del incremento para, 993, 
AP-25-AP-27 

funciones de tres, 969-970, 998-999, 
1012-1013, 1025e 
regia de la cadena para, 999, 1000, 

1003e 

funciones de, 965-975 
independiente, 19 
muda, 345 
salida, 965 
Varilla 

de densidad constante, 427, 427-428 
definicion de, 427 
de densidad variable, 428, 428 
Vector(es) 

de fuerza, 859, 861-862e 
gradiente, 1008 

normal unitario principal, 938, 938 
normal unitario principal N, 940 
ortogonales, 865, 869, 869-870 
position, 1064e 
tangentes, 910, 1159 


unitario binormal B, 943, 943 
unitario(s), 858, 858, 862e, 1159e 
a un piano, 876 

coordenadas cilindricas y, 964e 
ortogonales, 872e 
normal N, 940 
tangente T, 933-935 
velocidad, 853, 853, 862e, 910, 1150, 
1150-1152 

Vector(es), aceleracion, 910 
angulos entre, 863, 863-865, 870-871e, 
1063e 

binormal, 949e 

como segmento de recta dirigido, 854, 854, 
862e 

como sunia de vectores ortogonales, 869, 
869-870 

componentes de, 854-855, 858 
componentes escalares de, 866-867, 867, 
868 

definicion de, 853 

en el piano, numeros complejos y, AP-22 
en posicion estandar, 854, 854 
fuerza, 859, 861-862e 
gradiente, 1008 
magnitud (longitud) de, 855 
normal unitario principal, 938, 938 
operaciones algebraicas, 856, 856-858, 857 
ortogonal (perpendicular), 865 
vector como suma de, 869, 869-870 
paralelos, 873 

perpendicular al piano, 875, 875-876 
posicion, curvas en el espacio generadas 
por computadora y, 906, 907 
producto(s) cruz de, 873, 873-874, 879e 
ley distributiva para, AP-22-AP-23 
proyecciones, 866, 866-868 
rapidez y direccion respecto del suelo, 
857-858, 858 
resultante, 856 
suma, 856, 856 
tangente, 910 

unitario binormal B, 943, 943 
unitario normal N, 940 
unitario tangente, 934, 935e 
unitario tangente T, 933-935 
velocidad, 853, 853, 862e, 910 


y curvatura, para curvas, 940 
y geometria del espacio, 848-905 
Velocidad 

angular constante, 1206, 1206 
a partir de la aceleracion, 259-260, 261e 
como rapidez por direccion, 859 
de dos particulas, 242E 
de un automovil de carreras, 172 
instantanea, 172 
promedio, 172 

resistencia proporcional a, 673-674 
terminal, 670 

y aceleracion en el espacio, 916-917 
instantanea, 172 
promedio, 172 
terminal, 670 
Ventana(s) 

de graficacion, 59-63 
de visualization, 59, 60, 66E 
cuadradas, 60, 60 
de graficacion, 59-63 
Vertice de la parabola, 15 ,15 
Vida media de un elemento radioactivo, 506 
Viking I, orbita de, 95 8e 
Voltaje en el hogar, 374, 374 
Vo lumen, cambio en, 1021-1022 
con restricciones, 1032-1033 
de casquillos cilindricos, 409, 409-416, 410 
de solidos de revolution, 396, 397, 398, 
461-462e, 1106e, 1126-1127e 
de un cilindro, 218e, 1025 
de un florero, 617 
de un prisma, 1075, 1075 
de un solido infinito, 626, 626 
de un toro, 407-408e, 443, 443 
de una cuna, 399, 399 
de una esfera, 400, 400-401 
de una piramide, 398 
definicion de, 1099 

determination de, 1074, 1101, 1102, 1102 
integrales dobles como, 1068-1069, 1069 
metodo de arandelas y cascarones para la 
determination de, 475 
por medio de rebanadas y rotation respecto 
de un eje, 396-409 
teorema de Pappus para, 443, 443 



FORMULAS DE OPERADORES VECTORIALES (FORMA CARTESIANA) 


Formulas para Grad, Div, Espiral y de Laplace 



En el piano cartesiano (x, 

y,z)i,j,yk son vectores 
unitarios en direccion 
creciente de x, y, y z. 
M,N,yP so los 
componentes escalares de 
F(x, y, z) en dichas 

direcciones. 

Gradiente 

df Bf df 

V ^ = dx 1 + dvj + ite k 

Divergencia 

dM dN dP 

V * F — -h —-h -r — 

ox oy oz 

Espiral 

V X F = 

i J k 

AAA 

dx dy dz 

MNP 


De Laplace 

, d 2 f d 2 f d 2 f 

V / — — T d-y ^ -2 

dx 2 dy 2 dz 2 


Productos vectoriales triples 

(u X v) • w = (v X w) • u = (w X u) • V 
u X (v X w) = (u • w)v — (u*v)w 


Teorema fundamental de rectas integrates 

1. Sea F = Mi + Nj + Pk un campo vectorial cuyos componentes son 
continuos a lo largo de una region conectada D abierta en el espacio. 
En consecuencia, existe una funcion diferenciable / tal que 

df df df 

F = v /=ax i + ^j + ^ k 

rB 

si y solo si para todos los puntos A y B en D el valor de J A F • dr es 
independiente de la trayectoria que une A a B en D. 

2 . Si la integral es independiente de la trayectoria de A a B, su valor es 

V* = m - ha). 


El teorema de Green y su generalization en tres dimensiones 


Forma normal del teorema de Green: J)F • n ds = // V • F dA 

c 


R 

Fn da = IJI V-F dV 

D ^ 


Teorema de divergencia: 


Forma tangencial del teorema de Green: J)F • dr = // V X F • k dA 

c 


Teorema de Stokes: 


R 


F • dr = // V X F • n rfff 


Identidades vectoriales 


En las identidades siguientes, / y g son funciones escalares diferenciables, F, Fi, y F 2 son campos vectoriales diferenciables, y ay b 
son constantes reales. 


V x (V/) = 0 
v(/g) = fVg + gVf 

V-(gF) = gV-F + Vg-F 

V X (gF) = gV X F + Vg X F 

V • (aF! + ^F2) — u'V’Fi + bV • F 2 

V X (aFj + &F 2 ) = X Fi + bV X F 2 


V-(Fi X F 2 ) — F 2 ‘V X Fi - F^V X F 2 

V X (Fj X F2) = (F2 * V)F 1 — (F1 • V)F 2 + 

(V-F 2 )F! - (V-Fi)F 2 

V X (V X F) = V(V-F) - (V-V)F = V(V-F) - V 2 F 
(V X F) X F = (F- V)F - ^V(F-F) 


V(F! • F 2 ) = (Fi • V)F 2 + (F 2 • V)Fj + 
Fi X (V X F2) F2 X (V X Fi) 













